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Le but de ce livre est de donner un exposé systématique du cours 
d’algèbre tel qu'il s’est réellement établi ces dernières années et 
professé à la faculté de Mécanique et de Mathématiques de l’Univer- 
sité de Moscou. Une évolution bien naturelle des programmes stan- 
dard a prédéterminé une modernisation, fût-elle partielle, des ma- 
nuels d’algèbre. Malheureusement, lors de l'exposé par écrit, le 
contenu des conférences, enrichi de nombreux détails, s’est forte- 
ment déformé. 

Formellement, le livre est divisé en deux parties qui correspon- 
dent, en toute première approximation, aux cours d’algèbre enseignés 
respectivement au premier et au troisième semestre. L’étude de la 
partie II suppose que le lecteur a assimilé la théorie des espaces 
vectoriels abstraits et des opérateurs linéaires, enseignée au deuxiè- 
me semestre dans le cours d’algèbre linéaire et de géométrie. D'’ail- 
leurs, les espaces vectoriels R° des vecteurs lignes sont exposés 
au chapitre 2, certaines notions d'’algèbre linéaire sont introduites 
dans le texte du livre chaque fois que le besoin s’en fait sentir, et 
un petit annexe donné à la fin du livre expose la théorie géométrique 
de la réduction des matrices à la forme de Jordan. Ainsi, le présent 
manuel peut être étudié indépendamment des autres sources. 

Un rôle bien important est dévolu aux exercices donnés en fin 
de la plupart des paragraphes. Vu l’existence d'excellents ouvrages 
consacrés aux problèmes d’algèbre, il n’a pas paru raisonnable de 
mettre l'accent sur les calculs numériques, si bien que les exercices 
figurant dans ce manuel ont essentiellement un caractère théorique 
et servent au développement du sujet principal. Les exercices auxquels 
on fait référence dans le texte principal, sont munis d'indications 
détaillées pour leur résolution. Nous conseillons au lecteur de se 
reporter à ces indications aussi rarement que possible, et seulement 
si ses tentatives personnelles de trouver la solution correcte ne don- 
nent pas de résultat. 

Il est difficile de s'attendre que le nombre d'heures assez modeste 
réservé aux conférences soit suffisant pour recouvrir tout le contenu 
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du livre. Cela concerne surtout la partie IT dont le matériel ne peut 
pas être considéré, d’après son caractère, comme traditionnel. Ce 
matériel donne matière à l’intuition, mais certains «mets délicats » 
(tels les théorèmes de Sylow, les invariants des groupes linéaires, 
les représentations du groupe des rotations;ou les algèbres non associa- 
tives) sont destinés exprès aux amateurs comme base d’études supplé- 
mentaires. 

Il paraît qu'après l'étude du chapitre 7 assez difficile, il convient 
de s'orienter soit vers les éléments de théorie des représentations 
(chapitre 8), soit vers la théorie générale des anneaux, modules et 
corps traitée en partie dans le chapitre 9 (une étude approfondie de 
la théorie des structures algébriques sortirait nettement du cadre du 
présent ouvrage). La première variante semble être préférable, et 
ceci non seulement par suite de son orientation géométrique et de 
sa proximité du cours d’algèbre linéaire et de géométrie enseigné au 
deuxième semestre, mais aussi parce que la connaissance des faits 
principaux de la théorie des représentations des groupes est très 
utile même pour les mathématiciens qui ne se spécialisent pas en 
algèbre. Il est extrêmement souhaitable que l’idée de représenta- 
tions des groupes exprimée dans ce livre sur un matériel concret peu 
important soit corroborée dans un cours spécial plus solide. Comme 
sujets de ce cours, on pourrait indiquer, par exemple, la théorie 
de Galois, les groupes engendrés par les symétries orthogonales, 
y compris les groupes cristallographiques, les représentations des 
groupes compacts, etc. D'autre part, le chapitre 9 qui met l'accent 
sur la théorie des nombres, répond davantage aux programmes en 
vigueur. Quelle que soit la variante choisie, elle jettera les bases 
de l’étude ultérieure de l'algèbre *). 

Maintenant, il convient de signaler une circonstance qui n’est 
pas trop évidente pour un étudiant débutant. Malgré son appellation, 
un cours d’algèbre supérieure est loin de refléter toute la variété de 
l'algèbre moderne. C’est pour cette raison que le présent livre est 
intitulé « Introduction à l’algèbre ». L’un des objectifs de cet ouvrage 
est de fournir des notions et des résultats nécessaires pour d’autres 
cours de mathématiques. On ne peut comprendre l'importance du 
langage mathématique qu’en essayant de s'en passer lors d’une étude 
individuelle des mathématiques. 

Malgré son caractère élémentaire, un cours d’algèbre tradition- 
nel présente certaines difficultés quant à son assimilation, à cause 
de la pensée abstraite dont il exige de faire la preuve. Ayant constam- 
ment en vue cette circonstance, l’auteur a cherché à souligner les 
liens qui existent entre l’algèbre et d’autres branches des mathéma- 
tiques. Il est regrettable que les chapitres consacrés aux éléments 


*) Au début de chaque partie du livre on trouvera une bibliographie som- 
maire. 
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de théorie des catégories et des systèmes partiellement ordonnés 
n'aient pas trouvé de place dans le présent ouvrage. Cependant, il 
n’a pas paru raisonnable d’assimiler un cours d'introduction à un 
conglomérat de notions abstraites qu'on introduit à profusion dans 
un but inconnu et qui tuent tout intérêt parce que leur étude est 
trop sommaire. 

De nombreuses variantes concevables de cours obligatoire d’al- 
gèbre, limité et orienté par le programme standard, ont été pratique- 
ment essayées à la faculté de Mécanique et de Mathématiques de 
l’Université de Moscou. On peut espérer que la présente réalisation, 
sous forme d’un livre, de l’une des dernières variantes de ce cours 
sera utile pour les étudiants et les enseignants des autres écoles supé- 
rieures, ainsi que pour ceux qui commencent à étudier individuel- 
lement le cours d’algèbre. Bien entendu, l’ordre et la plénitude de 
l’exposé du contenu de ce livre au cours des conférences dépendront 
fortement de la situation concrète et des traditions d'enseignement 
qui se sont établies. 

L'auteur est très obligé aux professeurs de la chaire d’algèbre 
supérieure de l’Université de Moscou et tient à remercier ici tous 
ceux qui ont bien voulu lui donner les précieux conseils concernant 
l'exposé du cours. Toutes les suggestions constructives, ainsi que 
les avis sur des incorrections constatées seront accueillis avec recon- 
naissance. 


Moscou, juin 1976. A. KOSTRIKIN 


AVIS AU LECTEUR 


Suivant le plan général de l'ouvrage exposé dans la préface, 
l’enchaînement logique des chapitres se présente ainsi: 


(la flèche pointillée indique une faible dépendance). Il est clair 
qu'un lecteur expérimenté (disons, un professeur de mathématiques 
ou même un étudiant en deuxième année) n'aura pas de grandes dif- 
ficultés à commencer la lecture de ce manuel pratiquement par 
n’importe quel endroit, certes, s'il est prêt à se reporter, au fur et 
à mesure des besoins, aux définitions données aux paragraphes et 
chapitres précédents. Les nouvelles notions ne sont pas toutes intro- 
duites dans des alinéas commençant par le mot « Définition ». La 
table des matières détaillée et l’index alphabétique faciliteront la 
recherche de l'endroit correspondant dans le livre. 

Chaque chapitre est subdivisé en plusieurs paragraphes dont 
chacun comprend plusieurs numéros ayant leurs propres titres. 
Les théorèmes, propositions, lemmes et corollaires ont leur propre 
numération à l’intérieur de chaque paragraphe : théorème 1, théorè- 
me 2, ...: lemme 1, lemme 2, ... Avec une telle numération, 
les références aux assertions énoncées dans un autre paragraphe se 
font ainsi: théorème i du $ j, ou même, théorème i du chapitre k, 
$ j, mais cela ne cause pas d’incommodités. 

La fin d’une démonstration (ou son absence) est marquée par 
le signe HI. 

Pour abréger l’exposé on utilise des symboles logiques simples. 
Le symbole d’implication — dans la notation À = B signifie 
« À implique (ou entraîne) B », alors que « À <> B » se lit « À est 
équivalent à B ». Le quantificateur universel V sert à représenter 
l'expression « Quel que soit » ou « Pour tout ». Les autres désigna- 
tions et symboles seront expliqués par le contexte. 

Pour éviter toute confusion dans l’emploi des lettres grecques, 
très usitées en mathématiques, nous rappelons ci-dessous cet alphabet 
in extenso : 


= CR CES. em © ® 


ALPHABET GREC 


alpha 
bêta 
gamma 
delta 
epsilon 
dzéta 
êta 


aspiré : thêta 


10ta 
kappa 
lambda 
mu 


OU TE tu HT ONE 


(es) 


un 


nu 

Xi 

omicron 

pi 

rhô 

sigma 

tau 
upsilon 
aspiré : phi 
aspiré : khi 
psi 

oméga 


PARTIE I 


NOTIONS FONDAMENTALES D’ALGÈBRE 


Cette partie peut être considérée comme une algèbre en miniature. 
Les notions fondamentales de groupe, d’anneau, de corps, inhabi- 
tuelles pour un étudiant débutant, sont introduites, autant qu'il 
est possible, de façon non formelle et dans des doses minimales, bien 
que le nombre de notions dérivées soit assez grand. On ne doit pas 
chercher à les apprendre « par cœur »: elles deviendront familières 
après un travail individuel sur les problèmes et exercices. Pour 
rendre plus commode l’exposé, on dégage quelques systèmes algébri- 
ques, les plus utilisés (groupes (Z, +), S,, 4,, GL (n), SL (n); 
anneau de polynômes; corps Q, R, © et Z,) et, sur leur base, on 
introduit et explique le langage algébrique. Conformément à la 
tradition et pour assurer une continuité entre l’enseignement secon- 
daire et l’enseignement supérieur, on expose au début la technique 
des matrices et des déterminants, qui est utilisée pour la recherche et 
la discussion des solutions de systèmes d'équations linéaires. C’est 
dans cette voie qu'apparaissent de façon naturelle les structures 
algébriques fondamentales. 
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CHAPITRE PREMIER 


LA GENÈSE DE L’ALGÈBRE 


Par quoi commence l’algèbre? On peut dire avec une certaine 
approximation que l’algèbre a son origine dans l’art d’additionner, 
de multiplier et d'élever à une puissance les nombres entiers. Le 
remplacement des nombres par les lettres, quoique formel, mais loin 
d’être évident et univoque, permet d’opérer suivant les règles analo- 
gues dans les limites des systèmes algébriques considérablement 
plus généraux. Cela signifie que la tentative de donner une réponse 
complète à la question posée nous conduirait non seulement dans la 
profondeur des siècles mais aussi au mystère de la naissance de la pen- 
sée mathématique. La partie la plus difficile de la réponse serait 
liée à la description des structures fondamentales de l’algèbre 
moderne : des groupes, des anneaux, des corps, des modules, etc. 
Or, c’est justement à cette description qu'est consacré tout le livre, 
de sorte que le but du chapitre 14 semble pour l’instant impossible à 
atteindre. 

Heureusement, sous l'enveloppe abstraite de la plupart des 
théories axiomatiques de l'algèbre, on trouve des problèmes tout 
à fait concrets de caractère théorique ou pratique dont la résolution 
donnait lieu à des généralisations heureuses et, parfois inévitables, 
de très grande portée. À son tour, une théorie bien développée inci- 
tait à poser de nouveaux problèmes et fournissait des moyens per- 
mettant leur résolution. Cette interaction complexe entre l'aspect 
théorique et l’aspect appliqué, inhérente à toutes les branches de 
mathématiques, se manifeste très nettement en algèbre et justifie, 
dans une certaine mesure, la méthode concentrique de l'exposition 
que nous avons adoptée dans le présent ouvrage. 

Après de brèves remarques générales relatives à l'historique de 
l’algèbre, nous énoncerons quelques problèmes qui prédéterminent 
en quelque sorte le contenu des chapitres suivants. Un de ces problè- 
mes servira de point de départ pour l’étude des systèmes d'équations 
linéaires, de la théorie des matrices et de la théorie des déterminants. 
Nous décrirons la méthode de Gauss et obtiendrons les premiers 
résultats relatifs à la résolution des systèmes linéaires. 
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Dans cette étape même, il est utile d'introduire le vocabulaire et 
les symboles que les mathématiques mettent constamment en œuvre : 
à cet effet, nous donnerons un aperçu sommaire de la théorie des 
ensembles et des applications. 

Nous introduirons aussi les notions importantes de relation d’équi- 
valence et de factorisation des applications. Puis, en expliquant le 
principe d’induction mathématique (de récurrence), nous établirons 
des relations combinatoires élémentaires. Enfin, les propriétés arith- 
métiques les plus simples du système des nombres entiers, que nous 
décrirons dans le dernier paragraphe, seront non seulement utilisées 
par la suite, mais serviront de modèle pour la construction d’une 
arithmétique analogue dans des systèmes algébriques plus complexes. 

Le contenu de ce chapitre ne dépasse pas trop le programme de 
l’enseignement secondaire. Il faut seulement que le lecteur soit prêt 
à accepter un point de vue plus général. On peut commencer la lecture 
du livre à partir du $ 3. 


$ 1. Aperçu historique 


Les mathématiques de nos jours portent à juste titre le nom de 
« mathématiques algébrisées » puisqu'il s’agit là d’une pénétration 
des idées et des méthodes algébriques dans toutes les branches des 
mathématiques tant pures qu’appliquées. Un tel état de choses, 
devenu évident vers le milieu du XX: siècle, n’était pas toujours le 
même. Comme tout autre domaine de l’activité humaine, les mathé- 
matiques sont sujettes à l’influence de la mode qui, guidée par des 
besoins de la science, dictait parfois un emploi exagéré des méthodes 
algébriques. C’est pourquoi, vu qu’une enveloppe algébrique qui 
masque le contenu, est un mal non moindre qu’un simple oubli de 
l’algèbre, on considère (à juste titre), comme un avantage d’un livre, 
le fait qu'il n’est pas surchargé de formalisme algébrique. 

Sans porter tout à l'extrême, on peut dire que l'algèbre était 
toujours l’une des parties essentielles des mathématiques. Il faudrait 
dire la même chose de la géométrie, mais il vaut mieux citer l’expres- 
sion imagée due à Sophie Germain (XIX£® s.) qui disait que l’algèbre 
n’était rien d’autre que la géométrie écrite en symboles, et la 
géométrie, c'était simplement l'algèbre incarnée dans les figures. 
Depuis, la situation a changé, mais, comme l’affirme N. Bourbaki, 
il paraît qu’on a reconnu que la « nature » des êtres mathématiques 
est, au fond, une chose secondaire et il importe peu, par exemple, 
que nous représentions le résultat sous la forme d’un théorème de 
la géométrie « pure » ou à l’aide de la géométrie analytique sous 
la forme d’un théorème algébrique. 

Conformément au principe « Ce sont les relations entre des êtres 
mathématiques qui importent et non pas les êtres eux-mêmes » 
l'algèbre peut être définie (d’une façon un peu tautologique et tout 
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à fait incompréhensible pour un non initié) comme la science ayant 
pour objet l'étude des opérations algébriques effectuées sur les élé- 
ments de divers ensembles. Les opérations algébriques elles-mêmes 
sont issues de l’arithmétique élémentaire. D'autre part, en partant 
des considérations algébriques, on donne les démonstrations les plus 
naturelles de nombreuses propositions de l’«arithmétique supérieure», 
c’est-à-dire de la théorie des nombres. 

L'importance que présentent les structures algébriques, c’est-à- 
dire les ensembles munis d’une ou de plusieurs opérations algébriques, 
ne réside pas uniquement dans leurs applications À la théorie des 
nombres. L'étude de nombreux êtres mathématiques (espaces topolo- 
giques, équations différentielles, fonctions de plusieurs variables 
complexes et autres) se fait par construction de structures algébri- 
ques correspondantes qui, bien qu’elles ne soient pas adéquates 
à des objets à étudier, reflètent leurs traits essentiels. Quelque chose 
de pareil s’applique aussi aux objets du monde réel. 

Une opinion bien déterminée à ce sujet a été exprimée il y a une 
cinquantaine d’années par Paul Dirac, l’un des créateurs de la méca- 
nique quantique, qui disait que la physique moderne:exigeait une ma- 
thématique de plus en plus abstraite et le développement de ses fon- 
dements. C’est ainsi que la géométrie non euclidienne et l’algèbre non 
commutative qui étaient considérées autrefois comme de pures imagi- 
nations, sont maintenant reconnues bien nécessaires à la description 
générale de la réalité physique. 

Les moyens algébriques se montrent bien utiles pour l’étude des 
particules élémentaires en mécanique quantique, pour l’étude des 
propriétés des corps solides et des cristaux (c’est la théorie des repré- 
sentations des groupes qui joue ici un rôle particulièrement impor- 
tant), pour l’analyse des problèmes d'économie types, pour la con- 
ception des calculateurs électroniques, etc. 

À son tour, l'algèbre met à profit les méthodes et les idées déve- 
loppées dans d’autres sciences, y compris les disciplines mathémati- 
ques. C’est ainsi, par exemple, que les méthodes homologiques en 
algèbre sont nées de la topologie et de la théorie algébrique des 
nombres. Ce n’est pas donc étonnant que l’aspect de l’algèbre et la 
conception de cette branche des mathématiques changeaient d’une 
époque à l’autre. Nous n’avons pas la possibilité de suivre pas à pas 
ces changements, et ceci non seulement parce que la place nous man- 
que, mais surtout parce que la description de l’histoire d’une matière 
doit être concrète ; or, on ne peut faire face à cette exigence qu'après 
une étude approfondie de cette matière. Nous nous contenterons 
donc d’énumérer schématiquement les noms et les périodes. 


Civilisations antiques de Babylone Opérations arithmétiques sur les nom- 
et d'Egypte. Civilisation grecque. bres entiers et les nombres rationnels 
« Arithmétiques » de Diophante ositifs. Formules algébriques dans 
d'Alexandrie (111€ s. n.è.) es calculs géométriques et astronomi- 
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Civilisation orientale de Moyen Age. 
Ouvrage de l’originaire de Khiva 
Muhammed ibn Musà al-Khawàrizmi 
(vers 825) «Hisab-al-jabr wal-mu- 
quàbala ». 


Renaissance. 


Leonardo Fibonacci (dit « Pisano ») 
(vers 1170-1250) 

Spicione dal Ferro (1465-1526) 

N. Tartaglia (1500-1557) 

H. Cardan (1501-1576) 

L. Ferrari (1522-1565) 

F. Viète (1540-1603) 

R. Bombelli (1530-1572) 


XVIIe et XVIITESs. 

. Descartes (1596-1650) 
Fermat (1601-1665) 
Newton (1643-1727) 

. Leibniz (1646-1716) 
Euler (1707-1783) 
d’Alembert (1717-1783) 
L. Lagrange (1736-1813) 
. Cramer (1704-1752) 
Laplace (1749-1827) 

. Vandermonde (1735-1796) 


Or 


> TON 


IXe s.-début du XXE® s. 
F. Gauss (1777-1855) 
. G. L. Dirichlet (1805-1859) 
. Kummer (1810-1893) 
. Kronecker (1823-1891) 
. Dedekind (1831-1916) 
. I. Zolotarev (1847-1878) 
. F. Voronoï (1868-1908) 
. À. Markov (1856-1922) 
. L. Tchébychev (1821-1894) 
Ch. Hermite (1822-1901) 
N. I. Lobatchevski (1792-1856) 
A. Hurwitz (1859-1919) 


>OHTEEHTON 


rJ 


. Ruffini (1765-1822) 
. H. Abel (1802-1829) 
Jacobi (1804-1851) 

. Galois (1811-1832) 

. Riemann (1826-1866) 


DO 2> 


ques. Enoncé de problèmes de cons- 
truction (duplication du cube, tri- 
section de l'angle) qui ont occupé 
sensiblement plus tard les esprits des 
algébristes. 

Equations algébriques du premier et 
du second degré. Apparition du terme 
« algèbre ». 


Résolution des équations algébriques 
générales du troisième et du quatrième 
degré. 


Création du symbolisme algébrique 
moderne. 


Création de la géométrie analytique 
constituant un pans solide entre la 
géométrie et l’algèbre. 

Renouveau d’activité dans la théorie 
des nombres. 

Développement de l'algèbre des poly- 
nômes. 

Recherches intenses des formules géné- 
rales pour la résolution des équations 
algébriques. Premières approches de 
la démonstration de l'existence de 
racines d’une équation à coefficients 
numériques. 

Débuts de la théorie des déterminants. 


Démonstration du théorème fonda- 
mental d'existence des solutions des 
équations à coefficients numériques. 
Développement intense de la théorie 
des nombres algébriques. 


Recherche des méthodes permettant 
d'obtenir des solutions approchées des 
équations algébriques. Conditions im- 
posées aux coefficients pour assurer 
une disposition donnée des racines. 


Démonstration de l’irrésolubilité par 
radicaux des équations générales du 
degré n >5. Développement de la 
théorie des fonctions  algébriques. 
Création de la théorie de Galois, 
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A. Cauchy (1789-1857) 
C. Jordan (1838-1922) 
L. Sylow (1832-1918) 


H. Grassmann (1809-1877) 
J. Sylvester (1814-1897) 
A. Cayley (1821-1895) 
W. Hamilton (1805-1865) 
G. Boole (1815-1864) 

S. Lie (1842-1899) 

G. Frobenius (1849-1918) 
J.-A. Serret (1819-1895) 
M. Nôther (1844-1922) 
D. A. Gravet (1863-1939) 
H. Poincaré (1854-1912) 
F. Klein (1849-1925) 

W. Burnside (1852-1927) 
I. Schur (1885-1941) 

H. Weyl (1885-1955) 

F. Enriques (1871-1946) 
J. Neumann (1903-1957) 
D. Hilbert (1862-1943) 
E. Cartan (1869-1951) 

K. Hensel (1861-1941) 
E. Steinitz (1871-1928) 
E. Noether (1882-1935) 
E. Artin (1898-1962) 

N. Bourbaki « Eléments de mathé- 
matique » 


Début de la théorie des groupes finis, 
basée essentiellement sur les groupes 
de permutations. 


Développement intense des méthodes 
de l’algèbre linéaire. 

Apparition, après la découverte des 
quaternions, de la théorie des systèmes 
hypercomplexes (qu’on appelle actuel- 
lement algèbres). En particulier, grâ- 
ce au développement de la théorie 
des groupes continus (groupe de Lie) 
on jette les bases de la théorie des 
algèbres de Lie. 

La géométrie algébrique et la théorie 
des invariants deviennent des chapi- 
tres importants des mathématiques. 
Au XIXe siècle, les mathématiques 
n’ont pe encore atteint un haut degré 
de diiférenciation, de sorte que de 
nombreux savants éminents travail- 
lent dans plusieurs branches. 

La première moitié du XX® siècle 
a été marquée par une reïonte complète 
de tout l’édifice mathématique. L'’al- 
gèbre a renoncé au privilège d’être 
science des équations algébriques et a 
résolument emprunté pour son déve- 
loppement une voie axiomatique et 
sensiblement plus abstraite. 


Le langage de la théorie des anneaux, des modules, des catégories et des 


homologies a pénétré dans l’usage des mathématiciens. Plusieurs théories sépa- 
rées sont réunies dans le cadre d’un schéma général de l’algèbre universelle. 
Une théorie des modèles est née à la charnière de l’algèbre et de la logique ma- 
thématique. De vieilles théories ont connu un renouveau et un élargissement 
du domaine de leurs applications. On peut citer à titre d'exemple la géométrie 
algébrique moderne, la topologie algébrique, la X-théorie algébrique et la théorie 
groupes algébriques. La théorie des groupes finis a connu quelques essors 
éclatants. 


Toute l’algèbre est actuellement en état de développement dyna- 
mique. De grands mérites reviennent aux mathématiciens soviéti- 
ques. Le haut niveau de recherches algébriques en U.R.S.S. est dû 
pour une large part aux savants tels que N. G. Tchébotarev (1894- 
1947), O. J. Schmidt (1891-1956), A. I. Maltsev (1909-1967), A. G. Ku- 
rosh (1908-1971), P. S. Novikov (1901-1975). 


$ 2. Quelques problèmes types 


Les quatre problèmes que nous allons énoncer ci-dessous se pla- 
cent à des niveaux différents. Les trois premiers, qui ne sont pas non 
plus équivalents l’un à l’autre, sont destinés uniquement à motiver 
l'étude de divers types de corps, des espaces vectoriels, des groupes 
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et de leurs représentations, c’est-à-dire l’étude des théories algébri- 
ques dont il va s’agir par la suite. De nombreuses monographies 
spéciales sont consacrées à la « résolution » de ces problèmes. Quant 
au quatrième problème qui anticipe sur l’étude des systèmes linéaires, 
il est utile d'essayer de le résoudre tout de suite, sans consulter le 
paragraphe suivant où est développé le raisonnement nécessaire. 


1. Problème de résolubilité des équations par radicaux. —On 
connaît la formule obtenue en algèbre élémentaire 


—Db + V b?—4ac 
T1, a (1) 


qui donne les solutions x., x, de l’équation du second degré ax? + 
+ br + c—=t(. 

L'équation du troisième degré x° + ax? + bx + c = 0 est rame- 
née, moyennant la substitution x->x —74, à la forme æx° + px + 
+ q = 0. Cette équation réduite possède toujours trois racines x,, æ, 
Zs. Si l’on pose 


D= — 4p3— 27g?, ss 
_ (2) 
27 Pre D 07 dan 
Foi, v-ÿ Ts -IV=D 
(les racines cubiques sont choisies de façon que uv — —3p), on 


peut montrer que 
1 1 1 
ti (u+v), Lo = 7 (E°u + EV), T3= 7 (eu+e?v). (3) 


Les formules (2) et (3) appelées formules de Cardan (1545) et 
s’associant aussi aux noms de certains autres mathématiciens italiens 
de la Renaissance (S. Ferro, N. Tartaglia) sont valables, de même 
que la formule (1), quels que soient les coefficients littéraux a, b, c, p, 
qg auxquels on peut donner par exemple des valeurs rationnelles 
arbitraires. Des formules analogues ont été obtenues pour les racines 
de l'équation du quatrième degré, mais c’est en vain qu’on a essayé, 
pendant près de trois cents ans, de « résoudre par radicaux » l’équa- 
tion générale du cinquième degré. Ce n’est qu’en 1813 que A. Rufïfini 
(en première approximation) et en 1827 N. Abel (indépendamment de 
Ruffini et de façon tout à fait rigoureuse) ont démontré le théorème 
énonçant qu’il était impossible de résoudre par radicaux l’équation 
générale 2" + ax"! +:..+ a, = 0, pour n > 4. Une découverte 
fondamentale dans ce domaine a été faite en 1831 (elle n’a été pu- 
bliée qu’en 1846) par Evariste Galois, à l’âge de vingt ans, quand 
il a donné les conditions nécessaires et suffisantes pour que, non 
seulement une équation générale de degré nr, mais n'importe quelle 
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équation (par exemple à coefficients rationnels) soit résoluble par 
radicaux. 

À chaque polynôme (équation) de degré n, il a fait correspondre 
un corps de décomposition et une famille finie (de puissance non 
supérieure à nl!) d’automorphismes de ce corps qu’on appelle mainte- 
nant groupe de Galois du corps (ou du polynôme de base). Bien que 
nous n’ayons pas la possibilité d'étudier la théorie de Galois avec 
plus de détails, nous dégagerons au chapitre 7, à partir des propriétés 
purement internes, une classe spéciale de groupes dits résolubles. 
Il se trouve qu’une équation de degré n à coefficients rationnels est 
résoluble par radicaux si, et seulement si, est résoluble le groupe de 
Galois qui correspond à cette équation. Soit donnée, par exemple, 
l'équation du cinquième degré x5 — ax — 1 — 0, où a est un entier. 
À cette équation correspond un groupe de Galois G, qui dépend de 
a suivant une certaine loi complexe. G, étant un groupe cyclique 
d'ordre 4 (tous les groupes cycliques sont résolubles par définition), 
l'équation z° — 1 — 0 est donc résoluble par radicaux. Par contre, 
G. est de même structure que le groupe symétrique S, d’ordre 120 et, 
comme il sera montré au chapitre 7, ce dernier est irrésoluble. Par 
suite, l'équation x° — x — 1 — 0 est, elle aussi, irrésoluble par 
radicaux. 

Notons, avant de clore la discussion de ce problème, que la pos- 
sibilité d'exprimer la racine d’une équation algébrique par radicaux, 
sous forme explicite, est sans grande importance pratique; ce sont 
les diverses méthodes approchées de calcul des racines qui offrent 
un plus grand intérêt pratique. Maïs cette circonstance ne compro- 
met nullement l'élégance des résultats obtenus par Galois dont les 
idées ont exercé une forte influence sur le développement ultérieur 
des mathématiques. Il suffit de dire que Galois a jeté les bases de la 
théorie des groupes. La correspondance biunivoque, établie par E. Ga- 
lois, entre les sous-corps du corps de décomposition et les sous-groupes 
du groupe de Galois s’est enrichie au XXe siècle de nouvelles struc- 
tures abstraites et est devenue un instrument indispensable pour 
l'étude des êtres mathématiques. 


2. Problème sur les états d’une molécule polyatomique.— Toute 
molécule peut être considérée comme un système de particules 
qui sont des noyaux atomiques (entourés d’électrons). Si, à l’instant 
initial, la configuration du système est voisine de celle en équilibre, 
les particules constitutives du système resteront toujours, dans des 
conditions déterminées, près de la position d’équilibre et ne seront 
pas animées de grandes vitesses. Les mouvements de ce type sont 
appelés oscillations autour de la configuration d’équilibre, et le 
système lui-même est dit stable. On sait que toute petite oscilla- 
tion d’une molécule autour de sa position d’équilibre stable est une 
superposition des oscillations dites normales. Dans de nombreux 
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cas, on arrive à déterminer l'énergie potentielle de la molécule et 
ses fréquences normales en tenant compte de la symétrie interne de la 
molécule. Cette dernière se décrit par le groupe ponctuel de la molé- 
cule. Les diverses réalisations de ce groupe fini (ses représentations irré- 
ductibles) et les fonctions sur le groupe liées à ces réalisations (caractè- 
res des représentations) déterminent les paramètres d’oscillations de 
la molécule. 

C’est ainsi par exemple qu’à une molécule d’eau H,0 (fig. 1) 
correspond un groupe de Klein à quatre éléments (produit direct de 
deux groupes cycliques du deuxième ordre), alors qu’à une molé- 
cule de phosphore P, (fig. 2), ayant l’aspect d’un tétraèdre régulier 


Fig. 1. Fig. 2. 


aux sommets duquel se situent les atomes de phosphore, correspond un 
groupe symétrique S, d’ordre 24. Les représentations irréductibles 
de ces groupes seront étudiées au chapitre 8. De nos jours, il est dif- 
ficile de concevoir le développement de la théorie des structures molé- 
culaires sans aide de la théorie des groupes. 

Les applications beaucoup plus antérieures de la théorie des groupes 
se rapportent à la cristallographie. Dès 1891, le grand cristallographe 
russe E. S. Fedorov et ensuite le savant allemand A. Schôünilies 
ont trouvé 230 groupes cristallographiques d'espace qui décrivent 
toutes les symétries des cristaux existant dans la nature. Depuis, la 
théorie des groupes est constamment utilisée pour étudier l'influence 
de la symétrie sur les propriétés physiques des cristaux. 


3. Problème de codage d’un message.— Lors de l'élaboration 
des systèmes de télécommunications automatiques, terrestres ou 
cosmiques, on prend généralement en qualité de message élémer- 
taire une suite ordonnée, c'est-à-dire une ligne (ou un mot) a — 
— (4, A, . .., a) de longueur n, où a; = 0 ou 1. Vu que les 
opérations ordinaires d’addition et de multiplication modulo 2 sont 
bien faciles à réaliser sur un calculateur électronique et que les 
symboles 0, 1 peuvent être commodément transmis à l’aide de si- 
gnaux électriques (1 et O diffèrent par la phase des signaux partagés 
dans le temps, ou bien par leur présence ou leur absence), ce n’est 
pas étonnant que le corps GF (2) (voir chap. 4, $ 4) est un outil 
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indispensable entre les mains d’un spécialiste de traitement de l’in- 
formation. Parfois, il est commode d'utiliser comme 4; les éléments 
appartenant à d’autres corps finis. 

Pour éliminer l'influence des parasites (décharges atmosphériques 
bruits cosmiques, etc.) capables de transformer 0 en 1 et vice versa, 
on est amené à prendre a d’une longueur suffisamment grande et 
à utiliser un système de codage spécial, c’est-à-dire à choisir dans un 
ensemble S de lignes le sous-ensemble (un code ) S, des lignes à trans- 
mettre (des mots de code), de manière qu’il soit possible de rétablir 
a d’après le mot déformé reçu a’, à condition que le nombre d'erreurs 
intervenues ne soit pas trop grand. C’est ainsi qu’on élabore des 
codes à correction d'erreurs. La théorie algébrique du codage s’est 
fortement développée ces dernières années et a proposé de nombreuses 
méthodes ingénieuses de codage. Elle a surtout affaire à des codes 
linéaires spéciaux pour lesquels le choix de S, est lié à la construc- 
tion de matrices rectangulaires spéciales et à la résolution de systè- 
mes d'équations linéaires dont les coefficients appartiennent à un 
corps fini donné. Un exemple simple d’un tel code sera donné au 
chapitre 5. 


4. Problème de la plaquette chauffée. — Une plaquette plane 
de forme rectangulaire présentant trois orifices (fig. 3) est utilisée 


D] 


comme soupape dans un dispositif fantastique destiné à obtenir des 
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basses températures. Un réseau carré (un quadrillage) est posé sur 
la soupape. Les nœuds du réseau situés sur les quatre contours s’appel- 
lent nœuds frontières, tous les autres nœuds étant intérieurs. Une 
mesure directe montre que lors de tout échauffement ou de tout refroi- 
dissement, la température en chaque nœud intérieur est la moyenne 
arithmétique des températures des quatre nœuds les plus proches, 
qu'ils soient frontières ou intérieurs. On s’attend qu’étant mises en 
contactavecles différentes portionsdes contours, les piècesconstitutives 
du dispositif communiqueront aux points frontières les températures. 
indiquées sur la fig. 3. Est-ce possible ? Si oui, la répartition des tem- 
pératures aux points intérieurs sera-t-elle univoque ? 
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$ 3. Systèmes d'équations linéaires. 
Premiers pas 


Les équations linéaires ax — b et les systèmes de la forme 
az + by = e, 
. (1) 
cx + dy = f 


à coefficients réels a, b, c, d, e, f sont « résolus» à l’école secon- 
daire. Notre but est d'apprendre à opérer sur les systèmes d'équations 
algébriques linéaires (en abrégé, systèmes linéaires) de la forme la plus 
générale 

Qyala + Quote + + + + Ainln = Vu 


Goya + Aoolo He. + Aonln = Vas 
e° e e e° e e [2 e e e e e [2 œ e e e 


où m et n sont des entiers positifs arbitraires. Les complications qui 
naissent lors du passage de (1) à (2) et qui ont l’air d’être de nature 
purement quantitative, présentent en réalité une importance de prin- 
cipe. Les systèmes de la forme (2) se rencontrent littéralement dans 
toutes les branches des mathématiques, et les méthodes dites linéaires, 
dont le produit final représente souvent les solutions des systèmes 
linéaires, constituent la partie la plus développée des mathémati- 
ques. Il suffit de mentionner que la théorie des systèmes de la for- 
me (2) a servi de base pour l'élaboration, à la fin du XIXe siècle, 
de la théorie des équations intégrales qui joue un rôle extrêmement 
important en mécanique et en physique. La résolution de nombreux 
problèmes pratiques sur calculateur électronique se ramène, elle 
aussi, à la résolution des systèmes (2). 


(2) 


1. Terminologie. — On remarquera la désignation bien commode 
8 & fort économique des coefficients dans le système (2) : le coefficient 
ai; (se lit a-i-j ; par exemple a., se lit a-un-deux et non pas a-douze) 
se trouve dans la i-ième équation devant la j-ième inconnue x;. 
Le nombre b; s’appelle terme constant de la i-ième équation. On dit 
que le système (2) est homogène si b; = 0 pour i — 1, 2, ..., m. 
Quels que soient les b;, le système linéaire 


Quti + Quole + + + + + Gintn = 0, 
Gti + G22lo + +. + + Gintn = 0, ce 
Amili + Amole + + + + + AmnEn = Ù 


est appelé système homogène associé au système (2) ou encore forme 
réduite du système (2). 
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Les coefficients des inconnues forment un tableau rectangulaire 


Ayy 2 ... Ain 


a a ss A 
21 22 2n (3) 


Ami Ame ee Ann 


appelé matrice mxn (on dit aussi matrice à m lignes et n colonnes 
ou matrice de type (m, n), ou bien matrice carrée d'ordre n si m=—n) 
et désigné par le symbole (a;;) ou tout simplement par une lettre À. 
Il est naturel de parler de la i-ième ligne (a;,, a;2, ..., &;n) de 
la matrice (3) et de sa j-ième colonne 


dij 


UD) 


Amj 


qui sera désignée par la suite, en vue d’économiser sur la place, 
par une ligne placée entre crochets: [a,;, &ay, . . ., amjl. Dans le cas 
d’une matrice carrée on parle encore de la diagonale principale formée 
par les éléments à, @2o, : . ., Ann. Une matrice (a;;) qui a tous 
ses éléments nuls, sauï ceux de la diagonale principale, est désignée 
parfois par le symbole diag (a;,, @2o, . . +, Ann) et appelée matrice 
diagonale; lorsque à, = 99 =. : . = 4yn = 4, on la note diag, (a) 
(matrice scalaire). Pour désigner la matrice diag, (1) appelée 
matrice unité, on utilise généralement le symbole £E, ou une lettre Æ 
si les dimensions de la matrice sont fixées. 

En plus de la matrice (3) on considère encore une matrice (a;; | b;) 
du système (2), dite complète, qu’on obtient à partir de (3) par adjonc- 
tion de la colonne [b,, b:, . .., bm] de termes constants; pour plus 
de clarté, cette colonne est.séparée des autres par une barre verticale. 

Si chacune des équations du système (2) se transforme en une 
identité après le remplacement des inconnues x; par des nombres 
ti, la collection de nr nombres x’, x°, ..., x, s'appelle solution 
du système (2), alors que x° s’appelle i-ième composante de la solu- 
tion. On dit encore que la collection x!, æ,, . . ., x, satisfait à toutes 
les équations du système (2). Un système d'équations qui n’a aucune 
solution est dit incompatible. Si le système possède des solutions, on 
dit qu'il est compatible. Le système est déterminé si la solution 
est unique, et indéterminé quand il possède plusieurs solutions. 
Proposons-nous maintenant d’établir si un système donné d’équations 
linéaires est compatible et, s’il l’est, trouvons toutes ses solutions. 


Revenons au problème du n° 4, $2. Numérotons arbitrairement de 1 à 416 
{tel est leur nombre sur la fig. 3) tous les points intérieurs de la plaquette, ajou- 
tons à ces points 204 points frontières et, suivant la règle donnée pour le calcul 
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de la température ft; au point intérieur de numéro ài, établissons 416 relations 
de la forme 


fie taibtte+ ta 
CRE 4 . 


Supposons par exemple a, b, c < 416 et d > 416. Dans ce cas, la relation 
peut être mise sous forme d’une équation linéaire 


Li et ts Ab et; 


dont le second membre ty — —273, —100, —50, 0, 50, 100 ou 300 (d’autres 
variantes sont également possibles). Prises ensemble, ces équations forment un 
système linéaire carré de {a forme (2) avec n — m — 416. Les coefficients des 
inconnues #; sont égaux à 0 (ils sont en majorité), à —1 ou à 4. Ce système 
est-il compatible et déterminé? Ainsi, nous avons obtenu un autre énoncé, 
mathématiquement correct, du problème de nature qualitative. Le problème 
d'existence et d'unicité de la mat est assez typique pour de nombreuses 
branches des mathématiques liées à l’étude des phénomènes physiques. 


2. Equivalence des systèmes linéaires.— Soit donné encore un 
système linéaire « de même dimension » que (2): 


Giali + Apte eee + Ginln = D;; 
e- e e e e e e e e e C2 e e e. . . . (2') 
dti dti ss DT = 0; 


Nous dirons que le système (2’) est obtenu à partir de (2) à l’aide 
d’une transformation élémentaire de type (I) si, dans le système (2”), 
toutes les équations sauf les i-ième et k-ième sont restées inchangées, 
alors que les i-ième et k-ième équations sont interverties entre elles. 
Si dans (2’) toutes les équations sauf la i-ième sont les mêmes que 
dans (2) et la i-ième équation a la forme] 


(di + Cap) Ti + ee + (Gin + Capn) En = bi + cby, (+) 


où c est un nombre quelconque (c'est-à-dire a;; = a;; + cap, bi = 
— b; + cb,), nous disons que le système (2) a subi une transformation 
élémentaire de type (IT). 

On dit que les systèmes (2) et (2) sont équivalents s'ils sont soit 
incompatibles, soit compatibles et ont les mêmes solutions. 

En convenant de désigner l’équivalence des systèmes (a) et (b) 
par le symbole (a) — (b), nous remarquons que (a) — (a); (a) — (b) 
implique (b) — (a); (a) — (b) et (b) — (c) entraînent (a) — (c). 
“Une condition suffisante, pour que deux systèmes soient équiva- 
lents, est exprimée par le théorème suivant : 
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THÉORÈME À. — Deux systèmes linéaires sont équivalents si l’un 
d'eux est obtenu de l'autre par application d’une suite finie de transforma- 
tions élémentaires. 


Il suffit de démontrer l’équivalence du système (2) et du système 
(2) obtenu du précédent par application d’une seule transformation 
élémentaire. Remarquons que le système (2) est obtenu de (2”) 
aussi par application d’une seule transformation élémentaire, car ces 
transformations sont inversibles. En d’autres termes, lorsqu'il s’agit 
de la transformation de type (I), nous retrouvons le système initial 
après avoir permuté les équations de numéros à et 4; de façon analo- 
gue, dans le cas de la transformation de type (11), nous obtiendrons 
la i-ième équation du système (2) en ajoutant à la i-ième équation 
de (2’) la k-ième équation multipliée par (—c). 

Démontrons maintenant que toute solution (x;, ..., z,) du 
système (2) est aussi solution du système (2”). Si l’on a fait une trans- 
formation élémentaire de type (1), les équations, elles, ne sont pas 
changées en général (seul l’ordre de leur écriture est modifié). C’est 
pourquoi les nombres x}, x,, . .., x, qui satisfaisaient à ces équa- 
tions avant la transformation, les vérifient aussi après la transforma- 
tion. Dans le cas de la transformation élémentaire de type (Il), 
les équations, sauf la i-ième, ne sont pas changées, si bien que la 
solution (t!, x, ..., tn) leur satisfait comme précédemment. 
Quant à la i-ième équation, elle a pris la forme (+). Puisque notre 
solution satisfait aux i-ième et k-ième équations du système (2), on a 


Aiils Fee À inln = Di, Gpiti + - . + + Gnnln = D. 


Multiplions les deux membres de la dernière identité par c, ajoutons 
le résultat à la première et groupons les termes. Nous obtenons une 
identité de la forme (+) avec x; = x. 

Vu l’inversibilité des transformations élémentaires indiquée plus 
haut, le raisonnement développé montre également que, récipro- 
quement, toute solution du système (2’) sera aussi solution du systè- 
me (2). 

Il reste à remarquer que l’incompatibilité d’un système implique 
celle de l’autre (raisonnement par l’absurde). 


3. Réduction à la forme quasi triangulaire. — Par l'application 
répétée des transformations élémentaires on peut passer d’un système 
d'équations donné à un système de forme plus simple. 

Remarquons tout d’abord que parmi les coefficients a;, l’un au 
moins est différent de zéro. Dans le cas contraire, il serait insensé 
de mentionner l’inconnue x,. Si a, — 0, permutons la première équa- 
tion avec la j-ième, telle que a;, 0 (transformation de type (L)). 
Le coeïfticient de la première inconnue dans la première équation 
diffère maintenant de zéro. Désignons-le par a... Retranchons de la 
i-ième équation (i = 2, 3, ..., m) du nouveau système la première 
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équation dont les deux membres sont multipliés par un coefficient 
c;, tel qu'après la soustraction le coefficient de x, s’annule (m—1 trans- 
formations élémentaires de type (I1)). Il est évident qu’à cet effet 
il faut poser c; = a;1/a;.. Il en résultera un système où x, n’intervient 
que dans la première équation. Il peut se trouver alors que la deuxième 
inconnue ne figure, elle non plus, dans aucune équation de numéro 
i >> 1. Soit x, l’inconnue de plus petit indice qui apparaît dans 
une équation quelconque, autre que la première. Nous obtenons 
ainsi le système 


’ Ld LU 
dit + .. + Aifnln =0 , 
ALT + +. + onln = Vs; 
Gt +. ann = Em É>1, 4% 0. 


Appliquons maintenant à toutes ces équations, sans faire atten- 
tion à la première, les mêmes raisonnements que précédemment. 
Après une suite de transformations élémentaires, le système initial 
prend la forme 


#” ” e 
Antist sans so. + Gintn = 0; 


2 7 .. Editn= 0, 
Gmitit +. + AmnTn = Um, 
l>k>1 2,20, ay #0. 


I] va de soi qu'ici a;; = 4,5, b, = b;, car la première équation n’a 
subi aucune transformation. 

Réitérons ce procédé tant qu'il sera possible de le faire. Il est 
clair qu’on devra s’arrêter à l’instant où deviendront nuls non seule- 
ment les coefficients de l’inconnue suivante (disons de la s-ième), mais 
aussi les coefficients de toutes les inconnues d'indice ft, s<t< n. 
Finalement le système (2) prend la forme 


CARE °….. + Grntn =D, (4} 
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AVEC Ayndoplar eee Ars FU, A1LkLIL...<Ss. Il peut se trou- 
ver que r — m, de sorte que les équations de la forme 0 = b, ne 
seront pas présentées dans le système (4). On dit que le système 
d'équations (4) est présenté sous une forme en échelons. 

Cette dénomination n’est pas universellement reconnue: on 
pourrait parler ici de la forme trapézoïdale ou quasi triangulaire, etc., 
mais cela n’est pas tellement important. 


Ld 


THÉORÈME 2. — Tout système d'équations linéaires est équivalent 
à un système de forme quasi triangulaire. 


La démonstration découle immédiatement des raisonnements qui 
précèdent. 

Parfois, il est plus commode d'appliquer les transformations élé- 
mentaires non pas au système lui-même, mais à sa matrice (a;; | b;). 
Le théorème suivant se démontre exactement comme le théorème 2. 


THÉORÈME 2”. — Toute matrice peut être réduite à l’aide de trans- 
formations élémentaires à la forme quasi triangulaire. 


4. Discussion d’un système d’équations linéaires. — Du fait des 
théorèmes 1 et 2, il suffit d'étudier les questions de compatibilité 
et de détermination pour les systèmes de la forme quasi triangulaire (4). 

Commençons par la compatibilité. Il est évident que si le système 
(4) contient une équation de la forme 0 = b;, avec b, 3 0, ce systè- 
me est incompatible, parce que l'égalité 0 = b; ne peut pas être 
satisfaite quelles que soient les valeurs données aux inconnues. 
Démontrons que si le système (4) ne comporte pas de telles équations, 
il est compatible. 

Soit b; = O0 pour { > r. Les inconnues zx,, 2x, æ7, ..., x, par 
lesquelles commencent respectivement les première, deuxième, . .., 
r-ième équations, seront appelées inconnues principales, alors que 
les autres inconnues, si elles existent, seront dites non principales 
ou libres. Par définition, le nombre total d’inconnues principales 
est r. 

Donnons aux inconnues non principales des valeurs arbitraires 
et introduisons-les dans les équations du système (4). On obtient alors 
pour x; une seule équation (la r-ième) de la forme ax, = b, 


avec a — a; = 0, dont la solution est unique. On porte la 
valeur trouvée x, — x$ dans les r — 1 premières équations et on 
procède ainsi de proche en proche vers le haut du système (4). Il 
vient par suite que les valeurs des inconnues principales sont définies 
univoquement quelles que soient les valeurs données aux inconnues 
non principales. Nous avons ainsi démontré le théorème suivant : 


THÉORÈME 3. — Pour qu’un système d'équations linéaires soit com- 
patible, il faut et il suffit qu'après la réduction à la forme quasi triangu- 
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laire il ne contienne pas d'équations de la forme O = b,, avec b, 5 0. 
Si cette condition est satisfaite, on peut donner aux inconnues non 
principales des valeurs arbitraires; les inconnues principales se défi- 
nissent de façon univoque en fonction des valeurs données aux inconnues 
non principales. 


Supposant satisfaite la condition de compatibilité que nous avons 
in troduite, proposons-nous maintenant d'étudier les conditions pour 
qu’un système soit déterminé. Si un système de la forme (4) con- 
tient des inconnues non principales, il est a priori indéterminé: 
nous pouvons donner aux inconnues non principales des valeurs 
quelconques et exprimer en fonction de ces dernières (suivant le 
théorème 3) les inconnues principales. Dans le cas où le système ne 
contient aucune inconnue non principale, et toutes les inconnues 
sont donc principales, le système est déterminé, car ses inconnues se 
définissent de façon univoque (théorème 3). Il reste à remarquer que 
l’absence d’inconnues non principales est équivalente à la condition 
r — n. Nous avons ainsi démontré l’assertion suivante: 


THÉORÈME 4. — Un système linéaire compatible (2) est déterminé, 
si, et seulement si, sa forme quasi triangulaire (4) vérifie l’égalitér =n.f3 


Pour m = n, un système linéaire réduit à sa forme quasi triangu- 
laire peut être mis aussi sous la forme (dite triangulaire) 


iii + Quole + ee. + Ginln = Os: 


A22To + . + Gontn — D», (5) 


Anntn — bn 


si on ne se soucie pas de satisfaire pour tous les i la condition à;;,=£ 0. 

En effet, (5) signifie que la k-ième équation du système ne contient 

pas des inconnues x;, avec à <<; or, pour des systèmes ayant la 

forme quasi triangulaire cette condition est a priori satisfaite. 
Notons encore, afin d'utiliser par la suite, qu’une matrice (a;;) 

à éléments a;; — 0, i=j, s'appelle matrice triangulaire supérieure. 

On définit de façon analogue une matrice triangulaire inférieure. 
Des théorèmes 3 et 4 on déduit l’asserlion suivante: 


COROLLAIRE 1. — Dans le cas où m—n, le système linéaire (2) 
est compatible et déterminé si, et seulement si, sa-réduction à la forme 


quasi triangulaire donne un système (5), avec ay1@2o + - + Ann Æ Ù. 


Il importe de noter que cette condition ne dépend pas des seconds 
membres du système. Aussi, pour m = n, le système (2) est-il com- 
patible et déterminé si, et seulement si, cela est vrai pour le système 
homogène (2°) qui lui est associé. Or, un système homogène est 
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toujours compatible ; il a par exemple une solution nulle x; = 0, ... 
e. +. 3 + 2 — 0. 

La condition ayj@so + . . Ann 0 signifie que le système homogène 
ne possède qu’une solution nulle. On peut donc donner au corollaire 1 
un autre énoncé non lié à la forme quasi triangulaire : 


COROLLAIRE Â’. — Dans le cas où m = n, le système (2) est com- 
patible et déterminé si, et seulement si, le système homogène (2°) qui lui 
est associé ne possède qu’une solution nulle. 


Il y à un cas qui mérite une attention spéciale, c’est celui où 
n>m. 


COROLLAIRE 2.— Lorsque n > m, le système compatible (2) est indé- 
terminé. En particulier, le système homogène a toujours une solution 
non nulle quand n >> m. 


En effet, dans tous les cas on a r < m, parce que le nombre d’équa- 
tions dans le système (4) n’est pas plus grand que dans le système (2) 
(les équations, dont les premiers et seconds membres sont identique- 
ment nuls, sont rejetées). L’inégalité r = m entraîne donc n > r, 
ce qui signifie, en vertu du théorème 4, l’indétermination du systè- 
me (2). Il reste à remarquer que l’indétermination d’un système homo- 
gène est équivalente à l’existence d’une solution non nulle pour ce 
système. 

Une partie des résultats que nous avons obtenus est rassemblée 
dans le tableau ci-dessous. 


Type de système linéaire 


n>mnon n>m 
général homogène homogène homogène 
Nombre de solutions 0, 1, | 4, © | 0, > | CO 


5. Quelques remarques et exemples.— La méthode de résolu- 
tion des systèmes d'équations linéaires que nous venons d'exposer, 
est connue sous le nom de méthode de Gauss ou méthode d’éliminations 
successives des inconnues. Cette méthode, bien commode pour de faibles 
valeurs de n, est aussi applicable à la résolution des problèmes sur 
calculateur électronique, bien qu'’assez souvent et pour causes diffé- 
rentes, d’autres méthodes, par exemple les méthodes itératives, 
s'avèrent plus pratiques. Cela concerne surtout le cas où les coeffi- 
cients sont donnés et les solutions sont cherchées avec un degré 
de précision imposé. Quant aux études théoriques, on y attache une 
importance primordiale à l’énoncé des conditions de compatibilité 
et de détermination d’un système linéaire, ainsi qu'à l’établisse- 
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ment des formules générales pour les résolutions en termes de coef- 
ficients et de termes constants sans réduire le système à la forme 
quasi triangulaire. Le corollaire 1” répond, dans une certaine mesure, 


à l’une de ces exigences. 


EXEMPLE 1. — Revenons une fois de plus au problème de la plaquette 
chauffée du $ 2. Comme nous l’avons vu au n° 1, la question qui nous intéresse, 
s'exprime par les propriétés d’un système linéaire parfaitement concret (appe- 
lons-le PC) à un assez grand nombre d’inconnues t;. Suivant le critère énoncé 
dans le corollaire 1’, considérons un système linéaire homogène PCH associé 
à PC. En d’autres termes, la température de tous les points frontières de la 
plaquette est maintenant prise égale à zéro. Soit e le numéro d’un point intérieur 
ayant une valeur maximale de | t, [. Alors, la condition 


— ta + tb+te+ta 

PR 
entraîne que lt, |=1t, [= [t|=/|t. | = ]|tal. En se déplaçant d’un pas 
de réseau dans n’importe lequel des quatre sens, on passera par des points ayant 
la même valeur | t; | = | t, | tant qu’on n’atteindra un point frontière à tempé- 
rature nulle. Cela signifie que | #, | — 0 et donc t; — 0 pour tous les i. Aïnsi, 


le système PCH n'admet qu’une solution nulle, et PC est donc un système 
linéaire compatible et déterminé. Par là même, le problème de la plaquette 
chauffée, comme il a été initialement énoncé, est résolu. 


EXEMPLE 2. — Soit donné un système linéaire 


T1 e. . . . . e. e . e "+ 


Lo e . e e. e . . (] e e 


—Zn-2 — Tn-1 + En = 0. 


Il est évident que c’est un système compatible et déterminé, déjà réduit à la 
forme triangulaire. Seulement, pour sa résolution, il convient de se déplacer 
non pas de bas en haut, mais de haut en bas. En vertu de la définition même, 
sa solution est constituée par les n premiers nombres de Fibonacci f1, fa, . .. 
+. Ân- Ces nombres se trouvent liés à un phénomène botanique appelé phyllo- 
taxie (disposition des feuilles sur les plantes). Il serait bon cependant d'indiquer. 
pour n — 1000 et même pour nr arbitraire, une expression générale (formule 
analytique) du n-ième nombre de Fibonacci. On pourrait objecter en disant 
qu’en suivant la définition, l’on aura assez de patience pour calculer même 
le nombre /1900- Or, ce ne serait pas une résolution mathématique du problème. 
Aux chapitres 2 et 3 nous indiquerons deux expressions pour f,, bien que ce 
Rose concret puisse évidemment être résolu aussi par des méthodes plus 


irectes. 


REMARQUE. — Parfois, il s'avère plus commode de chercher les 
solutions d’un système linéaire sans le réduire à sa forme quasi trian- 
gulaire. Cela s'applique surtout au cas, où la matrice du système 
contient un grand nombre de zéros. Quelques exercices sont ici pré- 
férables à de longues explications. 
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$ 4. Déterminants d’ordre peu élevé 


En exposant la méthode des éliminations successives des incon- 
nues (méthode de Gauss) nous ne nous sommes pas trop préoccupés 
de coefficients des inconnues principales. Il nous importait seule- 
ment que ces coefficients soient différents de zéro. Nous allons main- 
tenant appliquer cette méthode d’une façon plus correcte, tout au 
moins dans le cas des systèmes linéaires carrés d'équations à un 
nombre d’inconnues peu élevé. Ceci nous donnera matière à réflexion 
et une base de départ permettant de construire la théorie générale 
des déterminants que nous décrirons au chapitre 3. 

Comme au $ 3, considérons un système de deux équations à deux 
inconnues 


Quli + dote = Vs, (1) 
Ali + sole — Ve 


et proposons-nous de chercher les formules générales pour les com- 
posantes x;, x, de sa solution. Appelons déterminant de la matrice 


Gy1 ue 
Qg1 
l'expression äy@os — God et désignons-le par le symbole |°11 u ; 
Par là même, à la matrice carrée nous faisons correspondre un nombre 
Guy € 
si (= ant au (2) 


« 


Cherchons à éliminer x, du système (1). À cet effet, multiplions la 
première équation par a, et ajoutons-y la deuxième multipliée 
par —a> Nous obtenons 


dis Ayo 
Ty = ViQ22 — Dole. 


Zoy Up 


Le second membre de cette dernière égalité peut être considéré, lui 
aussi, comme un déterminant de la matrice 


D, ay ii io 

D . Supposons que 0. Alors, 

2 2 doi oo 

on à 
b: di2 11 bi 
bs 4 a b 
zy—=——©?© et de façon analogue x, — #27 (3) 

11 12 dj1 ie 
Go oo day oo 


Connaiïssant les formules pour la résolution du système de deux 
équations linéaires à deux inconnues, nous pouvons résoudre certains 


3* 
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autres systèmes (résoudre des systèmes = trouver leurs solutions). 
Considérons, par exemple, un système de deux équations homogènes 
à trois inconnues ? 
Quali + uote + Gala = 0, (4) 
Ant À Aoolo + Gosts = 0. 


Nous nous intéressons à la solution non nulle de ce système, qui 
possède donc au moins l'un des x; = 0. Soit , par exemple, x; Æ (. 
En divisant les deux équations par —x, et en posant y, = —z1/x3, 
Yo = —Xolts, écrivons le système (4) sous la même forme 


Quai + GioUo —= Gus 
GoiŸ1 + Gooo — Goss 


. x Gyy Gi: 
que le système (1). Sous l’hypothèse que Le 2-10, les for- 
21 Go 
mules (3) donnent 
13 12 dir Q13 
__ __ T1 __ 13 Go —, __ Te Ge1 os 
ÿ4 T3 Gui G12 |? #2 T3 G11 12 
21 os 21 Go 


Ce n’est pas étonnant que nous avons déterminé les rapports des 
inconnues Z1, Ze, Za Sans obtenir les inconnues elles-mêmes: du 


Li 


fait de l’'homogénéité du système on déduit sans peine que si (x°, x;, 
æ.) est solution et c un nombre arbitraire, alors (cx;, cx;, cx;) sera 
aussi solution du système. Par suite, nous pouvons poser 


di3 y Œi1 is dyy io 


(5) 


Tiy—= — , Lo —= — La — 


Zo3 22 Zi os doi oo 


et dire que chaque solution est obtenue de la solution indiquée en 
multipliant tous les x; par un certain nombre c. Pour donner à la 
réponse une forme plus symétrique, remarquons qu’on a toujours 


a b b a 
C d d c 


ce qui résulte immédiatement de la formule (2). Aussi, les relations (5) 
peuvent-elles se mettre sous la forme 


Uy2 y dy1 is Ai ie 


—— 


Ti = , La — . (6) 


? 


Ao2 os Uoy og Aoy oo 


Ces formules sont obtenues à condition que ée a He 0. On 
2 


e # .…… r# ? . 22 e 
vérifie aisément que la proposition démontrée est vraie si l’un au 
moins des déterminants figurant dans les expressions (6) est diffé- 
rent de zéro. Dans le cas où tous les trois déterminants sont nuls, 
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les formules (6) donnent aussi, évidemment, une solution (à savoir, 
la solution nulle), mais on ne pourra plus affirmer que toutes les 
solutions du système sont obtenues sous forme d’un produit de la 
solution nulle par un nombre (considérer un système de deux équations 
identiques æ + Ze + a = 0). 
Passons maintenant au cas d’un système de trois équations à trois 

inconnues 

Anti + Guole À Gi3ls = Ds, 

GoiT1 + Goole + Gosls = Vo, 

Aili + Agole + Assl3 = Vs. 
Nous nous proposons d'éliminer x, et x; de ce système pour trouver 
la valeur de x,. À cet effet, multiplions la première équation par c, 
la deuxième par c>, la troisième par c; et additionnons les résultats. 
Choisissons les nombres c,;, c., c3 de façon que dans l’équation 
obtenue après l’addition les termes en x, et x; deviennent égaux à 0. 


En annulant les coefficients correspondants, nous obtenons pour 
C1» Co, Ca un système d'équations 


AoC1 + sole + Ages = 0, 
GC 1 + GosCo + Ass = 0, 
qui est du même type que (4). Par suite, on peut poser : 


À A22 Ugo di Ag dy2 oo 
1 — er 9 = 


Us Us U13 ss 13 os 


Après avoir effectué des transformations évidentes, on obtient pour 
x. l'expression suivante: 


(2 op os : dy2 A3 di2 Us | 
11 — oi 31 Ti — 
Age Us Ag2 ss Qo2 og 
Zoo os dy2 is Uy2 3 
7 Fr 149 3 . (7) 
Ugo Us Ugo gs Ao2 os 


Le coefficient de zx, s’appelle déterminant de la matrice 
Qyy y2 Us y y is 

21 Up2 rs et se note | oi Up Uogle 

gi Ugo Us Asi Us ss 


Ainsi, pour déterminant du troisième ordre nous prenons l’ex- 
pression 


Aya ya is 


Zo2 os Ui2 is 
os og Us | — 1 — 21 ds DE 


Age Us T3 Us Ao2 os 


Ag so Us 
= A11029 33 + UioQo30 34 + Aao1Q 30 — 1103039 — 19021033 — iso 31 (8) 
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définie à l’aide des déterminants du second ordre. On se rend compte 
sans peine que le second membre de l’égalité (7) s'obtient à partir 
du coefficient de x, en remplaçant a;, par b;, a+, par b, et az, par ba. 
Il en découle que l'égalité (7) peut se mettre sous la forme 


diy yo 3 Di Gi Us 


oi oz oz | Xi — De Aoz 3 |. 
Azy Ugo Us O3 y 33 


Supposons que le coefficient de x, soit différent de zéro. Effectuant 
des calculs analogues pour x, et x;, nous obtiendrons alors les for- 
mules : 


bi Ge Gi di1 V1 Gi dj1 Ge OÙ: 
ba Use og Go V2 og Ge 22 Do 
_. Db3 Ugo 33 __ |@s1 D: 3s __ | 31 ge b3 (9 
Ti qe 3 À Lo a 1 La ee se Lt J0, pe 
di1 Gi 13 dy1 12 13 d11 12 13 
doi oo og do oo og Zoy oo og 
dg1 Ugo ag da Ugo ag Ag1 so 33 


Il est évident que les mêmes raisonnements peuvent être appliqués 
à un système de quatre, cinq, etc. équations ayant le même nombre 
d’inconnues. À cet effet, nous devons d’abord obtenir des formules 
analogues à (6), qui donnent les solutions du système homogène de 
trois équations à quatre inconnues; puis, dans le système de quatre 
équations à quatre inconnues, éliminer x, Zs, 2, en multipliant 
les équations par C1, C+, Ca, ©, et en les additionnant. Nous trouve- 
rons les valeurs de c; (i = 1, 2, 3, 4) à partir du système de trois 
équations homogènes. 

Le coefficient de x, ainsi obtenu et construit à partir des déter- 
minants du troisième ordre suivant le modèle (8), sera appelé déter- 
minant du quatrième ordre. En développant les mêmes raisonnements 
POUT To, Xa, Æ, nous obtiendrons pour x; des formules analogues à (9). 
On pourra appliquer ce procédé un nombre indéfini de fois. La certi- 
tude que nous finirons par atteindre le but, nous est donnée par un 
principe général, largement utilisé en mathématiques, à savoir le 
principe d’induction mathématique ou principe de récurrence (voir 
plus loin $ 7). 

EXERCICES 


1. La formule (8) devient plus facile à retenir si l’on utilise la règle des 
signes dont on affecte les produits qui entrent dans le développement d'un 
déterminant du troisième ordre (fig. 4). Enoncer une règle analogue pour un 
déterminant du quatrième ordre. | 

2. Montrer que les six termes figurant dans le développement d'un détermi- 
nant du troisième ordre ne peuvent pas être tous positifs. 

3. Le carré de l’aire d’un parallélogramme construit sur les rayons vecteurs 
des points P, Q de coordonnées rectangulaires (œ, B) et (y, 6) (fig. 5) est donné 
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par la formule 
ae|%+P av+pô 
ay+B8 v2+8 |" 


(Il est bien facile de s’en assurer si l’on choisit un système de coordonnées dans 
lequel le point P se situe sur l’axe Ox.) Obtenir une formule analogue pour le 


| A P ee 7 \ / 
De \/ NF 4 
« / a? Rs \ D» 
NC ANA 
0 Y V 4 Ÿ 
+ —_ 
Fig. 4. Fig. 5. 


carré du volume d’un parallélépipède dans l’espace à trois dimensions, en utili- 
sant un déterminant du troisième ordre. 


$ 9. Ensembles et applications 


Dans les deux paragraphes qui précèdent, nous avons rencontré 
des ensembles d'éléments de nature différente, ainsi que des appli- 
cations d’un ensemble dans l’autre. L'ensemble des solutions d’un 
système d'équations linéaires donné ou la relation qui à chaque matrice 
du deuxième ordre fait correspondre son déterminant, ce ne sont que 
des manifestations particulières des notions formelles dont la con- 
naissance, ne serait-ce qu’au niveau intuitif, sera utile pour l'exposé 
ultérieur. 


1. Ensembles.— On entend par ensemble toute collection ou 
tout assemblage d'objets appelés éléments d'ensemble. Un ensemble 
constitué d’un nombre fini d'éléments distincts peut être défini en 
extension: par une énumération explicite de tous ses éléments qu’on 
met généralement entre accolades. Aïnsi, {1, 2, 4, 8} désigne l’en- 
semble des puissances du nombre 2, comprises entre 4 et 10. En règle 
générale, on note l’ensemble par une lettre majuscule, et ses éléments, 
par des lettres minuscules du même ou d’un autre alphabet. Pour 
certains ensembles, particulièrement importants, on a adopté des 
notations canoniques qu'il convient de respecter. Ainsi, les lettres 
N, Z, Q, R désignent respectivement l’ensemble des entiers positifs 
(des entiers naturels), l’ensemble des entiers relatifs, l’ensemble des 
nombres rationnels et l’ensemble des nombres réels. Etant donné 
un ensemble S, la notation d'appartenance a € S indique que a ap- 
partient à S ou a est un élément de S ; dans le cas contraire on écrit 
a & S. On dit que S est une partie ou encore un sous-ensemble d’un 
ensemble T et on note S € T (S est contenu ou inclus dans T) s’il 
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y a l’implication 
zES, Vr=rEeT. 
(Pour les symboles, voir « Avis au lecteur », p. 14.) Deux ensembles 


coïncident (on dit encore : sont identiques ou égaux) si tout élément 
de chacun d’eux appartient à l’autre, ce qui se note 


S=T&SCcTeTes 
(= se lit «si et seulement si» ou encore «équivalent à»). L'ensemble 
vide @, c’est-à-dire ne contenant aucun élément, est, par définition, 
une partie de tout ensemble. Si SET mais SG et SÆT, 
on dit que $ est une partie propre de T. Un sous-ensemble SCT 


se définit souvent par une propriété quelconque que seuls les élé- 
ments de S$ possèdent. Ainsi, on définit par 


{nEZ]|n—=2m pour un mEZ} 

l’ensemble de tous les entiers pairs, alors que 

N={nEZ|n>0} 
désigne l’ensemble des entiers naturels. 
On appelle intersection de deux ensembles S et T l’ensemble 
SAT ={xIxES et zET}. 

La réunion de deux ensembles S et T est par définition l’ensemble 

SUT={:xIz ES ouxET} 


L'’intersection S f} 7 peut être un ensemble vide. Dans ce cas on dit 
que S et 7 sont des ensembles disjoints. Les opérations d’intersection 
et de réunion possèdent les propriétés suivantes 


RA(SUT)=(RNS)U(RNT), 
RU(SAT)=(RUS)N(RU 7) 


D! 


que le lecteur vérifiera à titre d'exercice. Les figures ci-dessous 
aideront à développer les raisonnements nécessaires, d’ailleurs assez 


simples : 
" 8 [> 
D @ 


On appelle différence S K T des ensembles S et T l’ensemble des 
éléments de $ qui n’appartiennent pas à T. Ceci étant la condition 
T & S n’est pas obligatoire en général. Au lieu de S X T on écrit 
aussi S — T. 


$ 5] ENSEMBLES ET APPLICATIONS 44 


Si T est une partie de S$, la notation SX T désigne encore le 
complémentaire de T dans $. En posant R = S KT, on aura: 
RNT=G,RU T = S$S. Le lecteur fera attention à une correspon- 
dance qui existe entre les notions d'’intersection, de réunion et de 
complémentaire d’une part et les connecteurs logiques« ET »,« OÙ » 
et « NON » d'autre part. 

Soient maintenant X et Y deux ensembles quelconques. On dit 
qu'un couple (x, y) d'éléments zx € X,y EY pris dans cet ordre est 
un couple ordonné, et on considère que (x, y1) = (x, y2) si, et 
seulement si, Z, = +, y, = y+. On appelle produit cartésien de deux 
ensembles X et Y l’ensemble de tous les couples (x, y): 


XXY = {(& y)IzEX,ye y}. 


Soit, par exemple, l’ensemble R de tous les nombres réels. Le carré 
cartésien R2=R X R représente alors l’ensemble des toutes les 
coordonnées cartésiennes de tous les points du plan par rapport à un 
repère donné. De façon analogue, on introduit le produit cartésien 
X, X X, X X3 de trois ensembles (= (X, X X,) XX3 = X, X 
X (X2 * X3)), de quatre ensembles, etc. Pour X, = X, =. 
— X, on écrit tout court XF—= XX X X...x X et on 
dit que l’on a affaire à la puissance cartésienne k-ième de l’ensemble X. 
Les éléments de X* sont des suites (x, +, . . ., æ) de longueur k. 
Pour mettre en évidence la différence qui existe entre les ensem- 
bles X X Y et X |} Ÿ, prenons pour X et Y des ensembles de puis- 
sance finie ou comme on le dit plus souvent de cardinal fini. Soit. 


IX | = CadX =n, |Y | = Card Y = m. 
Alors 
[XX Y |=nmet | XUY|I=ntm—-|xX NY |. 


Si cela n’est pas clair, il convient de relire toutes les définitions. 


2. Applications. — La notion d'application (de fonction) joue 
en mathématiques un rôle d'importance capitale. Etant donné les 
ensembles X et Ÿ, l’application f dont le domaine de définition est X 
et le domaine des valeurs est Y fait correspondre à tout élément x € X 
un élément f (x) E Y que l’on désigne aussi par le symbole fx ou f.. 
Dans le cas où Y — X, on dit que l’on a affaire à une application / 
de l’ensemble X dans lui-même. Symboliquement, l'application f 


s'écrit sous la forme f: À — Y ou X 1, y. On appelle image de 
l'application f l’ensemble de tous les éléments f (x), tel que 


Imf={f&lreX}=f(X)e y. 
L'ensemble 


fy) = &EX]|f(x) = y} 
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s'appelle image réciproque de l'élément y € Y. Plus généralement, 
pour ŸY, € Ÿ, posons 


FH) EX | 1(@)ETR= Ù ft. 


Si yEY NX Imf, il est évident que f-! (y) — 

Une application f: À — Y s'appelle npiletiie surjective ou 
surjection, si Im f — Y ; elle est dite injective si x =£ x’ implique 
Î (x) Æ f (x'). Enfin, une application f: À — Ÿ est appelée appli- 
cation bijective ou bijection si elle est à la fois surjective et 
-injective. 

L'égalité de deux applications f = g signifie par définition que 


leurs domaines correspondants coïncident : X— Y, X Yet f(x) = 
— g(x), Vz E X. Pour désigner une correspondance qui à un « argu- 
ment » x, c’est-à-dire à un élément x € X, associe un élément f(x) € Y, 
on emploie la notation avec une flèche spéciale: x f(x) (se lit 
Î (x) est l’image de x par f). 


Soit, par exemple, f, un nombre de Fibonacci de numéro n (voir $ 4). La 
correspondance nt fn définit une application N — N qui n’est ni surjective, 


ce qui est évident, ni injective parce que f, = f2 = 1. SiR+ est l’ensemble de 
tous les nombres réels positifs, les applications f: R—+R, g:R—R+, 
h:R+ +R+ définies par une seule et même loi xt x? sont toutes différentes : 
fn "est ni surjective, ni injective, g est surjective mais non injective, alors que 
l'application h est bijective. Ainsi, la donnée du domaine de définition et du 
domaine des valeurs est une partie essentielle de la définition d’une application 
(d'une fonction). 


L’ application ex: X— X qui à tout élément x € X fait cor- 
respondre l’élément x lui-même s’appelle application identique. Si X 
est un sous-ensemble de Ÿ : À € Ÿ, il est parfois utile de considérer 
une application spéciale appelée plongement ou immersion I: X— Y 
qui à tout élément xE X associe le même élément, mais dans l’en- 
semble Y. 

L'application f: À — Ÿ s’appelle restriction (ou contraction) 
de l’application g: X'—Y'si XX", YCeY'etf(x)=g(x), VxeXx. 
A son tour, g s’appelle prolongement de l'application f. Par exemple, 
le plongement 7: À — Y est une restriction de l’application identi- 
que ey: Ÿ — Y. 

Nous aurons aussi à parler par la suite des fonctions de plusieurs 
variables. Il importe de saisir que la notion de puissance carté- 
sienne X” de l’ensemble X introduite plus haut permet de considérer 
la fonction f(x, . . ., z,) de plusieurs variables z,E X,i—1,...,n, 
comme une application ordinaire f: À? — Y. 

On appelle composée (ou produit de composition) de deux appli- 
cations g: U—+— Vetf: V — W une application notée fog: U— W 
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et définie par la condition 


(og)(u) = f(g (u)), Vu E U. 
Cette définition est illustrée par le diagramme triangulaire 
foq 


N f 


a 


U W 


On dit que ce diagramme « commute » (ou est commutatif), ce qui 
signifie que le résultat du passage de U à W est le même qu'’onle 
fasse directement à l’aide de fog ou qu'on utilise une étape intermé- 
diaire V. Remarquons que l'application composée n’est pas définie 
pour toutes les applications f et g. Il faut que dans leurs notations 
précédentes ces applications aient un ensemble commun V. Cepen- 
dant la composée de deux applications d’un ensemble X dans lui- 
même a toujours un sens. 

Par la suite, au lieu de fog nous écrirons tout simplement fg. 


Il est clair que 
fex = fs evil = 


pour toute application f: X — Y. La vérification de cette propriété 
est immédiate. 

Une propriété importante de l’application composée est énoncée 
dans le théorème suivant. 


THÉORÈME 1. — L'application composée obéit à la loi d’associa- 
tivité. Ceci signifie que si h: U—+V, g: V—+— W,f: W—T sont 
trois applications, on a 

J (gh) = (F8) h. 


DÉMONSTRATION.— Tous les raisonnements nécessaires sont mis en 
évidence par le diagramme 


où a = gh, P — fg. Conformément à la définition formelle de l’éga- 
lité des applications, il faut tout simplement comparer les valeurs 
des applications f (gh): U—T et (fg) h: U—-T en un «point » 
arbitraire u € U. Or, de par la définition de l’application composée, 
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On a 
(F(gh))u = f ((gh)u) = f (g Gu)) = (fg) (hu) = (F8) h) u. 


La composition des applications X —+ X est en général non com- 
mutative, c’est-à-dire fg =£ gf. Il n’est pas difficile de s'en convaincre 
en considérant un exemple où X = {a, b} est un ensemble à deux 
éléments, f(a) = b, f (b) = a, g(a) = a, g(b) = a. Un autre 
exemple : jf et g sont deux applications constantes de X dans X, c’est-à- 
dire les valeurs f (x) et g(x) sont indépendantes de x. Alors on a f 
É Lg Î8 Æ 6]. 

Certaines fonctions possèdent des inverses. Soient f: X — Y et 
g: Y — X deux applications quelconques dont les composées fg 
et gf sont définies. On dit que f est l’inverse à gauche de g et g l’inverse 
à droite de f si fg —ey. Dans le cas où les composées de f et g sont 
des applications identiques: 


Îg = en  =ex, (1) 


on dit que g est application inverse bilatère (ou tout simplement 

application inverse ou réciproque) de f (et f est application réciproque 
de g) et on la note f-!. Ainsi, f (u) = v «> f-!{(v) = u. 

En supposant qu’il existe encore une application g': Y —+ X 

pour laquelle 

Jg = eys 8 —=ex, (1°) 

et en s'appuyant sur les égalités (1), (1°) et le théorème 1, on obtient 
g = exg = (8f) g = 8 (fg") = ger = 8. 


Ainsi, l’application réciproque de f, si elle existe, est unique, ce qui 
justifie l'emploi du symbole ft, 


THÉORÈME 2. — Une application f: X — Y admet une applica- 
lion réciproque si, et seulement si, elle est biunivoque (bijective). 


DEÉMONSTRATION.— Pour démontrer le théorème on s’appuie sur 
une propriété qui, vu son importance, est présentée sous la forme du 


LEMME. — Sif: X—Y, g: Y — X sont deux applications quel- 
conques telles que gf = ex, alors f est injective et g est surjective. 


En effet, soient x, x’ € X et f (x) — f (x'). Alors, x —=ez (x) — 
= (gf)x = g (fx) = g (fx) = (gf)z' —ex(x") = x. Par consé- 
quent, f est injective. Si, ensuite, x est un élément quelconque 
de X,on az —=ext(x) = (gf) x = g(fx), ce qui prouve la surjec- 
tivité de g. 

En revenant au théorème 2, supposons d’abord que f admette 
une application réciproque g = f-*. Alors les égalités (1) et le lemme 
impliquent que f est à la fois surjective et injective, ce qui signifie 
qu’elle est une bijection. Réciproquement, en supposant f bijective, 
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nous trouverons pour tout yE Ÿ un élément unique x € À pour 
lequel f (x) — y. En posant g (y) = x, nous définirons une applica- 
tion g: Ÿ — X vérifiant les propriétés (1). Donc, f-! = g. E 


CoROLLAIRE.— Si une application f: X — Y est bijective, f”! l’est 


aussi el 
GT = f. (2) 
Soient de plus f: X—+Y, h: Y — Z deux bijections. Alors leur com- 
posée hf est bijective et 
GR} = FRA, (3) 


DÉMONSTRATION.— Si f est bijective, il existe, d’après le théo- 
rème 2, une application réciproque f-}, ce qui signifie, en vertu du 
même théorème, que f-! est bijective. La symétrie des conditions (1) 
écrites sous la forme ff! — ez, ff —e, conduit à l'égalité (2). 
En outre, conformément à l'énoncé et au théorème 2, il existe des 
applications fl: Y — X, h-l: Z + Y et leur composée f-1h"1: Z + 
— X. Les égalités 


(ÿ) TR) = (@ÿ) FORT = (RPNRT = hhT = e7, 
GTR) (hf) = FT (RTE hf) = FT (RTR) D) = FT = ex 


entraînent que f-{h-! est une application réciproque de hf. 


Une application o:N —N, définie par © (n) — n + 1, est une 
injection qui n’est pas surjective, vu que le premier élément (l’unité) 
n'appartient pas à [Im o. Il est intéressant de noter que pour des 
ensembles finis une situation pareille ne se présente pas. 


THÉORÈME 3. — Si X est un ensemble fini et l'application f: X —- 
—+ À est injective, elle est aussi bijective. 


DÉMONSTRATION. — Il suffit de montrer que f est surjective, c'est-à- 
dire que pour tout élément x € X il existe x’ avec f (x') = x. Posons 


Fa)=f(f... (fr). )=f(f ir), k=0,1,2,... 


L'ensemble ZX étant fini, cette suite doit comporter des éléments 
répétés. Supposons que f"(x) = f" (x), m>n. Si n >0, alors 
l'égalité f (f"-1x) = f (f*-1x) et l’injectivité de f entraînent f"-! (x) — 
= f*-l (x). En réitérant un nombre de fois suffisant la réduction 
de f, nous arriverons à un élément x’ = f"-"-l (x) ayant la pro- 
priété exigée: f (x') = x. EH 


Il est facile de comprendre qu’une application surjective d'un 
ensemble fini dans lui-même est aussi une bijection. 

Quelques mots sur la puissance d’un ensemble. On dit que deux 
ensembles ZX et Ÿ ont même puissance si, et seulement si, il existe 
une application bijective f: X —+ Ÿ. Les ensembles ayant même 
puissance que N (ou Z) sont dits dénombrables. 
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EXERCICES 
1. Soient Q —={+, —, ++, +—, —+#, ——, +++, ...} l'ensemble 
de toutes les suites finies des signes + et — et 1: r — Q une application qui 
à un © = @1@2...@n € Q fait correspondre © = @@1@20 . . . 
. On Q — — si © = + et © = + si ©, — —. Montrer que dans 


{ (©) tout nent de longueur > 4 contient ++ ou ——. 


2. L'application LE N — N, définie par la loi n + n°, admet-elle une 
application inverse à droite? Indiquer deux applications inverses à gauche 


de f. de to 


81 (n)=[V »], partie entière; 
V nr si r est un carré; 
g2 (n)= . 
sinon.) 


3. Soit f: X + Y une application et soient S, T deux sous-ensembles de X. 
Montrer que 


f(SUT)=f(S) UF(T), JS NA T)Ef(S) Nf(T). 


Donner un exemple montrant qu’en général la dernière inclusion ne peut pas 
être remplacée par une égalité. 

. La notation P(S)= {TITE si désigne l’ensemble de toutes les 
parties d’un ensemble S. Si, par exemple, S ={s, 52, . .., S} est un ensemble 
finiàn éléments, P (S) contient un ensemble vide SZ, r ensembles {s}, {Sos + .. 
+. {sn} à un élément, n(n — 1)/2 ensembles {s, s511<i <j< + et 
ainsi de suite jusqu'à T = S. Quelle est la puissance de l'ensemble (S)? 

5. Soit f: X — Y une application et b = f (a) pour un a € X. L’image 
réciproque 


JO) = 7 (G (a) ={zlf() = j (a)} 


est encore appelée parfois fibre sur l'élément b € Im f. Montrer de l'ensemble X 
tout entier est réunion des fibres disjointes (partition de l’ensemble X). Aver- 
tissement:il convient de ne pas associer à la notation f-! es une applica- 


tion réciproque qui peut ne pas exister. 
6. Montrer qu'une puissance cartésienne finie d’un ensemble dénombrable 


est un ensemble dénombrable, 
7. Le symbole S A T désigne la différence symétrique de deux ensembles S 
et T: 


S T 
SAT=(SXKT)U(TNXS). 


47 


Montrer que 
SAT=(SUT)X(S NT). 
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$ 6. Relations d’équivalence. 
Factorisation des applications 


La notion d'équivalence des systèmes d'équations linéaires que 
nous avons introduite au $ 3, incite à la considérer d’une façon 
générale, d'autant plus que nous utilisons les équivalences de divers 
types tant dans les raisonnements logiques que dans la vie courante. 


1. Relations binaires.— Etant donné deux ensembles quel- 
conques X et Ÿ, une partie O & X X Y s'appelle graphe de la rela- 
tion binaire de X vers Ÿ (ou tout simplement relation binaire dans X 
si Ÿ — X). Pour désigner qu'un couple (x, y) appartient à ©, on 
utilise aussi la notation xOy et on dit que x est en relation O avec y. 
Une telle notation est bien commode, car elle permet d'éviter, par 
exemple, une expression encombrante 


(x, y) EO (O0 = <) 


qui se remplace par une inégalité ordinaire x << y. Ici O est une rela- 
tion d’ordre « <<» dans l’ensemble R des nombres réels, qui est 


Fig. 6. 


une relation binaire sur R, formée de tous les points du plan R? qui 
se situent au-dessus de la droite x — y — 0 (voir fig. 6). 

À toute fonction f: X — Y on fait correspondre son graphe, 
c’est-à-dire le sous-ensemble 


D) = {@ y IzEX, y=f(x)}ex x y. 


L'étude, dans R?, des graphes des fonctions R— R est du ressort 
du cours d'analyse mathématique. On comprend que tous les graphes 
O ne sont pas ceux des applications X —+ Y. Une condition néces- 
saire et suffisante en est qu’à tout x € X corresponde exactement un 
seul élément y avec rOy. Au fait, la fonction f se trouve bien définie 
par À, Ÿ et par son graphe T'(f). 


2. Relation d'équivalence. — Une relation binaire — dans X 
est appelée relation d'équivalence si tous les x, 2’, x"€ X vérifient 


48 LA GENESE DE L’ALGÈBRE [CH. 1 


les conditions : 

(i) x — x (réflexivité) ; 

(ii) zx = zx = x (symétrie); 

(iii) x z',z = x'—>x x" (transitivité). 

La notation a + b signifie la négation de la relation d'’équi- 
valence entre les éléments a, b € X. 

Le sous-ensemble 

z={x'EX|z a cx 

de tous les éléments qui sont équivalents à un élément donné x 
s'appelle classe d'équivalence contenant x. 

Puisque x —zx (voir (i))}, on a en effet x Ex. Tout élément 
z' € x s'appelle représentant de la classe x. On a l’assertion suivante: 


L'ensemble des classes d'équivalence par la relation — est une parti- 
tion de l’ensemble X (notée n. (X)) en ce sens que X est réunion des 
sous-ensembles disjoints. 


En effet, puisquez €Ex,onaX — [|] x. La classe x est définie 
xEeEX 
univoquement par l’un quelconque de ses éléments, c’est-à-dire 


x=2" = x = x'. Démontrons l'implication x = z' = x = x’. On 
a:zrz'etz"Erz rs" mr x Ex rex. Mais 
x zx zx zx (voir (ii)), ce qui veut dire que l'inclusion réci- 
proque x zx est aussi vraie. Donc, 2 = x. Réciproquement : 
puisque Et, oOnat =rzxEr xx. 

Si, maintenant, NA r"Æ Get xez'Nz',onaz-zx et 
x = x", d’où, en vertu de la transitivité (iii),onaz' = z'"etz'=x”. 
Cela signifie que les différentes classes sont disjointes. 


Soit II — R? un plan réel rapporté à un système de coordonnées rectangu- 
laires. La relation — dans II, définie par l’appartenance des points P, P'E€TII 


Fig. 7. Fig. 8. 


à une même droite horizontale, est évidemment une relation d'équivalence dont 
les classes sont des droites horizontales (fig. 7). Les hyperboles l', (fig. 8) de la 
forme zy = p > 0 définissent la relation d'équivalence dans le sous-ensemble 
Il, € IT des points P (x, y) de coordonnées x > 0, y > 0. Ces exemples géo- 
métriques permettent d’énoncer l’assertion réciproque suivante. 
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Etant donné une partition quelconque x (X) de l’ensemble X en 
sous-ensembles disjoints C., les parties C, sont des classes d'équivalence 
par une certaine relation d'équivalence —. 


En effet, par hypothèse, tout élément x € X appartient exacte- 
ment à un seul sous-ensemble C,. Posons x — zx’ si, et seulement si, 
x et x’ appartiennent à un seul et même sous-ensemble C,. Il est 
évident que la relation — est réflexive, symétrique et transitive, 
donc — est une relation d'équivalence. Il vient par définition de — 
que xEC,=>x—=ÛC,. Par suite, n(X) = n.(X). E 


3. Factorisation des applications. — Etant donné la correspondan- 
ce biunivoque établie ci-dessus entre les relations d'équivalence et 
les partitions de l’ensemble X, on convient d’appeler ensemble quo- 
tient S par la relation d'équivalence — et de le noter X/— une partition 
correspondant à cette relation d'équivalence. L'application surjective 


pizrp{a)=2 (1) 
s'appelle application canonique de X sur l’ensemble quotient X/—. 


Soient X, YŸ deux ensembles et f: X — Ÿ une application. La 
relation binaire O;: 


xO;x" > f(x) = f(x), Vz, x'EX, 
est manifestement réflexive (f (x) = f (x)), symétrique (f (x') — 
= f(x) = f(x) =f(x)) et transitive (f(x) = f(x) et f(x) = 
= f(x") = f (x) = f (x”)). Aïnsi, O; est une relation d'équivalence 
dans X. Les classes d'équivalence correspondantes x sont des fibres 
(images réciproques) au sens de l'exercice 5 du $ 5. En d’autres 


termes 
= {2 | f(x) = f (x)}. 
L'application f: X —+ Ÿ induit une application f: X 10; — Y dé- 


finie par LU 
ou, ce qui revient au même, 
fp (x) = f (a), (2°) 


où p est une application canonique (1). Puisque zx" f(x)=f (x), 
la relation (2) qui définit f, ne dépend pas du représentant x choisi 


dans la classe x. Dans de tels cas on dit que la définition de f est 
correcte. Le diagramme commutatif 


f 


À Y 


N 4 
74 
4—0877 
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illustre la factorisation (décomposition) 
= f-p (3) 


de l'application f en un produit de la surjection p et de l'injection f. 
L'’injectivité de f découle de ce que 


f (%1) = f (x)  f(u) =f(@) A = 


La bijectivité de f est équivalente à la surjectivité de f. Remarquons 
que si f’ : X/0;—+ Y est une autre application pour laquelle est 


vérifiée la relation (3): f’p — f, alors f’ (x) = f’ (px) = (f'p) x — 
— f(x) — f(x) (voir (2)) implique l'égalité f’ = f. Il en résulte 
l’unicité de l'application f qui rend commutatif le diagramme 
triangulaire indiqué ci-dessus. 


4. Ensembles ordonnés.— Une relation binaire < dans un en- 
semble X est appelée relation d'ordre sur X si elle est réflexive (x x), 
antisymétrique (x < y et y<L x entraînent x —= y) et transitive 
(x L y et y L z entraînent xLz). Pour x < y et x y on écrit 
x y. Au lieu de x < y on utilise aussi la notation y > x. Deux 
éléments x, x’ € X peuvent ne pas être en relation <. Si, pourtant, 
x L x ou x’ Lx pour tout couple d'éléments de X, on dit que X 
est un ensemble totalement ordonné (ou une chaîne). Dans le cas 
contraire, l’ordre sur X est qualifié de partiel. 

L'ensemble X — S(S) des parties d’un ensemble S (voir exercice 
4 du $ 5) muni de la relation d'’inclusion ordinaire R € T entre 
les sous-ensembles, et l’ensemble N des entiers naturels muni de la 
relation d | n (n est divisible par d) sont des ensembles partiellement 
ordonnés. 

Soit À un ensemble partiellement ordonné quelconque et soient 
x et y ses éléments. On dit que y revêt x si x y et il n'existe pas 
de z tel que x 2 << y. Dans le cas où Card À << ©, x y (c'est-à- 
dire x et y sont comparables) si, et seulement si, il existe une suite 
d'éléments x — 23, Zoe, + + -, Tn-1 En —= y dans laquelle x; ,, revêt x;. 
La notion de revêtement est commode pour représenter un ensemble 
fini partiellement ordonné X par un diagramme plan. Les éléments 
de l’ensemble X sont représentés par des points. Si y revêt x, on le 
situe plus haut que x et on joint x à y par un segment de droite. La 
comparabilité de y et de x se représente par une ligne brisée « descen- 
dante » qui joint æ et y, le nombre de telles lignes étant parfois 
supérieur à un. On ne trace aucune ligne si x et y ne sont pas com- 
parables. Deux des trois diagrammes de la fig. 9 représentent un 
« segment » de la suite naturelle N totalement ordonnée et un 
ensemble & ({a, b, c}) avec la relation d’ordre sur &(S) introduite 


plus haut. 
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On appelle le plus grand élément d'un ensemble X partiellement 
ordonné un élément n € X, tel que x < n pour tous les x € X. Un 
élément mE X s'appelle élément maximal si m<xEX implique 
x — m. Le plus grand élément est toujours maximal. La réciproque 
est fausse. Les éléments maximaux peuvent être nombreux, alors que 
le plus grand élément, s’il existe, est unique. Les mêmes remarques 


s'appliquent au plus petit élément et à l'élément minimal. Deux dia- 
grammes de la fig. 9, à gauche, comportent les plus grands et les 
plus petits éléments. Sur le diagramme à droite on voit trois élé- 
ments maximaux, un élément qui est le plus petit et aucun qui soit 
le plus grand. 

Riche de nombreux résultats bien importants, la théorie des 
systèmes algébriques partiellement ordonnés (algèbres de Boole, 
treillis) occupe une place considérable en algèbre. Or, l'étude de ces 
systèmes sortirait nettement du cadre du présent ouvrage. Ce para- 
graphe avait un objectif plus modeste de familiariser le lecteur avec 
une autre relation binaire et de lui donner une idée des diagrammes 
qui permettront par la suite de mieux comprendre la disposition 
relative des sous-groupes dans les groupes ou, par exemple, la dis- 
position des sous-corps dans les corps. 


EXERCICES 


1. Montrer qu'il existe une bijection entre l’ensemble quotient R?/+ 
obtenu à partir de la représentation géométrique de la fig. 7 et toute droite 1 
qui coupe l’axe Oz. 

2. Poser P (x, y) = P (x, y’) pour les points du plan R? si, et seulement 
si, z — xEZety  —yEZ. Démontrer que - est une relation d'équivalence 
et que l’ensemble quotient R?/ = est représenté géométriquement par les points 
sur un tore (voir fig. 10). 

3. Montrer que les ensembles à deux, trois et quatre éléments possèdent 
respectivement 2, 5 et 15 ensembles quotients différents. 

4. Soit — une relation d'équivalence dans un ensemble X et soit f: X —— Y 
une application pour laquelle x = x’ = f (x) = f (x’). Montrer que cette condi- 
tion de compatibilité de f avec — (plus faible que celle examinée au n° 2) permet 


de définir correctement l'application induite f: z=> f(x) de X/— dans Y, qui 
4* 
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D! 


conduit à la factorisation f = f-p, f n'étant plus nécessairement injective. 
Quelle est la condition d'’injectivité de f? 


ÿ 
(@) (41) 


Cf 


Fig. 10. 


(40) 


5. Représenter par des diagrammes les ensembles partiellement ordonnés: 
1) P ({a, b, c, d}); 2) l’ensemble de tous les diviseurs de 24 (les relations 
d'ordre sont définies dans le texte). 


$ 7. Principe d’induction mathématique 
(de récurrence) 


On suppose connu l’ensemble N = {1, 2, 3, ...} de tous les 
nombres naturels (c'est-à-dire des entiers positifs). Or, en réalité ce 
sont les axiomes de Peano (1858-1932) qui ont été placés au point 
de départ de l’étude de N. De ses axiomes (que nous ne reproduisons 
pas) on déduit les propriétés de l’addition, de la multiplication et 
de l’ordre total (voir $ 6, n° 4) des entiers naturels ou plus exacte- 
ment du système N |) {0}. En particulier, on démontre une propo- 
sition intuitivement claire: fout sous-ensemble non vide S & N pos- 
sède un plus petit élément, c’est-à-dire un entier naturel s € S qui 
est inférieur à tous les autres nombres de S. Compte tenu de cette 
assertion, on déduit des axiomes de Peano le principe suivant. 


PRINCIPE DE RÉCURRENCE. — Supposons que nous ayons une proposi- 
tion M (n) relative à tout n EN. Supposons aussi que nous disposions 
d’une règle permettant d'établir la vérité de M (1) pour un l donné, 
à condition que M (k) soit vraie pour tout k << L (on suppose en parti- 
culier que nous pouvons vérifier la vérité de M (1)). Alors, M (n) 
est vraie pour tout n EN. 

Raisonnons par l’absurde: supposons que le sous-ensemble 


S = {s]sEN, M (s) est fausse} CN 


ne soit pas vide. D’après ce qui précède, S aurait un plus petit 
élément s,. Alors, la proposition M (s,) serait fausse et M (s) vraie 
pour tout s 5. Pourtant, cela contredit l’hypothèse de pouvoir 
démontrer la vérité de M (so). 


Il ne s’agit pas ici d'étudier d’une manière détaillée le principe 
d’induction mathématique. Nous nous contenterons d'indiquer que 
ce principe reflète, si l’on peut dire ainsi, l’essentiel de la suite natu- 
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relle, et que la connaissance de celle-ci ne se réduit pas à quelque 
chose notablement plus simple. 

Il importe encore de signaler un point obligatoire que comporte 
la « démonstration par induction complète » ou, comme on le dit 
le plus souvent, la démonstration par récurrence. Il consiste à éta- 
blir la base de récurrence, c'est-à-dire à vérifier que la propriété ou la 
proposition donnée sont vraies pour de petites valeurs de nr. Sans 
une telle vérification on pourrait arriver à des conclusions spécula- 
tives arbitraires du type « tous les étudiants sont de même taille ». 
Le raisonnement qui peut conduire à une telle conclusion est le sui- 
vant: l’ensemble vide des étudiants et l’ensemble à un seul étudiant 
vérifient cette propriété. Avançons l'hypothèse de récurrence que 
tout ensemble de < n étudiants possède cette propriété. Dans l’en- 
semble des n + 1 étudiants, les n premiers et les r derniers étudiants 
sont de même taille par l’hypothèse de récurrence. L’intersection de 
ces ensembles est un sous-ensemble des nr — 1 étudiants toujours 
de même taille. Par conséquent, tous les z + 1 étudiants sont de 
même taille. En réalité, la première proposition à étudier devrait 
se rapporter à un ensemble de deux étudiants quelconques. Or, c’est 
elle qui est ici fausse. Quelle doit donc être la longueur de la base de 
récurrence ? Généralement, on la détermine selon la démonstration. 
Dans notre cas élémentaire, une condition importante est que l’inter- 
section de deux ensemble ne soit pas vide, c’est-à-dire que soit véri- 
fiée l'inégalité n — 1 > 1, d’où n > 2. 

Dans des situations plus complexes et en particulier dans les cas 
où il s’agit de définir ou de construire un être mathématique par 
induction, à l’aide de relations récurrentes (comme nous le ferons au 
chapitre 3 pour les déterminants des matrices), il doit être apporté 
une attention spéciale au choix de la base de récurrence. D'autre 
part, il ne faut pas sacrifier à un autre excès : après s'être assuré de 
la vérité de M (k) pour tous les k appartenant à un segment suffisam- 
ment grand 1 < 4 < L de la suite naturelle, faire une conclusion non 
fondée sur la vérité de M (n) pour tous les n EN (ce serge une induc- 
tion incomplète). 


En voici deux exemples. 

1. P. Fermat supposait que tous les nombres de la forme F, — 227 + 1, 
n = 0, 1, ... (nombres de Fermat) étaient premiers. En effet, les cinq premiers 
nombres de Fermat sont premiers, mais pour F; Euler trouve la décomposition 
F5 = 4 294 967 297 — 641.6 700 417. Les tentatives persévérantes faites en 
vue d’obtenir, à l’aide de calculateurs électroniques les plus modernes, au moins 
un nouveau nombre de Fermat qui soit premier, ne sont pas encore couronnées 
de succès. L’une des dernières « acquisitions » réalisées dans ce domaine est la 
vérification que Fi945 est divisible par 5-21947 E 4, 

2. L'étude, pour n = 1, 2, ..., 40, des nombres de la forme n? — n + 41 
(ce polynôme a été proposé par Euler) peut inciter à penser que ces nombres 
sont premiers pour tout nr (pour les nombres premiers voir $ 8). Pourtant, 41? — 
— 41 + 41 = 412. 

On peut fournir de tels exemples aussi nombreux que l’on voudrait. 
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Parfois, dans les raisonnements par récurrence, l’essentiel est 
de donner une forme adéquate à la proposition à démontrer. Soit 
à calculer la somme 


pm =LP+HÈ+ER+L, . .,+n—1ÿ Lnt,  k—=1, 2,8. 


Le problème devient sensiblement plus facile à résoudre s’il est 
connu que la réponse supposée est contenue dans les expressions: 


UT . p)= n(n+1) AE À 


pa(n)=[ EDF, 


Si p, (n) n’est pas difficile à établir (cela a été fait par Gauss encore 
en jeune âge), la forme de p, (n) et ps (n) n’est pas si triviale, alors 
que la relation 


pi(n) = 


P:(n) + pr(n)=2 [re 


devrait être cherchée suivant un plan bien déterminé. Dans le cas 
considéré, un tel plan peut être indiqué, mais ici il ne s’agit pas de 
cela. Pour justifier toutes les relations indiquées ci-dessus, il faut 
effectuer, par des calculs directs, la récurrence de n à n + 1. Nous 
conseillons au lecteur de le faire à titre d’exercice bien utile. 

A propos, pour cet exercice, on aura besoin d’une formule dite 
formule du binôme : 


(a + b} = a + ({ )at-1 ace (e )an-#0 À, 55 0 (0 


Ici a et b sont des nombres arbitraires, et le coefficient binomial 
(;) du monôme a"*-*b* est de la forme 


( n ) n| n(n—1)... Li un | (2) 


km) — k(k— 1)... 241 
Il est utile de compléter (2) par la convention que OI = 1 et (:) = 0 
pour k 0. Remarquons encore que 


(atr)=(à) 


(la propriété de symétrie des coefficients binomiaux). 

Nous allons démontrer la formule (1), qui est manifestement vraie 
pour n = 1, 2, par récurrence sur n. En la supposant vraie pour tous 
les exposants < », multiplions les deux membres de la relation (1) 
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par a + b. Il vient 
(a+ b)"#1= (a+ 0)" (a + b) — 
=" (a+) +... + (7) a"#b* (a+b) +... +0" (a+ b) = 


= a"tiLatb+,..+ Ce an +2 ApR-1 D at a+ n 
b Lun: k a” #b"#: +... +ab+ pt, 


La réduction des termes semblables montre que le coefficient du 
binôme a"+1-kb} sera 


euro 


—G=t)lin—k+1) IT Thil G—DIn—hl! | n—k+1 Tr 
Re = Cr — (re | ) 
(&—1)1(n—k)! k(n—k+1) kl(n+1—k)! k ]° 
C’est justement le coefficient binomial de la forme (2) à indice supé- 
rieur augmenté d’une unité. Par là même, la validité de la formule (1) 
est démontrée pour tout z € N. Soit 


@+b} =(a+b)(a+b)... (a+ pb); 


si l’on affecte chaque facteur du second membre d’un numéro de 1 à n, 

et qu'on considère ceux des sous-ensembles de numéros 1 < à, < 

Lio Lee. Lir L n, qui correspondent après la multiplication 
n 


au monôme a"-*bÀ, il vient que :) n'est rien d'autre que le nombre de 
toutes les parties de puissance k de l'ensemble à n éléments. Le terme 
un peu démodé — le nombre Ch — s de combinaisons de n élé- 


ments # à k — exprime au fond la même chose. 
En particulier, la puissance de l’ensemble  ({s,, . . ., s,}) (voir 


exercice 4 du $ 95) est égale à Ga) + (°) res Peu) + Me 
Posant dans la formule (1) a — b = 1, on obtient 


2=(6)+(1)+(02)+..+(%)+(0) 
Ainsi, Card & ({s,, 2, . . ., Sn}) — 27. 


Parois, il est très commode de démontrer un théorème ou de construire 
un être mathématique en se basant sur des formes plus complexes de récurrence. 
Considérons à titre d'exemple le principe d’« induction double ». On associe 
à deux entiers naturels quelconques m et n une assertion À (m, n) telle que: 
(i) À (m, 1) et À (1, n) sont vraies pour tous les met n; (ii) si À (x — À, ! 
et À (k, 1 — 1) sont vraies, À (k, L) est aussi vraie (équivalent: (ii)’ si À (k’, l‘) 
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est vraie pour tous les 4° < k, l'< 1, k° +!" <k + 1, alors À (k, L) est aussi 
vraie). Alors, l’assertion À (m, n) est vraie quels que soient les entiers naturels 
m et n. 


$ 8. Arithmétique des nombres entiers 


Ce paragraphe a pour but de décrire succinctement les propriétés 
les plus simples de la divisibilité des nombres entiers auxquelles il 
sera commode par la suite de faire référence à différentes occa- 
sions. Des résultats supplémentaires seront indiqués au chapitre 5, 
où la théorie de la divisibilité sera étendue à des systèmes algébriques 
plus généraux. | 


1. Théorème fondamental de l’arithmétique.— Un entier s s’ap- 
pelle diviseur (ou facteur) d’un nombre entier n si n — st pour un 
certain 4€ Z. À son tour, nr s’appelle multiple de s. La divisibilité 
de n par s se note s | nr, et la négation de cette divisibilité, s À n. 
La divisibilité est une relation transitive dans Z. Sim |net n |m, 
alors n — —-m, et les entiers z, m sont dits associés. Un nombre entier 
p qui n'admet pour diviseur que les nombres +p, +1 (diviseurs 
non propres) s'appelle nombre premier. Comme nombres premiers on 
prend généralement les nombres premiers positifs > 1. 

Le rôle fondamental des nombres premiers est mis en évidence 
par le théorème suivant : 


THÉORÈME FONDAMENTAL DE L’ARITHMÉTIQUE. — l'out nombre en- 
tier positif n =£ 1 peut s’écrire sous la forme d’un produit de nombres 


premiers: n — P1Pa + « . Ps Cette écriture est unique à un ordre des 
facteurs près. 


En groupant ensemble les facteurs premiers identiques et en 
modifiant les désignations, on obtient l'expression de 7 sous la 
forme n = pfi pe ... ph, €, 0,1 < i < k. Pour tout nombre 
rationnel a — nmE€Q, on a une décomposition analogue, mais 
avec des exposants €; tant positifs que négatifs. 

Remarquons que l’ensemble 


P — {2, 8, 5, 7, 11, 13, ...) 


de tous les nombres premiers est infini (théorème d’Euclide). En effet, 
s’il n’existait qu’un ensemble fini de nombres premiers, disons 
Pis Pos + + +, P:, alors, en vertu du théorème fondamental, le nombre 
C = P1Pe « -. pr + 1 serait divisible par au moins un nombre pris 
parmi les p;. Posons, sans restreindre la généralité, c — p,c'. Alors, 
P1 (© — Pa -.. ps) = 1, ce qui est impossible parce que, dans Z, 
les seuls diviseurs de l’unité sont +1. 

La démonstration du théorème fondamental de l’arithmétique sera remise 


au chapitre 5. Il semble à première vue que ce théorème est tellement évident 
qu’il n’exige en général aucune démonstration. Pourtant, bien qu’il s'agisse 
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des propriétés multiplicatives (des propriétés de la divisibilité) des nombres 
entiers, il est impossible de démontrer le théorème fondamental sans utiliser 
à la fois les opérations de multiplication et d’addition dans Z. Pour illustrer 
cette assertion, considérons dans N le sous-ensemble S = {4% + 1 | k = 0, 


4, 2, ...}. Il est stable pour la multiplication : (4k, + 1) (4ko + 1) = 4k3 + 1. 
En raisonnant par récurrence sur n € S on établit sans peine l’existence de la 
décomposition (première partie du théorème fondamental) nr = qy . .. qy, g; étant 
des éléments de S qui ne sont plus factorisables. Nous les appellerons nombres 
quasi premiers. Ecrivons quelques-uns de ces nombres: 5, 9, 13, 17, 21, 49. 
Quant à la deuxième partie du théorème fondamental, elle n’est pas vraie pour 
S, car le nombre 441 € S, par exemple, admet deux décompositions tout à fait 
différentes en un produit de nombres quasi premiers: 


441 = 9.49 — 212. 


2. P.G.C.D. et P.P.C.M. dans Z.— Deux entiers, quels qu'ils 
soient, x et m peuvent s’écrire sous la forme d’un produit de mêmes 
nombres premiers 


n= + piip,? TE pit, m= + phphs . père, 


si l’on convient d'admettre des exposants nuls (en considérant comme 
toujours que p? = 1). Introduisons deux entiers en les définissant 
par les relations 


P.G.C.D.(n, m)=p'ipe...p'e, P.P.C.M.(n, m) = php... por, 
(1) 


où y; — min (œ;, B;), 0; = max (œ;, Bi), à = 1, 2, ..., k. Puis- 
que din = d— +pai ... p%, 0 < a; La:;, les relations (1) en- 
traînent les propositions suivantes: 

(i) P.G.C.D. (n, m) | n, P.G.C.D.(n, m) |m et si d|n, d|m, 
alors d | P.G.C.D.(n, m); 

(ii) r | P.P.C.M.(n, m), m | P.P.C.M.(n, m) et si n|u, ml|u, 
alors P.P.C.M.(n, m) | u. 

Les propriétés (i) et (ii) justifient les dénominations de plus 
grand commun diviseur (P.G.C.D) et de plus petit commun multiple 
(P.P.C.M.) des entiers nr et m. Pour n > 0, m > 0 on a la relation 


P.G.C.D.(n, m)°P.P.C.M.(n, m) = nm. (2) 


On dit que n et m sont des nombres premiers entre eux: si 
P.G.C.D. (n, m) — 1. Dans ce cas, la relation (2) prend la forme 
P.P.C.M. (n, m) = nm. 


3. Algorithme de division dans 7.— Soient donnés a, dEZ., 
avec b>0. Il existe toujours q, r E Z tels que 
a=bg+r, 0<r<b 


(si l’on ne pose que b =£ 0, c’est l'inégalité Or << | b | qui sera véri- 
fiée). 
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En effet, l’ensemble S = {a — bs|s€Z, a — bs > 0} est ma- 
nifestement non vide (par exemple, a — b (—a?) => 0). Il possède 
donc le plus petit élément ; désignons-le par r — a — bq. Par hypo- 
thèse, on ar > 0. En supposant que r > b, nous aurions obtenu un 
élément r—b—=a—b(g+1)EeS plus petit que r. Cette contra- 
diction n’est éliminée que pour r << b. 


Le raisonnement peu compliqué que nous venons de développer 
fournit aussi un procédé (un algorithme) permettant de calculer le 
quotient b et le reste r en un nombre fini de pas. L’algorithme de divi- 
sion dans Z est utilisé pour donner une autre définition du P.G.C.D. 
et donc du P.P.C.M. si l’on tient compte de la relation (2). 

À savoir, posons 


J = {nu + mvl|u, vE TZ}, (3) 


où n et m sont des entiers donnés, simultanément non nuls. 

Choisissons dans J le plus petit élément positif d — nus + mu 
et utilisons l’algorithme de division. Il vient n — dg +r,0< r < 
<< d. Vu le choix de 4, la relation 


r=n—dq=n— (nu) + mo) q = n (1 — u,g) + m(—-v90) ET 


entraîne l'égalité r — 0. Par conséquent, d | nr. En opérant de façon 
identique, on démontre que d | m. Soit maintenant d’ un diviseur 
quelconque des nombres n et m. Alors, 


d'In, d'Im=d'|nu,, d'| mv, = d' | (nus + mvo) = d' | d. 


Ainsi, d possède toutes les propriétés d’un plus grand commun divi- 
seur et donc d = P.G.C.D.(n, m). Nous pouvons ainsi énoncer l’as- 
sertion suivante: 


Le plus grand commun diviseur de deux entiers n, m, simultané- 
ment non nuls, s'écrit toujours sous la forme 


P.G.C.D.(n, m) = nu + mv; u, vez. (4) 


En particulier, les entiers n, m sont premiers entre eux si, et seule- 
ment si, 
nu + mv = 1 (4") 


pour certains u, vE 7. 


On a vérifié que si les nombres n et m sont premiers entre eux, 
on a la relation (4). Réciproquement, si n et m sont tels que la rela- 
tion (4’) est vérifiée, on a 


din, dim—=dl|nu, d|mv=d ]|(nu + mv) = d|1= 4 = +1. 
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La démonstration des relations (4) et (4”) est assez constructive. 
Il convient de prendre un élément positif quelconque de l’ensemble J 
(voir (3)) et de le réduire ensuite, à l’aide de l’algorithme de division, 
jusqu’à ce que l’on obtienne le plus petit élément qui sera justement 
le plus grand commun diviseur. 


EXERCICES 


1. Tout nombre premier est de la forme 4k + 1 ou 4k — 1. En utilisant 
la propriété de l’ensemble S du n° 1 d’être stable pour la multiplication dé- 
montrer que l’ensemble des nombres premiers de la forme 4k — 1 est infini. 
(Indication. Pour tout entier naturel », le nombre 4n! — 4 admet au 
moins un diviseur premier p de la forme 4k — 1, tel que p > n.) 

2. Démontrer qu’il existe infinité de nombres premiers de la forme 4k + 1, 
en S'appuyant sur la proposition non triviale suivante (voir chap. 9, $ 2, n° 1). 
Si n, mEZ, P.G.C.D. (n, m) = 1 et, si p est un nombre premier qui divise 
n+m,onap—4k+1. Ündication. Poser n = 2 et m— pps... 
++ .Pgs OÙ Pys + ++ P$ Sont des nombres premiers distincts de la forme p; = 
= 4k; + 1. Alors, tout diviseur premier p du nombre impair nr? + m° est de la 
forme 4k + À, p n’appartenant pas à l’ensemble {p,4, pe, . .., ps}.) 

3. Si un entier naturel n est divisible exactement par r nombres premiers 
différents Py, + . +» Pr, il existe 


p(r)=n (1——) se (1——) 


nombres inférieurs à n et premiers avec n. La fonction ®: N — N s'appelle 


fonction d'Euler. Vérifier la validité de la formule donnant les valeurs de o (n) 
pour n < 25 et pour nr = p" (voir aussi chap. 9, $ 1, n° 4). 

4. En utilisant la formule binomiale, démontrer par récurrence sur n que, 
si p est un nombre premier, nP — nest divisible par p pour tout n € Z. (I n d i- 
cation. En cas d'échec, lire le $ 4 du chapitre 4, où est donnée une dé- 
monstration s’appuyant sur de « hautes » matières.) 


CHAPITRE 2 


ESPACES VECTORIELS R’7,. MATRICES 


Les matrices rectangulaires que nous avons introduites au cha- 
pitre 1, $ 3, se rencontrent si fréquemment qu'elles ont fait naître 
une branche autonome des mathématiques appelée théorie des matri- 
ces. Cette théorie a été établie vers le milieu du siècle passé, mais 
c’est seulement avec le développement de l'algèbre linéaire qu'elle 
a acquis plus tard sa plénitude et son élégance. Jusqu'à présent, la 
théorie des matrices demeure un outil d'étude très important et 
bien adapté tant aux problèmes pratiques qu'aux constructions 
abstraites des mathématiques modernes. Dans ce qui suit, nous 
n’exposerons que les résultats les plus simples de la théorie des 
matrices. 

Le titre du présent chapitre peut faire naître l'illusion que nous 
allons mettre sur le dos de la géométrie la description des êtres pure- 
ment algébriques. Or, il ne s’agit en réalité que d’uneexpression com- 
mode et économique des propriétés des matrices et des solutions des 
systèmes linéaires en un langage emprunté à la géométrie. Les no- 
tions d'espace, de vecteur, de dépendance linéaire, de rang d’un 
système, etc., qui sont des notions communément adoptées, sont 
développées autant que cela est nécessaire pour nos buts immédiats. 
Quant à l'intuition géométrique, on lui attribue un rôle plus impor- 
tant dans d’autres cours. 

D'ailleurs, nous aurons aussi besoin des espaces vectoriels pour 
pouvoir considérer les applications linéaires dont les matrices sont 
des compagnons naturels. C’est justement la composition des appli- 
cations (voir chap. 1, $ 4, n° 2) qui conduit par la voie la plus 
naturelle à la notion de produit de matrices. 


$ 1. Espaces vectoriels R’ 


1. Motivation.— En étudiant les systèmes d'équations linéaires 
nous avons eu à considérer des suites de longueur 7 dont le sens était 
différent suivant le cas. C’étaient des lignes (a;,, &j», . . ., Gin), 
1<i< m, d'une matrice À = (a;;) à m lignes et n colonnes, et des 
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solutions (x,, æ°,, ..., æh) du système linéaire de matrice A. La 
réduction d’un système ou d’une matrice à la forme quasi triangu- 
laire, que nous avons décrite au chapitre 1, $ 3, comportait, en plus 
de la transformation élémentaire de type (I), encore deux opérations 
importantes: la multiplication de la ligne par un nombre et l’addi- 
tion de deux lignes. On peut effectuer les mêmes opérations sur les 
solutions d’un système linéaire homogène. En effet, si (x, æ&,, ... 
ss Zn) €t (ti, Le, - .., 2h) sont deux solutions du système 


Gil + Gite Fees + dintn = 0, bL—l 2. ; 5m, 

et à, B sont deux nombres réels quelconques, alors 

(ax, + Pr, ar, + Pr,, . .., axa + Pr) 
sera aussi solution du système : 
an (ax, + Pzx;) + 

+ dis (ax, + Pre) +... + Gin (aïn + Ba) = 
= © (anti + Giete + 0e À Gintn) + 
+ PB (ait + Got + ee . + dintn) = 0. 


D'autre part, toute suite de longueur #, quoi qu’elle exprime, 
est un élément d’un ensemble « universel » R”, c’est-à-dire de la 
puissance cartésienne 7-ième de l’ensemble R des nombres réels. 
On a donc intérêt à étudier un être général dont les propriétés puissent 
être étendues aux matrices et aux solutions des systèmes homogènes. 


2. Définitions fondamentales. — Soit 7 un entier naturel fixe 
quelconque. On appelle espace vectoriel R*T de dimension n sur 
R l’ensemble R° (ses éléments sont appelés vecteurs lignes ou tout 
simplement vecteurs) muni des opérations d’addition des vecteurs 
et de multiplication par un scalaire, c’est-à-dire par un nombre réel. 
Les scalaires sont désignés par des lettres minuscules de l'alphabet 
latin ou grec, et les vecteurs par des lettres majuscules de l’alphabet 
latin, de même que les matrices. Au fond, un vecteur X = (x,, x, ... 
++ Zn) peut être considéré comme une matrice de type (1, n). 
Soient Ÿ — (Yy, Yo, + + ., Un) Un autre vecteur et À un scalaire. 
Par définition, on a 


X + Y = (tx + y Ta FT Ygs Tn + Yn)s 
ÀAX = (Ars, Mas o « 7 Mn): 
Le vecteur nul (0, 0, ..., 0) sera désigné dans la suite par 0. On 
convient d'identifier R! à R. 


Les propriétés des opérations sur les nombres réels, connues sûrement du 
lecteur, sont étendues à R?. Leur énumération, bien qu'’ennuyeuse, donne une 
idée exacte de ce qu’on doit entendre par espace vectoriel abstrait qui sera 
étudié plus tard dans le cours d’algèbre linéaire et de géométrie: 
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EVi: X+Y=Y + X pour tous les vecteurs X, Y ER" (commutativité 
de l'addition); 

EV,:(X+Y)+Z=X<+(Y +Z), quels que soient X, Y, ZERAN 
(associativité de l'addition); 
Vas: il existe un vecteur (nul) O tel que l'on ait X + 0 = X pour tout 


EV,: tout X ER" admet un vecteur opposé —X tel que X + (—X) = 0; 

EV5: 1X = X pour tout X ER?T; 

EVa: (af) X = « (BX) quels que soient à, BER, et X ER?; 

EV;: (a+ ff) X = aX + BX (distributivité par rapport à l'addition des 
scalaires) ; 

EVg:a(X+Y)=aX<+aY (distributivité par rapport à l'addition des 
vecteurs). 

Nos admettrons, sans les justifier, l’unicité des vecteurs 0 et —X dont 
il s’agit dans EV, et EV,, ainsi que les autres conséquences simples qui décou- 
lent des propriétés (ou des axiomes, s’il s’agit d’un espace vectoriel quelconque) 
indiquées ci-dessus, parce qu'elles sont suffisamment évidentes. 


Nous avons appelé R” espace de dimension #7, mais la notion 
de dimension, elle, ne prendra un sens déterminé qu’à la fin de ce 
paragraphe après une petite préparation. L'origine du terme « espace 
vectoriel » est expliquée dans le cours de géométrie analytique, 
où l’on établit une correspondance biunivoque entre les points 
(vecteurs) du plan cartésien et leurs coordonnées (x, y). Ce sont juste- 
ment les opérations sur les vecteurs lignes de R? qui correspondent 
à l’addition des vecteurs (règle du parallélogramme) et à leur multi- 
plication par des nombres. 

Outre l’espace vectoriel des vecteurs lignes (x, ze, . .., æ) 
de longueur r, on considère également un espace vectoriel des vecteurs 
colonnes de hauteur n: 


Ti 


To 
= (Ti, Los ..., Tn] 


Ln 


(pour les désignations voir chap. 1, $ 3). On comprend que la diffé- 
rence entre ces deux espaces est purement conventionnelle, mais nous 
verrons bientôt qu'il est utile d’avoir les deux variantes de l’espace 
vectoriel. Le contexte permet généralement de comprendre de quels 
vecteurs, colonnes ou lignes il s’agit, de sorte qu'on n'’introduit pas 
de symboles spéciaux pour leur désignation. 

Soit V un sous-ensemble non vide de R?. On appelle V sous- 
espace vectoriel *) de R”, si 


X,YEV— ax +BYEV (1) 


*) Pour l'instant cette définition ne paraît pas assez satisfaisante, mais 
à la fin du paragraphe nous dirons quelques mots pour la justifier. 
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pour tous les &«, ER. En particulier, le vecteur nul est toujours 
contenu dans V. L'ensemble de tous les vecteurs lignes (x,, . .., æh_4, 
0) de composante x, — 0 est un sous-espace; on convient de l’iden- 
tifier à R°-1 Ainsi, nous avons une suite d’inclusions dites cano- 
niques 

DERSRE:s CNRC RT 


Les solutions de l’équation homogène x, + x, + ... + x, = 0 for- 
ment un sous-espace de R”, n > 1, qui diffère de l’espace nul et 
de l’espace R”? tout entier. Nous indiquerons plus loin d’autres 
exemples. 


3. Combinaisons linéaires. Enveloppe linéaire.— Etant donné 
X, Xo, -.., X, des vecteurs de l’espace vectoriel R? et &;, &», . . . 
.. @r des scalaires, le vecteur À = a X, + ax +... + arXr 
s'appelle combinaison linéaire des vecteurs X; à coefficients «@;. 
Par exemple, on a (2, 3, 5, 5) — 3 (1, 1, 1, 1) + 2 (1, O0, —1, 
—1) = (1, 0, 0, 0). Soit Ÿ — pe + B,X, Murs + BeXr une 
autre combinaison linéaire des mêmes vecteurs X; à coefficients 
B;, et a, BER. Alors 


ax + BY — © (a ZX; + AoX 9 +... + AxX p) —+ 
+$ (B1X1 + Palo too e + PraÂx) = 
= (aus + Ph1) Xi + (aus + PB) Xe +... + (aux + PPx) À 


représente de nouveau une combinaison linéaire des vecteurs X; 
à coefficients aa; + BB;. On voit que l’ensemble de toutes les combi- 
naisons linéaires d'un système de vecteurs donnés X,, X,, ..., X} 
est un sous-espace vectoriel de R'. On le désigne généralement par 


le symbole (X,, X,, ..., X,) et on l'appelle enveloppe linéaire 
du système de vecteurs X,, X,, ..., À. On dit encore que le 
sous-espace (X,, X,, ..., À) est engendré par les vecteurs X,, 
À; 


js is k° 

Il est possible de définir l'enveloppe linéaire de tout sous- 
ensemble SR” en entendant par (S) l’ensemble de toutes les 
combinaisons linéaires d’un système fini de vecteurs de S. Il est 
clair que si V est un sous-espace de R?, alors (VW) — V, à savoir: 
toute combinaison linéaire des vecteurs de V appartient à V. En 
particulier, SE V = {(S)€ V, c’est-à-dire l'enveloppe linéaire 
{S) peut être définie comme intersection de tous les sous-espaces 
contenant l’ensemble donné $S des vecteurs de R’: 


{S)= N V. (2) 
SCV 
À première vue, il n’est pas immédiat que le second membre de 


l'égalité (2), représentant l'intersection NV d’une famille quelcon- 
que de sous-espaces, sera un sous-espace. Soient X, Ÿ €f\ V, on a alors 
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X, Y € V, quel que soit le sous-espace V de la famille. Par consé- 
quent, a X + 6Y € V pour tous les &, B ER, ce qui donne aX + 
+pY en F. 

Au contraire, la réunion U |] V des sous-espaces U et V n’est 
pas en général un sous-espace, comme le montre l’exemple des sous- 
espaces U = {(4, O) [A ER} et V = {(0, A |A ER} de R?. 

L'enveloppe linéaire {U |J V) s'appelle somme des sous-espaces 
U et V: 


U+V=(UUV)={u+vuluEeuU,vEe vi}. 


Si UN V = 0, on dit que la somme ÙU + V est directe et on la 
note U@ Y. Soient V = V, @ V, et X=X, +X,=X; + X, 
deux expressions du vecteur X € V sous forme de combinaisons liné- 
aires des vecteurs X,, X; € Viet X,, X, € V:. On a alors À, — X, — 
=À, — X,E V,f Ve. Puisque V,N V, = 0, il vient X, = X:, X, = 
. Réciproquement, si l'écriture = X1 + Lo À; € V;, 1e 
= a 2. est unique pour tout vecteur X € V, la somme ve V, + 
+ V, est directe (le lecteur pourra le vérifier à titre d'exercice). En 
général. la somme Ÿ des sous-espaces V,, ..., V, GR? est dite 
directe, V = V,® ...@V;,, si tout vecteur X € V s'écrit de 
manière unique sous la forme X = X, +...+ X,, avec X; € V:. 


EXEMPLE 1. — Considérons dans R? deux ensembles 
Un = {(A, e. + 9 0, . « +, 0) | À; € R} 
m = {(0,  … 0, hm+1  … À,) | À; € R}, 


0 << m < n. Il est ue de MR que Ur Vm Sont des sous-espaces de 
RT et que Un + Vn = R'T et Um N Vm = 0. Par suite, RT=U, ® VV: 


EXEMPLE 2. — Considérons dans R® des vecteurs dits vecteurs lignes 
unitaires 


E, = (1, (1 RE 0), E3 = (0, 1, 1 0), «4 E n = (0, 0, » 1). (3) 


Tout vecteur X = (x, ze, . . Fn) s'écrit d’une manière et d’une seule sous 
la forme X = mE£E1 + 2£0 +...+71,E,. Par suite, 


RAn — (E1) @ (E2) & +. (ee) (Eh). 


Les vecteurs colonnes unitaires seront désignés par les symboles 
E® — [1, 0, . . e, 0], E® = [O, 1, ee +1 0], . » .) EC nu [O, 0, ee. «+? 11. (3°) 


et 


4. Dépendance linéaire. — Les vecteurs X,, ..., X, de l’espace 
R’ s’appellent linéairement dépendants s'il existe k nombres «;, &, ... 
..., @ simultanément non nuls tels que 


LiX y + Aloe +e.. + anXr = 0 (4) 


(le second membre exprime le vecteur nul). Nous dirons aussi que 
la dépendance linéaire (4) est non triviale. Si & À, + &aX, +. 
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+ ap = 0 a = G =... — ay = 0, on dira que les vec- 
teurs X,, X,, ..., À, sont linéairement indépendants (ou forment 
un système libre). | 

L'exemple 2 du n° 3 montre que les vecteurs unitaires Æ,, E», . .. 
..., E, sont linéairement indépendants. Il est évident qu’un vecteur 
X = Dest toujours linéairement indépendant, car AX — 0, X Æ 0 = 
= À — 0. La propriété du système X,, ..., X, d'être libre n’est 
aucunement liée à l’ordre des vecteurs, car les termes a;X;, de l’éga- 
lité (4) peuvent être permutés de façon arbitraire. 


TH£orèME 1. — Les assertions suivantes sont vraies: 

(i) un système de vecteurs {X,, . .., X,}, contenant un sous-système 
linéairement dépendant, est lui-même linéairement dépendant ; 

(ii) toute partie d'un système de vecteurs linéairement indépen- 
dants {X1, ..., X,} est linéairement indépendante; 

(iii) parmi les vecteurs linéairement dépendants X,, ..., X, l’un 
au moins est une combinaison linéaire des autres; 

(iv) si l’un des vecteurs X,, ..., X, s'exprime linéairement en 
fonction des autres, les vecteurs X,, . .., X, sont linéairement dépen- 
dans ; 

(v) si les vecteurs X,, ..., X, forment un système libre et les 
vecteurs X1, ..., À}, À sont linéairement dépendants, alors X est 
une combinaison linéaire des vecteurs X,, ..., X»; 

(vi) si les vecteurs X,, ..., X}, sont linéairement indépendants 
et le vecteur X,+, ne peut pas être exprimé en fonction de ces vecteurs, 
le système X:, ..., Xp, Xp41 est linéairement indépendant. 


DÉMONSTRATION. — (i). Supposons par exemple que les s premiers 
vecteurs X,,..., X,, S <k, soient linéairement dépendants, c’est-à- 
dire 

MX Se EX s = 0; 
où les &; ne sont pas tous nuls. Alors, en posant as, — ... = Gp = 
— 0, on obtient une dépendance linéaire non triviale 


As + eee + As + Gstik sys +. .. + aXÂg = 0. 

L'assertion (ii) résulte immédiatement de (i) (raisonnement par 
l'absurde). 

(iii). Soit par exemple a; =£ O0 dans la relation (4). Alors 


œ Œh -3 
X, — + X,—...— : 1 DCR 
ar ar 


(iv). Soit par exemple Xy = B,X, +...+$;,X,_1. En po- 
sant &y = y, . . ., A1 = Br-19 @x — —1, on obtient la relation (4) 
avec le coefficient ax = 0. 

(v) La relation non triviale 


BE. PIX dpw0 


5—0877 
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avec B =£ 0 donne, par suite de (iii), le résultat voulu. Si pourtant 
= 0,onaf, =... — y —=0, car, par hypothèse, X,, ..., Xz 
sont linéairement indépendants. 
L'’assertion (vi) résulte immédiatement de (+v). 


5. Base. Dimension.— Donnons maintenant une définition im- 
portante. 


DÉFINITION. — Soit V un sous-espace de R". Un système de vecteurs 
X,, ..., X, € V est appelé base de V s’il est linéairement indépendant 
et son enveloppe linéaire coïncide avec V: 


(X:, . + X,) — y. 


Il résulte de la définition d’une base et de l’enveloppe linéaire 
d’un système de vecteurs que tout vecteur X € V s'écrit d’une manière 
unique sous la forme X = a X, +...+a,X, Les coefficients 
ir + : + Gr € R s'appellent coordonnées du vecteur X par rapport 
à la base X,, ..., X,. 

Comme nous l'avons déjà vu, les vecteurs unitaires (3) linéaire- 
ment Ra engendrent R?. Par conséquent, {Æ,, E,, . .. 

E,} est une base de l’espace R?. Cette base dite canonique 
est loin d’être unique dans R?. Par exemple, les vecteurs 


E, = E,, EE, = ES+E,, EE, = EEE, + Es, «+. 
LEE be ee DE 


forment, eux aussi, une base de l’espace R” (vérifiez-le de façon 
correcte). D'autre part, il n’est pas encore clair si tout sous-espace 
vectoriel de R? admet une base et, dans l’affirmative, si le nombre 
de vecteurs de base est constant. Il s'avère que la réponse à ces deux 
questions est positive. Nos raisonnements seront fondés sur le lem- 
me suivant : 


2 


LEMME. — Soit V un sous-espace de R" ayant pour base X,, ... 
… À, et Soit Vy, Yo, . . ., Y, un système de vecteurs de V linéaire- 
ment indépendants. Alors, sr. 


DÉMONSTRÀTION.. — De même que tous les vecteurs de V, les 
vecteurs Ÿ,, ..., Y, sont des combinaisons linéaires des vecteurs 
de base. Soient 


Y; — Au À; + Go À 9 + CE + Ar À 7 
ea —— io À: —+ Zoo À 9 + …. a ou AroX y 
Ve = GsXy + dosXo Fe... + dsX 


où a;; sont des scalaires quelconques (ce sont les coordonnées des 
vecteurs Ÿ ;, définies de façon unique, mais pour l'instant, cela nous 
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importe peu). Raïisonnons par l'absurde. Supposons que s > r. 
Formons une combinaison linéaire des vecteurs Y ; à coefficientsx;: 


Yu Hose HAŸYs = (Gyata + Gyolo + oo 4 + Gus) À +... 
se. + (anti + Greto + + + + + Arts) Àr 


et considérons un système de r équations linéaires à s inconnues: 


Ari] + Aro o + . + + ArsTs — 0. 


Puisque, par hypothèse, on a s >> r, nous pouvons appliquer Île 
corollaire 2 du chapitre 1, $ 3, d’après lequel notre système admet 
une solution non nulle (x,, æ,, . .., x). Nous obtenons une dépen- 
dance linéaire non triviale 


TV ta ot... +aYs = 0, 


qui est en contradiction avec l'hypothèse du lemme. Par conséquent 
Sr. 


THÉORÈME 2. — Tout sous-espace non nul VE R? admet une base 
finie. Toutes les bases de l’espace V sont formées d’un même nombre 
r L n de vecteurs (ce nombre s'appelle dimension de l'espace V et se 
note dim RV ou tout simplement dim V). 


DEMONSTRATION. — Soit V =£ O0. Supposons qu'on ait trouvé 
dans V un systèmé de vecteurs linéairement indépendants X,,... 
..., À, dont X, est un vecteur non nul arbitraire de V. Si l’envelog- 
pe linéaire (X,, ..., X,) ne coïncide pas avec V, on choisit dans V 
un vecteur X,:,, tel que Xy41 6 (X,, ..., Xx). En d’autres ter- 
mes, X,+, n'est pas ure combinaison linéaire des vecteurs X,, ... 
..., À. D'après le théorème 1 (vi), les vecteurs X,, ..., Xx, X4s 
sont linéairement indépendants. On pourrait continuer indéfini- 
ment ce processus d'extension du système de vecteurs linéairement 
indépendants, mais, tous ses vecteurs X; étant dans MR? — 
= (E,, E,, ..., Eh), le système contient au plus n vecteurs vu 
le lemme que nous venons de démontrer. Cela veut dire que, pour un 
certain entier naturel r < n, le système des vecteurs linéairement 
indépendants X,, ..., Xx, ..., X,.EV devient maximal, c’est-à- 
dire que l’on obtient un système linéairement dépendant X,, ... 
... À, X, quel que soit le vecteur X = 0 de V. Suivant le théorè- 
me À (v) nous aurons X € ({X,, ..., X,). Par conséquent, V — 
— (X,,..., X,)et les vecteurs X,, . .., X, forment une base de Y. 

Supposons maintenant que Ÿ,, ..., Ÿ, forment une autre base 
de V. D'après le lemme, on a s < r. En permutant les systèmes 
X,,..., XretY,, ..., Ÿ.,il vient, en vertu du même lemme, l’iné- 


5 * 
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galité r < s. Par conséquent, s — r, el le théorème se trouve donc 
démontré. 


Remarquons, bien que cela ne soit pas si nécessaire, que tous nos 
raisonnements s'appliquent dans la même mesure aussi bien à l’es- 
pace des vecteurs lignes qu'à celui des vecteurs colonnes. 

Ainsi, à Chaque sous-espace vectoriel V de R" est associé un 
entier positif r < n que nous avons appelé dimension de V : r — 
= dim V. En particulier, dimR"® = n. Ce paramètre numérique 
bien important de l’espace peut se caractériser par divers autres 
procédés (voir exercices). L'une des variantes de définition de la 
dimension est basée sur la notion de rang d’un système de vecteurs. 
À savoir, si {X,, X,, . ..} est un système quelconque, peut-être in- 
fini, de vecteurs de l’espace vectoriel R", la dimension de l’envelop- 
pe linéaire (X,, À,, . . .), comme nous le savons, est au plus égale 
à n. Elle s'appelle rang du système {X,, X,, . . .}: 


rang (XX, «= di Us, À, 45), 


Disons quelques mots pour justifier le terme « espace vectoriel ». 
Choisissons une base quelconque X,, ..., À, du sous-espace vecto- 
riel VE R*. On a alors À = a, X, +...+a,.X, pour tout X € V, 
et l’ensemble V se trouve donc en bijection avec l’ensemble de toutes 
les suites de coordonnées (œ,, . .., «&.) de longueur r (ou [,, ... 
..., &] de hauteur r). En outre, cette correspondance transforme 
la combinaison linéaire des vecteurs en une combinaison linéaire 
des suites. On voit donc que le choix d’une base quelconque dans V 
nous permet d'interpréter VŸ comme espace vectoriel R’ de coordon- 
nées inclus d’une certaine façon dans R°, nr > r. 


EXERCICES 


1. Soient V, V. et V, trois sous-espaces de R? tels que V € V, + V.. 
Est-il toujours vrai que VŸ = V A V, + V NV,? Que peut-on dire de cette 
relation dans le cas particulier où V, = V? 

2. Soit V un sous-espace de R?. Si V = U & W se décompose en somme 
directe, le sous-espace W s'appelle supplémentaire de U, et U supplémentaire 
de W dans V. Le supplémentaire de U dans V est-il défini de façon unique? 
Comparer avec la notion de complémentaire V X U adoptée en théorie des 
ensembles (voir chapitre 1, $ 4). 

3. Montrer que les vecteurs X, = (1, 2, 3), X, — (3, 2, 1) sont linéaire- 
ment indépendants; considérer l’enveloppe linéaire V — {X,, X,); montrer que 
le vecteur X — (—5, 2, 9) est contenu dans V et déterminer ses coordonnées 
par rapport à la base X,, X,; trouver dans R$ au moins un supplémentaire de V. 


4, Montrer qu'un système de vecteurs X,, ..., X, de R" engendre R? si, 
et seulement si, ces vecteurs sont linéairement indépendants. 
5, Montrer que tout système de vecteurs linéairement indépendants X;,, ... 


..., Xp du sous-espace V & R' peut être inclus dans un certain système de 
base de V. 

6. Soient U et V deux sous-espaces de R?. Démontrer que dim (U + V) — 
= dmU<+dmV sai UNV—=t0t. 

7. Déterminer le rang du système de vecteurs (0, 1, 1), (4, 0, 1), (1, 1, O). 
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$ 2. Rang d’une matrice 


1. Retour aux équations.— Etant donné un espace vectoriel 
R? des vecteurs colonnes de hauteur m, considérons n vecteurs 


AU a dis ob Jet 2 ren 


et leur enveloppe linéaire V — (4%, 4®, ..., A®%), Soit donné 
encore un vecteur B = [b,, b,, ..., bn]. On demande si B appar- 
tient au sous-espace VER” et, dans l’affirmative, comment ses 
coordonnées b,, ..., bm (par rapport à la base canonique (3°), 
$ 1) sont exprimées en fonction des coordonnées des vecteurs A0). 
Dans le cas où dim V — n, la deuxième partie de la question se 
rapporte aux coordonnées du vecteur B par rapport à la base A“, ... 
..., A, Prenons une combinaison linéaire des vecteurs A0) à coef- 
ficients arbitraires x; et établissons l'équation 2,4% +... + 
+ x, A = B. La présentation de cette équation sous la forme 


ii UE) din b, 
oi oo lon De (4) 
Ami m2 mn bn 


n’est qu’une autre écriture du système de m équations linéaires à # 
inconnues 
Goily + Ao2le + ++ + Gonn © Da, 


(2} 


AmiTi ŸT Amalo + + ++ + Amnln = Dm 
C’est justement un tel système que nous avons rencontré pour la 
première fois au chapitre 1, $ 3. Nous y avons introduit également 
une matrice simple et une matrice complète 


di yo ... din di; dy9 +... Ain b, 
os € et Ass € re b 

À = 21 22 2n à (A | B) —_ 21 22 on 2 (3) 
Ami m2 .. mn Amn1 m2 .. mn Dm 


du système linéaire (2). Une première impression est telle que nous 
sommes revenus au point de départ et que nous avons perdu notre 
temps sans avoir rien gagné. Or, en réalité, nous avons maintenant 
à notre disposition toute une série de notions importantes. Il ne 
reste qu'à apprendre à les bien manier. 

Maintenant, il est commode de nous entendre sur les désigna- 
tions. Dans ce qui suit, nous désignerons souvent la somme 5, + 
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n 
+ ss +...+s, par sr: Ici s,, ..., s, sont des grandeurs de 


1= 
nature quelconque (nombres, vecteurs, etc.) qui satisfont à toutes 
ies lois d’addition des nombres ou des vecteurs. Les règles 


n n 


n n n 
Dis;s=t > 5, DS '(s+t)= D s+ De, 
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 
sont suffisamment claires pour qu'il soit nécessaire de les expliquer. 
Nous allons également considérer des sommes doubles: 


n m n m m n 

à > dij <> (> ai;) = 2 (> di) = Dai; 
j=1 i=1 j=i i=1 i=1 j=i i,J 
dans lesquelles l’ordre de sommation (suivant le premier ou le deu- 
xième indice) peut être choisi à notre volonté. Cela se conçoit sans 
peine si l’on dispose les a;; sous la forme d'une matrice rectangulaire 
de dimensions m et n: la sommation des éléments de cette matrice 
peut être commencée aussi bien par les lignes que par les colonnes. 
. D'autres types possibles de sommation seront expliqués à mesure 
qu'ils se rencontreront. 


2. Rang d’une matrice. — On appelle espace des vecteurs colon- 
nes de la matrice À à m lignes et n colonnes (voir (3)) l’espace V — 
= (4%, 4%, ,.., A®) que nous avons introduit plus haut et 
que nous désignerons maintenant par le symbole V, (4) ou tout 
simplement par V, (v— vertical). Sa dimension r, (À) = dim V, sera 
appelée rang de la matrice À par rapport aux colonnes. De façon 
analogue, on introduit le rang de la matrice À par rapport aux lignes: 
Tn (4) = dim V},, où V}, = (4,, À,, ..., An) est un sous-espace 
de R”° engendré par les vecteurs lignes À; = (a;;, &;is, + . ., Gin), 
i — 1, 2, ..., m (h — horizontal). Autrement dit 


To (À) = rang {A®, 4®, ..., A}, 
Th (A) — lang {A:, À, se 5 À m} 


sont les rangs des systèmes de vecteurs colonnes et de vecteurs lignes 
respectivement. En vertu du théorème 2 du $ 1, r, (A) et r} (4) 
sont définis correctement. 

Conformément à la définition donnée au chapitre 1, $ 3, on dit 
que la matrice A’ est obtenue à partir de À à l’aide d’une {ransforma- 
tion élémentaire de type (1) si A: — ÀA;, A; — À, pour un couple quel- 
conque d'indices s Æ tet À; = À; pouri Æs,t.5i4; = À; pour tous 
les is et À: — À, + ÀAA;,;, st, À ER, on dit qu'on a appli- 
qué à À une transformation élémentaire de type (11). 

Remarquons que les transformations élémentaires de deux types 
sont inversibles, c’est-à-dire que la matrice 4”, obtenue à partir 
de À par une transformation élémentaire, se transforme de nouveau 
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en matrice À, si on lui applique une seule transformation élémen- 
taire du même type. 


% 


LEMME. — Si la matrice À’ est obtenue à partir de la matrice 
rectangulaire À par emploi d'une suite finie de transformations élé- 
mentaires, on a les égalités 

(i) rx (4!) = ra (4): 

(ii) Ty (4') = lo (4). 

DÉMONSTRATION. — Il suffit de considérer le cas où la matrice 
A' est obtenue en appliquant à À une seule transformation élémen- 
taire (en abrégé t.é). 

(i) Il est évident que (€4,, ..., As, . .., At, .. ., Am) = 
— (4,,..., A, ..., As, . .., Am), donc la t.é. de type (I) 
ne modifie pas r} Se À; = À, + Ad; = À, = À; — ÀA;, par 
conséquent, (4,, ..., +- AA :, sn Lo Ar} (Ass 

A; Aer ons bien que r (4) ne Change pas non 
plus Lors de la t.é. de type (II). 

(ii) Soient A’, j = 1, ..., n, les vecteurs colonnes de la 

matrice À’. Si l’on démontre que 


n n 

D A40=0<> YA,492=0, 

J=1 j=1 
alors, à tout système libre de vecteurs colonnes d’une matrice, 
y compris au système maximal, il correspond un système de vecteurs 
colonnes linéairement indépendants, de mêmes indices, de l’autre 
matrice, et l'égalité r, (4’) = r, (A) se trouve vérifiée. Signalons 
encore que, les transformations élémentaires étant inversibles, il 


suffit de démontrer l'implication dans un seul sens. Soit, par exem- 
n 


ple, 23h A = 0. Alors, en remplaçant dans (1) x; par À, et tous 


les Da 0, nous voyons que (A4, À, . .., À) est solution du systè- 
me homogène (en abrégé SH) associé au système linéaire (2). En 
vertu du théorème 1 du chapitre 1, cette solution sera aussi solution 
de SH” obtenu à partir de SH à l’aide de t.é. de type (I) ou (II) et 
ayant pour matrice justement la matrice 4’. Puisque le système 


n 
SH’ s'écrit en abrégé sous forme de > x;A'® — 0, nous obtenons 
j=1 


la relation À a 54'"O = 0. 


Le élire principal du présent paragraphe est énoncé dans le 
théorème suivant : 


THÉORÈME 1. — Pour toute matrice rectangulaire À à m lignes 
et n colonnes, on a la relation r, (A) = rx (A) (ce nombre s'appelle 
simplement rang de la matrice À et se note rang À). 


72 ESPACES VECTORIELSRAN. MATRICES [CH. 2 


DÉMONSTRATION. — Appliquant aux lignes À; un nombre fini de 
transiormations élémentaires, on peut réduire la matrice À à une 
forme quasi triangulaire (théorème 2 du chap. 1, $ 3) 


d11 . Œik .. di CRC dis ... uin 


0 do Œol os lon 
0 0 as 4 An 
A — + + + . “er à h (4) 
0 0 . 0 Ars Trn 
(0) (0) . 0 0 0 
0 0 0 0 0 


AVEC Ayidons1 + + + Ars = O0. D'après le lemme on a 
lo (4) = ty (4), r (4) = tr} (4), 


si bien qu'il suffit de démontrer seulement l'égalité r, (4) = ry (4). 
Les vecteurs colonnes des matrices 4 et À d’indices 1, k, L, ... 
.…, $, associés aux inconnues principales æ, Zn, Zy, ..., Ze AU SYS- 
tème linéaire (2), sont appelés vecteurs colonnes de base. Cette termino- 
logie est parfaitement justifiée. En supposant qu'il existe une relation 


LA + AA AA +... + AA = 0 


entre les vecteurs colonnes A — lan, 0, -.., 01, AM = 
[Gin dons 0, ..., 01, AD = [ain Gen dan 0, ..., 01, ... 
ses AO = [ds Goes + + +» Grss 0, + . ., 0] de la matrice (4), nous 
obtenons successivement À.G,, = 0, ..., ArGay = 0, ArGor = 0, 
Mün = 0. Puisque GiGor . . . 4 Æ 0, on ali = = À; =. 

. = À$ = 0. Cela signifie que rang {A®, A, Ad, ... 
..., A%}=retr, (À) > r. Or, l’espace V,, engendré par les 
vecteurs colonnes de la matrice À, s’identifie à l’espace des vecteurs 
colonnes de la matrice obtenue à partir de À en supprimant les 
m — r dernières lignes nulles. C’est pourquoi r, (4) = dim V, 
< dimR7 —=r. La comparaison de deux inégalités montre que 
r, (4) = r (l'inégalité r, (4) < r découle aussi du fait évident que 
tous les vecteurs colonnes de la matrice À sont des combinaisons 
linéaires des vecteurs colonnes de base ; nous laissons au lecteur le 
soin de le vérifier à titre d'exercice). 

D'autre part, tous les vecteurs lignes non nuls de la matrice À 
sont linéairement indépendants ; toute relation hypothétique 


Mdithdot... +hAr =0, À ER, 
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donne successivement, de même que dans le cas des vecteurs colon- 
nes, MG — 0, Rholoh — 0, . . …, Àürs == 0, d’où À — À — . ee 
...— y = 0. Par conséquent, r} (4) = r — r, (À). 


3. Critère de compatibilité. — La forme quasi triangulaire de 
la matrice À, qui permet de répondre à certaines questions relatives 
aux systèmes linéaires (voir chap. 1, $ 3), contient des éléments de 
l'arbitraire, dus par exemple au choix des colonnes de base ou, ce 
qui revient au même, au choix des inconnues principales du systè- 
me (2). En même temps, le théorème 1 et sa démonstration entrai- 
nent l’assertion suivante: 


COROLLAIRE. — Le nombre d’inconnues principales du système 
linéaire (2) ne dépend pas du procédé utilisé pour le réduire à la forme 
quasi triangulaire et est égal au rang À, où À est la matrice du système. 


En effet, nous avons vu que le nombre d’inconnues principales 


est égal à celui de lignes non nulles de la matrice À (voir (4)) et 
coïncide avec le rang de la matrice À. Quant au rang, nous l’avons 
défini d’une façon parfaitement invariante. Cela veut dire que le 
rang d’une matrice représente sa caractéristique interne qui ne 
dépend pas des circonstances accessoires. 


Au chapitre 3 nous obtiendrons un moyen efficace permettant 
de calculer le rang d’une matrice À sans qu’il soit nécessaire de la 
réduire à la forme quasi triangulaire. Cela va conférer évidemment 
plus d’importance aux assertions fondées sur la notion de rang. 
Enonçons, à titre d’un exemple bien simple mais utile, le critère 
de compatibilité d’un système linéaire dont il s'agissait encore au 
chapitre 1. 


THÉORÈME 2 (de Kronecker-Capelli). — Un système d'équations 
linéaires (2) est compatible si, et seulement si, le rang de sa matrice 
coïncide avec le rang de la matrice complète (voir (4)). 


DÉMONSTRATION. — La compatibilité du système linéaire (2), 
écrit sous la forme (1), peut être interprétée (on a commencé par là 
le présent paragraphe) comme une question relative à la représenta- 
tion du vecteur colonne B des termes constants sous la forme d'une 
combinaison linéaire des vecteurs colonnes 4% de la matrice À. 
Si une telle représentation est possible (c’est-à-dire, si le système (2} 
est compatible), on a B € (4%, ..., A®) et rang {4%, ... 
.., A} = rang {AM, ..., A, B}, d’où rang À = r, (4) — 
= Tr, ((4 | B)) — rang (4 | B) (voir l’énoncé du théorème 1). 

Réciproquement, si les rangs des matrices À et (4 | B) coïncident 
et {40, ,.., An} est un système libre maximal quelconque 
que forment les vecteurs colonnes de la matrice À, le système com- 
plet {4%, ..., AUn, B} sera linéairement dépendant, ce qui 
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signilie, en vertu du théorème 1 (v) du $ 1, que B est une combinai- 
son linéaire des vecteurs colonnes de base, et à plus forte raison, de 
tous les vecteurs colonnes A%. Par conséquent, le système (2) est 


<ompatible. 
EXERCICES 


1. Démontrer le théorème 1 sans réduire la matrice À — (a;;) de type 
(m, n) à la forme quasi triangulaire. (Indication. Soient dim V} (4) — 
= r, dim V,(A) = s. Choisir r vecteurs lignes de base; sans restreindre la 
généralité, on peut considérer les r premiers vecteurs lignes A1, 42, ..., À,. 
‘Considérer la matrice À = [A;, 4°, ..., A,] de type (r, n) formée de r pre- 
mières lignes de la matrice A. Choisir dans À t vecteurs colonnes de base, + — 
= dim V, (4); soit AM, ..., A@), Puisque V, (4) SC R",onat<r. Trouver 
pour chaque vecteur colonne A), k © 1, des scalaires À, ..., À ER, tels 

t 


que AD = AD + ,..+2A,A4%, c'est-à-dire a; = > hpdips 1<i<m. 
p=i 
Pour i <r, il en sera sûrement ainsi, car les vecteurs colonnes raccourcis véri- 
fient la relation A) — 1,40 + ,,.+2,4@. Pour à > r, utiliser l’expres- 
Sion 4; = ly41 +...—+u,.4, du vecteur ligne d'indice à en 1nCHOR des r 
T T 


premiers vecteurs lignes. On en tire a; — à ELITE = à pr 2 Apërp = 


t T t 


ST »  — 
E — hp 2 Uidip = 2 pa La dépendance linéaire des vecteurs colon- 
nes ainsi établie montre que s < t. Puisque t < r, on a s < r. Considérer ensuite 
ane matrice dite fransposée 


dj1 oi ++ Ami 


Gin on +. Amn 


ayant n lignes et m colonnes. On a les égalités rn (A) = ro(A), ro (A) =rp (4). 
Par suite de ce qui a été démontré, r <5s. Donc, r = s.) 

2. De même que dans le cas des lignes, la permutation des colonnes de 
numéros s et £ d’une matrice À est appelée transformation élémentaire (t.é.) 
de type (I), alors que l’addition à la s-ième colonne de la t-ième colonne multi- 
pliée par un scalaire À, est appelée transformation élémentaire de type (II). 
Indiquer la forme quasi triangulaire de la matrice À suivant les colonnes. En 


appliquant des transformations élémentaires à ses colonnes, réduire la matrice À 
{voir (4)) à la forme 
d11 (Q) 


>) 
Il 
: 
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—_ Pt 3 Pan. cd 


Tr 
OÙ Gy1 — dis A2 — Aghs gg — Ag ce +9 Qrr — rss [I aii & 0. 


3. Montrer que pour a, 0 la matrice ere 
00...0 0 « 
10...00 a, 
4=191...00«& 
00...10an 
00...01ah 


est de rang n. 
4, Exprimer la condition d'égalité des rangs de deux matrices 


Œy Ge se En 
, B — Bi B2 CRE. Pn 

Va Ve ee Vn 
par une propriété géométrique de l’ensemble de n droites du plan. 


(e 21 Qo .… Un 


AIR Ba. Bn 


$ 3. Applications linéaires. 
Opérations sur les matrices 


1. Matrices et applications. — Soient R? et R7 deux espaces 
vectoriels de vecteurs colonnes de hauteurs respectives nr et m. Soit 
ensuite À = (a;;) une matrice à m lignes et nr colonnes. Définissons 
une application œa: R°— R® en posant pour tout X — 
=D ds sr a tlCR 


Pa (À) = 2,40 + 3,49 +... +24, (1) 


où A, ..., A sont les vecteurs colonnes de la matrice À (com- 
parer à (1) du $ 2). Ces derniers étant de hauteur m, le second mem- 
bre de (1) est un vecteur colonne ŸY = [y], Yo, . .., Yml ER”. 
Ecrivons l'expression (1) sous une forme plus détaillée 


n 
Ui —= 2 dijT ;; = T; A .. IN. (17) 
j=1 
Si X=X'+X"=[x +, rte, ..., Tn tn], On a 
n n n 
Pa (X'+X")= D (rit ai) AŸ = D ai (4) + À xiAP — 
i—=1 i=1 i—1 


= pa (À) + pa (À). 
De façon analogue 


Pa (AX) — 2 Ar; AŸ — 12 AM = hpa(X), ÀAER. 
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Réciproquement, supposons que @: R°—R" est une appli- 
cation d’un ensemble dans un autre ensemble (voir chap. 1, $ 9) 
qui vérifie deux propriétés suivantes: 

Gi) (ZX + X") = p(X') + p(X”) pour tous les X', X" ER"; 

(ii) o (AX) = À (X) pour tous les X E R?, À ER. 

Désignons par E%”, ..., Ef” et EE, ..., Ef les vecteurs colon- 

nes des bases canoniques respectives des espaces R* et R7 (voir 

$ 1, n° 3) et utilisons les propriétés (i), (ii) en les appliquant à un 
n 


vecteur colonne arbitraire X = [x,, 2, ..., 2,1] = d'x;E( ER. 
j=1 


Il vient 
PA =eE x) = À z,p(E). (2) 


La relation (2) montre que l’application q est bien définie par 
ses valeurs sur les vecteurs colonnes de base. On pose 


: m : ‘ 
p(EŸ)= À a;;EŸ = [as;, Apjs +. Amjl — AN ER" (3) 
ii 


et l’on constate que la donnée de œ est équivalente à celle de la 
matrice À = (a;;) à m lignes et n colonnes 4%, ..., A ,et qu’en 
réalité les relations (1) et (2) coïncident. On peut donc poser ® = 
— Pa: 


DÉFINITION. — L'application @ = ®4: R'—R?® s'appelle ap- 
plication linéaire de R” dans R”", si elle vérifie les propriétés (i), 
(ii). En particulier, on dit que @ est une transformation linéaire de 
R?, si n — m. La matrice À s'appelle matrice de l'application linéai- 


re OP À° 


Soient 1, @4’ deux applications linéaires de R* dans R”? de 
matrices À = (a;;) et À’ = (a;;). On a pa = pa’ si, et seulement 
Si, Pa (À) = Pa’ (À) pour tout X ER?. En particulier, 4’% — 
— Pa (EU) = pa (EP) = 49, 1< jLn, d'où a; —a;; et 

ee 


Résumons nos résultats: 


THÉORÈME 1. — Les applications linéaires de R" dans R" sont 
en correspondance biunivoque avec les matrices à m lignes et n colonnes. 


Il est à noter qu'iln’y a aucun sens de parler des applicationslinéai- 
res $ — T des ensembles quelconques S et T7. Les conditions (i), (ii) 
supposent que $ et 7 sont des sous-espaces des espaces vectoriels 
R? et RT. 

Signalons le cas spécial de m — 1, où une application linéaire 
æ R'—R, qu'on appelle généralement fonction linéaire de n 
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variables, se définit par n scalaires à,, &, . .., a: 


Cette terminologie diffère de celle adoptée à l’école secondaire, où (dans le 
<as d’une seule variable x) on appelle fonction linéaire une fonction x +-> ax + b, 


On définit pour les fonctions linéaires (4), de même que pour les 
applications linéaires arbitraires R* — R7 (nr et m sont fixes) les 
opérations d’addition et de multiplication par des scalaires. Soient 
Pas Ps: R°—+ R? deux applications linéaires. L'application 


est définie par ses valeurs 
p (À) = apa (À) + ps (À). 
Le second membre de cette égalité est une combinaison linéaire 


ordinaire des vecteurs colonnes. 
Puisque 


p(X" + X") = apa (X° + À”) + fps (X° + X7) — 
= & {pa (X7) + pa (A) + $ {8 (À) + ps (X)} = 
= {apa (X°) + Ps (X°)} + {apa (ZX) + Bye (X”)} = 
= p(X) + p(X”); 
p (AX) = apa (OX) + fps (X) = aApa (X) + PAps (X) — 
= À {apa (X) + ps (X)} = Àp (X) 
(nous avons utilisé ici implicitement les règles EV, à EV, du $ 1), 
est une application linéaire. En raison du théorème 1, on peut 
parler de sa matrice C: @ = pc. Pour la déterminer, utilisons (3) 
et écrivons le vecteur colonne d'indice j sous forme de 
Lcuÿs Caps + Cm] = CN = pe (ER) = 
= pa (E9) + Bon (EN) = a 4°? + BBO — 
= [aui; + Pbi,, aa; + fBbe;, ..., tam; + Pom;l. 


Il est naturel de dire que la matrice C = (c;;) d'éléments c;; — 
— ad;; + Pb;; est une combinaison linéaire des matrices À et B 


à coefficients & et $: 


A1 .… din | b4: .. bin 


Ami . mn bi CCR] Dr 


Gay + Bbi ... Gin + din 
MS EL Le Sao ere - ||, (5) 
ami a Pom: . Almn + Born 
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Ainsi 
apa + BP — PaA + BB: (6) 


Nous profiterons souvent du fait que les combinaisons linéaires 
des fonctions linéaires sont encore des fonctions linéaires. 

Remarquons, avant de clore ce point, que si l’on récrit les pro- 
priétés EV, à EV, établies au $ 1 pour les espaces vectoriels, en 
remplaçant partout les vecteurs lignes X, Y, Z par des matrices de 
type (m, n), il vient par suite de la relation (5) que l’ensemble des 
matrices à m lignes et nr colonnes forme un espace vectoriel. Si l’on 
veut, on peut le considérer comme écriture compacte de l’espace 
vectoriel R”* des lignes de longueur mn (les lignes sont divisées en 
tronçons de longueur n, situés l’un au-dessous de l’autre). 


2. Produit de matrices. — Les relations (5) et (6) expriment la 
concordance des opérations d’addition et de multiplication par des 
scalaires dans les ensembles des matrices à m lignes et n colonnes et 
des applications R° — R”. Dans le cas des ensembles arbitraires, il 
existe aussi une notion importante de composition d'applications 
(voir chap. 1, $ 5, n° 2). Il est logique de s’attendre à ce que la com- 
posée (le produit) de deux applications linéaires doive s'exprimer 
d’une certaine façon en termes de matrices. Voyons comment cela 
se fait. 

Soient pr: R°—R°, pa: R°—R”" deux applications linéai- 
res et Pe = PA © p£ leur composée: 

r? ÿe r? 


EE 


KZ 


Il est immédiat de vérifier que ® = 4 ° 8 est une application 
linéaire. En effet on a: 


(Gi) o(X" + ZX) = pa (pe (X" + X°)) = 
= Pa (pe (À) + Ps (X°)) = Pa (Ps (X")) + pa (pe (X”)) — 
= p (X”) + p (XÆ”); 
(ii) p QX) = pa (ps GX)) = p4 (ps (X)) — 
= Àp4 (ps (X)) = Àp (ZX). 


C'est pourquoi, on associe à @ une matrice C bien définie (théo- 
rème {). 
L'action des applications sur les vecteurs colonnes dans la suite 


PB PA 
EZE ..., Lnl [y1; .. Yael [21 9 Zm] 
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s'écrit sous forme explicite d’après la formule (1°): 
S S ñn n $ 
2j — > dirYr — à dir à bjr; = > (> Girdp;) Tj. 
k=1 R=1  j=1 j=1 R=1 
D'autre part, on a 


ñn 
= À City, i= 1, 2, CRE | m. 
2= 


En comparant les expressions ainsi obtenues et ayant en vue que 
z3 ( = 1, 2, ..., n) sont des nombres réels arbitraires, nous obte- 
nons les relations 


RE 


Ci 5 ndr ss 1<i<m, 1<j<n. (7} 


On dit que la matrice € = (c;;) est obtenue en multipliant la matri- 
ce À par la matrice B, et l’on écrit: 


C = AB. 


Ainsi, on appelle produit d’une matrice (a;;) à m lignes et s colonnes 
par une matrice (b,;) à s lignes et rz colonnes, une matrice (c;;) à m 
lignes et r colonnes, dont les éléments c;; sont définis par la rela- 
tion (7). Nous avons ainsi démontré le théorème suivant: 


THÉORÈME 2. — Le produit mAwñ de deux applications linéaires 
associées aux matrices À et B est une application linéaire associée à 
la matrice C — AB. Autrement dit, 


PAPB = Paz. (8) 


La relation (8) complète naturellement la relation (6). 

Nous pouvons faire abstraction des applications linéaires et 
calculer le produit AB de deux matrices quelconques À, B, ayant 
en vue toutefois que le symbole AB n'a son sens que dans le cas où le 
nombre de colonnes de la matrice À est égal au nombre de lignes de la 
matrice B. C’est justement à cette condition que fonctionne la règle 
(7) de « multiplication de la i-ième ligne À; par la j-ième colonne 
By, d'après laquelle 


Cij = (ai1 CET Gjs) [b;5, . + 9 ba; = AB, (9) 


Le nombre de lignes de la matrice AB est égal au nombre de lignes de la 
matrice À, alors que le nombre de colonnes est égal à celui de la matri- 
ce B. Par conséquent, le produit de matrices carrées de même ordre 
se trouve toujours défini, mais même dans ce cas on a, en général, 
AB - BA comme le montre l’exemple suivant: 


LR 00! OO! 00! {0 of 0 
oof}1 0} lo of” {10 11 oflo o| 


| 
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Certes, la multiplication des matrices aurait pu être introduite 
par de nombreux autres procédés (en multipliant, par exemple, 
ligne par ligne), mais aucun d’eux n'offre tant de possibilités que 
le procédé décrit ci-dessus. Cela se conçoit aisément, car nous y som- 
mes arrivés d'une façon naturelle en étudiant la composition des 
applications; or, la notion d'application, elle, est l’une des plus 
fondamentales en mathématiques. 


COROLLAIRE. — La multiplication matricielle est associative : 
À (BC) = (AB) C. 


En effet, le produit de matrices correspond au produit d’applica- 
tions linéaires (le théorème 2 et la relation (8)). Or, d’après le théorè- 
me { du chapitre 1, $ 5, la multiplication des applications est asso- 
ciative. On retrouve le même résultat par calcul, en utilisant directe- 
ment la relation (7). 


3. Matrices carrées.— Soit M, (R) (ou M,) un ensemble de 
toutes les matrices carrées (a;;) d'ordre n à coefficients réels a;;. 

À l'application identique epn: R°—R", qui à tout vecteur 
colonne X € R” associe ce même vecteur, il correspond évidemment 
une matrice unité 


10... 0 
E=|'0 "4 2.011 
0 0 ...1 
On peut écrire £ — (6;;), où 
Te À si k—)j, 
= {os he] 


est le symbole de Kronecker. La règle (7) de multiplication matriciel- 
le, où il convient de remplacer b;; par 6z;, montre que les relations 
suivantes sont vraies: 


EA =A=—AE, VAE M, (R). (10) 


Les relations matricielles (10), obtenues par voie de calcul, décou- 
lent, certes, des relations eg = @ = @e (voir chap. 1, $ 5, n° 2) 
si l’on utilise le théorème 1 et l'égalité (8), avec m4 = , ®p = 
= Pr — €, @ étant une application linéaire quelconque. 

Comme nous le savons (voir (5)), les matrices de M, (R) peu- 
vent être multipliées par des nombres, en entendant par À4, où 
A = (a;;j), une matrice (Aa;;). 

Mais la multiplication par un scalaire (un nombre) se ramène 
à la multiplication des matrices 


LA = diag, (à)-A = À diag, (à), (11) 
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où 


diag, ()=E=|0 À +. 0 


est une matrice scalaire que nous avons déjà rencontrée (voir 
chap. 1, $ 4). 

L'égalité (11) exprime un fait facile à vérifier, à savoir : diag, (À) 
est permutable avec toute matrice À. La réciproque bien importante 
pour les applications pratiques est la suivante: 


THÉORÈME 3. — Une matrice de M,, permutable avec toutes les 
matrices dans M,, doit être scalaire. 


DÉMONSTRATION. — Introduisons une matrice Æ;; dans laquelle 
l'élément situé à l'intersection de la i-ième ligne et de la j-ième 
colonne est 1, alors que tous les autres éléments sont nuls. Si Z — 
= (z;;) est la matrice dont il s’agit dans le théorème, elle est permu- 
table en particulier avec toutes les F;;: 


ZE;; = E;;2, l, ] —= 1: 2, +. +» Pe 


En multipliant les matrices figurant dans le premier et dans le 
second membre de cette égalité, on obtient les matrices 


ds 2 0 D 0 8 
. _ | es : et ||Z51 Zj2 Zjn || {i} 
0  Zni « . 0 0 0 _0 


dont seules j-ième colonne et la i-ième ligne sont respectivement non 
nulles. Leur comparaison permet de tirer immédiatement les rela- 
tions 24; = 0 pour k =£ i, et z;; = z;;. Etant donné que i et j varient 
de 1 à nr, on obtient le résultat voulu. 


On notera encore les relations À (4B) = (14) B = À (AB) qui 
découlent immédiatement de la définition du produit d’une matrice 
par un scalaire ou, si l’on veut, des relations (11) et de l’associativité 
de la multiplication des matrices. 

Pour une matrice donnée À € M, (R), on peut essayer de trou- 
ver une matrice B € M, (R) telle que soit satisfaite la condition 


AB = E = BA. (12) 


Si la matrice B existe, cette condition se traduit, en termes de trans- 
formations linéaires, par 


PAP = € = PrPA; (12°) 
6—0877 
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qui signifie que @g — A est une transformation inverse de 4. 
En vertu du théorème 2 (chap. 1, $ 5) œx4 existe si, et seulement si, 
œA est une bijection. Ceci étant, x est définie de façon unique. 
Puisque 4 (0) — 0, la bijectivité de @4 signifie en particulier que 


XÆ0, XER" = pa (À) Æ 0: (13) 


Soit maintenant 4 une transformation linéaire bijective quel- 
conque de R*. Une transformation inverse x existe, mais il n’est 
pas clair, en général, si elle est linéaire. Pour nous en assurer, intro- 
duisons les vecteurs colonnes 


X = p4 (ZX + X°) — pa (X7) — px (4), 
Y = q4 QY7) — Apz (7”) 


et faisons agir o, sur les deux membres de ces égalités. Etant donné 
que A est linéaire, on obtient 


Pa (À) = pa (pa (X° + X°)) — pa (p4 (ZX) — pa (px (À), 
Pa (Ÿ) = pa (pa (AY”)) — Apa (pa (7). 
Puisque ®4p4 = e, on a 
pa (À) = e(X" + X7) —e(X") —e(X”") = 0, 
pa (Y) = e(QY”) — Xe (77) = 0, 


d’où l’on déduit, conformément à l’implication (13), que X, Y sont 
des vecteurs nuls. C’est ainsi que sont satisfaites les propriétés (i), 
(ii) du n° { qui définissent les applications linéaires. On a ox — 
— Pp, Où P est une matrice. Mettons la condition (12”) sous la 
forme @ap — Pr — Pra (voir (8). En utilisant de nouveau le 
théorème 1, nous obtenons les égalités (12). 

Ainsi, une matrice inverse de À € M, (R) existe si, et seulement si, 
l'application pa: R*—R" est bijective. Ceci étant ox est linéaire. 
La bijectivité de 4 est équivalente à la condition que tout vecteur 
colonne Ÿ € R* s'écrit d’une manière et d’une seule sous la for- 
me (1): 


Y = pa (X) = mA + 2 AO +, + mA, 


où A, 4%, ..., A sont les vecteurs colonnes de la matrice À 
(la surjectivité de , entraîne l'existence de X pour lequel Y = 
— A4 (X), alors que l’injectivité de A, donne l’unicité de X: si 
Y = pa (X7) = p4a (X”), alors PA (X° — X°) = p4a (À) — 
— Da (À) = 0, d’où, conformément à (12), X° — X” — 0). Par 
conséquent, R? coïncide avec l’espace des vecteurs colonnes V, (4)— 
— (4%, ,.., A®) de la matrice À si bien que rang À — dim R* — 
= n. 

Si une matrice inverse de À existe, elle est, d’après ce qui précède, 
unique. On convient de la désigner par le symbole A-!. Dans ce 


$ 3] APPLICATIONS LINÉAIRES. OPÉRATIONS SUR LES MATRICES 83 


cas (voir (12’)), on a 
PA = Pa-1. (4) 


On dit qu’une matrice carrée À est régulière (non dégénérée ou non 
singulière) si elle admet une matrice inverse À"! La transformation 
linéaire correspondante æ, est appelée, elle aussi, régulière. Dans 
le cas contraire, la matrice À et la transformation linéaire @, sont 
dites singulières (ou dégénérées). 

Résumons les résultats que nous avons obtenus. 


THÉORÈME 4. — Une matrice carrée À d'ordre n est régulière si, et 
seulement si, son rang est égal à n. La transformation @X inverse de 
A est linéaire et se définit par l'égalité (14). 


COROLLAIRE. — La régularité de @A entraîne celle de a-1 et 
(4A-1)-1 = À. Si A,B, ...,C,D sont des matrices régulières n X n, 
le produit AB ...CD est aussi régulier et (AB... CD)! — 
DC" V:5, BAT. | 


Pour la démonstration il suffit d'évoquer soit le corollaire du 
théorème 2 (chap. 1, $ 5), soit la symétrie de la condition AA! — 
— E — A7'A. 


La formule explicite pour À -! sera donnée au chapitre 3. Pour l'instant, 
nous nous contenterons seulement de remarquer que le calcul de 4-1 d’une 
matrice À à éléments numériques, ou le calcul du produit de deux matrices, en 
appliquant, par exemple, la méthode indiquée à la fin de ce chapitre, exige 
généralement qu'on exécute un grand nombre d'opérations. En pratique, on 
a parfois affaire à des matrices d'ordre n — 100 et plus. Si À et B sont deux 
matrices de ce type, il faut, pour calculer C — AB, déterminer n? éléments c; 
d’après la formule (7) (ou (9)), ce qui exige d’effectuer dans chaque cas 2n — 
multiplications et additions des nombres. Il faudra exécuter au total (2n—1) n2 
opérations, c’est-à-dire près de deux millions d'opérations pour n = 100. Pour 
les calculateurs électroniques modernes c’est un problème relativement facile, 
mais des difficultés réelles surgissent au cas où il s’agit de calculer la puissance 
A®% de la matrice À pour un exposant m > 1000. Ici, par définition, A" — 
— AAM-1; ]a propriété AM = AkAm-k, 0 < k < m, est une simple conséquence 
de l’associativité (voir corollaire du théorème 2), comme cela sera montré au 
chapitre 4, dans un contexte plus général. Pour calculer A”, on a recours à de 
diverses méthodes auxiliaires soit basées sur la nature spécifique de la matrice À, 
soit empruntées à l’algèbre linéaire. Illustrons ce qui vient d’être dit par trois 
exemples. 


EXEMPLE 1. Si 


(0 AL 
A= diag {@s ..., Œn}=|| * * + - ||, 
(CPS, 
il est évident que 
ay ...0 
Am= diag {a%,...,æ}=| : + + - - 
0) . ar 


6* 
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EXEMPLE 2. Soit 
a cC 


À = 
0 b 


Alors, la récurrence sur m montre que 


am ç Fe 
Am—=— a— b : 
0 bm 
, am—bm Re 

où ap de ea Dr ..—+abm-3+Lbm-1l, En particulier pour a—b 
on a 

a cm am mamie 

0 a 0 am 


EXEMPLE 3. En raisonnant par récurrence sur m, on s'assure sans peine 
que la puissance m-ième de la matrice 


O0 1 
A=— 
ll 


Îm-1 Îm 


est de la forme 


am=| (45) 


Îm fm 


où les entiers fo = 0, f1 = 1, fa = 1, fa — 2, . . . se déterminent par la relation 
de récurrence fm+1 = fm + fm-1. Ce ne sont rien d’autre que les nombres de 
Fibonacci (voir exemple 2 en fin du $ 3, chap. 1). 

Introduisons une matrice 


_ 1 
b= 5) 5) 


—V5h V5 
à déterminant 1 (voir chap. 1, $ 4), où 


| 5 1— V5 
a je. 


Un simple calcul montre que 


= 1 
VE — 
À, 0 
Br1= , et A=B1. s 1. | B- 
V5 _ . 


Or, si A, B, C sont des matrices quelconques de type (», n), dont B est régulière, 
qui vérifient la relation À — B-!CB, alors on a 


Am = B-iCB.B-1CB.B-1CB,..B-1CB = BC"B 
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(le produit BB-! est remplacé par E, et l'expression se simplifie). Compte tenu 
de l'exemple 1 et de la relation (15), on a dans notre cas: 


Les fm | am palm OU pal 0 
fm. fms1 0 À 0 À? 
_ 1 = UE 
VS — A 0 : VS ——+ . 
= _ À m 72 m+i 
5, —22||| O À sant 07 
V 1 5 v 5an+ — 5 
À 1 A 
es PSS 
V5 V5 * + 


(les astérisques marquent les éléments qui ne nous intéressent pas). 

En comparant les éléments des matrices dans le premier et le dernier 
membre de ces égalités, on obtient pour le nombre de Fibonacci de numéro m 
la valeur suivante: 


_M—hz 1 {( 1+V5 )'—( 4 L 


fm 


V5 y5 2 
Nous voyons que fm — EN pour les grandes valeurs de m (progression 
… em 
géométrique), car lim ESS = (0. 
m — Co 


Nous avons obtenu des règles assez nombreuses qui régissent les 
opérations sur les matrices carrées d’ordre r. Nous avons en vue les 
propriétés obtenues à la fin du n° 1, ainsi que l’associativité (corol- 
laire du théorème 2), les relations (10) et le théorème 4. Il importe 
encore de signaler les lois dites de distributivité : 


(A + B)C = AC + BC, C(A+B)=CA +CB, (16) 


où À, B, C sont des matrices arbitraires de M, (R). 

En effet, posant À = (a;;), B = (b;;), C = (c;;), nous obtenons 
pour tous les à, j — 1, ..., n l'égalité (on utilisela distributivité 
dans R!): 


ñn ñn n 
2 (ain + Dir) Cry = à aixCrj + ne DinCry, 


dont le premier membre exprime un élément g;; de la matrice 
(A + B) C, et le second membre, les éléments respectifs h;, et h;; 
des matrices AC et BC. La deuxième loi de distributivité (16) est 
vérifiée de façon tout à fait analogue. La nécessité de cette loi est 
due à la non-commutativité de la multiplication dans M, (R). 
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Quant aux lois de distributivité 
(p + D) Ë = PE + v6, E (op + 4) = Ep + Ey (16°) 


pour les applications linéaires , , & de R” dans R?, on peut ne 
pas les démontrer, vu qu'il existe une bijection entre les applications 
et les matrices, mais on peut aussi déduire (16) de (16’), étant donné 
que dans le cas des applications le raisonnement est aussi bien 
simple 
(Cp + w) Ë) (ZX) = (o + y) (ÉX) = p (EX) + y (EX) — 

= (p£) (À) + (DE) (ZX) = (pË + yE) (X), ZX ERT. 


EXERCICES 


1. Soient données les applications 


a) lente ss ml les sem 1: 
D) [rue Zas » ele [as 28, . .., 2%]; 
C) Éty Los es le fau matin .. ss m+r+...+zr,l. 


Lesquelles d’entre elles sont linéaires ? 
2. Vérifier que 
a d —b 


C a 


À = 


1 
, ad —b OS Ai —— 
: da ad— bc | 


d —b 
En particulier, ad— bc —1—3 4-1 -| | . Est-ce qu'il existe A7 
—C a 


quand ad— bc = 0? 
3. Démontrer que toute matrice 
a b 
c d 
A2 = (a + d) À — (ad — bc) E 


À = 


vérifie la relation 


(en d’autres termes, prouver que À est « racine » de l'équation du second degré 
Z — (a + d) x + (ad — bc) = 0). 

4. Etant donné ad — bc =£ 0, utiliser la relation de l’exercice 3 pour trouver 
la matrice inverse À -!, 

5. Démontrer que 


4 a cm 4 ma ED ab + mc 
0 0 1 0 0 1 


4 a c 
Déterminer la matrice inverse de la matrice ||O 1 b 
0 O0 1 
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6. Vérifier que 


4 —1| 
7. Démontrer que, si 
a blim a bll2 
=(, on a = (. 
c d d 


8. Dans les applications pratiques, un grand rôle revient à des matrices 
dites markoviennes (ou stochastiques) : 


n 
P = (pij), pij >Z0, > pij=1, j=1, PRES LE 
i—1 


Les applications linéaires ®P associées à ces matrices sont généralement utilisées 
pour transformer les vecteurs colonnes spéciaux dits probabilistes 


n 
Net: l) 220 Sat 
i—=1 


La concordance de ces définitions, qui sont dictées par des problèmes scienti- 
ue résulte des propositions suivantes qu’il faut démontrer au moins pour 
n = 2: 

a) Une matrice P € M, (R) est markovienne si, et seulement si, pour tout 
vecteur probabiliste X le vecteur PX est aussi probabiliste (ici, PX = œp (X)). 

b) Si P est une matrice markovienne positive (p;; > 0, Yi, j), à tout vecteur 
probabiliste X correspond un vecteur probabiliste positif PX (toutes les compe- 
santes sont strictement supérieures à zéro). 

c) Si P et Q sont des matrices markoviennes, la matrice PQ sera, elle 
aussi, markovienne. Cela signifie en particulier que toute puissance P* d’une 
matrice markovienne est markovienne. 


$ 4. Espace des solutions 


1. Solutions d’un système linéaire homogène. — Des remarques 
préliminaires faites au début des $$ 2 et 3 il résulte que le système 
d'équations linéaires dont la matrice À est de type (m, n) et le 
vecteur colonne B ER”, peut s’écrire tout court sous la forme 


ou encore 

AX = B (1°) 
(le premier membre représente le produit des matrices (m, n) et 
(n, 1)). 


Supposons pour un instant que m — n et que la matrice carrée À 
d'ordre n soit régulière (voir $ 3, n° 3). Nous obtenons une solution, 
d’ailleurs unique, du système (1’) en multipliant à gauche par À -! 
les deux parties de la relation matricielle : X — EX — (4-14) X — 
— AT(AX) — A71B. La matrice À -! n’étant pas donnée d'avance, 
cette écriture symbolique bien commode des solutions d’un système 
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carré déterminé ne nous dispense pas des calculs. Néanmoins, l’ap- 
pareil matriciel développé au $ 3, faisons-nous un plaisir de le 
remarquer, présente au moins un aspect esthétique. Utilisons cet 
appareil pour la synthèse de toutes les solutions du système (1). 
À cet effet, considérons d’ a un système homogène associé, lors- 
que B — [O, 0, sUr= 

Nous appellerons noyau É une application linéaire 4: R" — 
— R? l’ensemble 


Ker pa = {X ER? | pa (À) = 0} 


(la notation Ker provient du mot anglais « kernel » traduit en fran- 
çais par « noyau »). Autrement dit, Ker , est l’ensemble des solu- 
tions du système homogène de matrice À. En réalité, Ker @, est 
un sous-espace de R” (appelé espace des solutions d'un système linéaire 
homogène) ce qu’on a déjà dit au début du $ 1 et qu’on déduit sans 
peine de la propriété de l’application æ, d'être linéaire : 


X", X"EKer pa => pa (aX”" + BX”) — 
= apa (X') + Bpa (X") = 0 aX' + BX" € Ker pa. 


À son tour, l’image Im 4 de l’application , est un sous-espace de 
RT : si B° = p4 (X”), B" = p4 (X”) E Im 4, on a aussi 


aB" + BB" = ap4 (X7) + Bpa (X) = pa (aX° + BX”) € 
€ Im OS 


La compatibilité du système (1) est équivalente à ce que B € Im 4. 
Soient 
s — dim Ker 4, r = dim Im 4 


les dimensions des espaces Ker 4 et Im ,. La définition de la di- 
mension, donnée au $ 1, entraîne ques << n, r < m.Ona aussi 
r Zn, car tout système libre que forment PA (X&), : 35 .Da CA) 
de Im A ne peut être obtenu qu’à partir du système X®, 

, X® ]linéairement indépendant dans MR". Une information 
plus précise est fournie par le théorème suivant : 


THÉORÈME 1. — On a l'égalité r+s—n. Le nombre r — 
— dim Im A4 coïncide avec le rang de la matrice À (pour cette rai- 
son r s'appelle rang de l'application linéaire 1). 


DÉMONSTRATION. — Choisissons une base X4, , .., X® du sous- 

espace Ker 4 R° et complétons-la pour obtenir une base X®,... 

., À, XGSHD,,,., X® de l’espace R”. On peut le faire dans 

tous les cas comme le montre la démonstration du théorème 2 du 

& 1 (et l’exercice 5 du $ 1). Pour tout vecteur À — Dax ER" 
4 


$ 4] ESPACE DES SOLUTIONS 89 


PA (À) = 2 %XiPA (xX®) — As+1Pa (XSFP) Fe... + AnPA (XP), 
de sorte que Im 4 =-(@4 (xs+0), …., Pa (À) et r&n—s. Les 


vecteurs 4 (X(T1), ..., o4 TO sont linéairement indépendants 

vu que  O0= >) axpa(X'") =pa( 2 a; X*) implique 
Zs+1 

SN a«X®EKerp,. Or, en raison du on de XD NU 


kR>s+1 
cela ne peut avoir lieu que pour &;41—= ...—a;, —0. Cela signifie 


que r—n—s. Par la définition de 1, on a pour À ={x4, ..., x]: 
Pa (X) = 2,40 +... + 24%, ie. Im pa = (4%, ..., AM) 


Or, la dimension de l’enveloppe linéaire (4%, ..., A) des 
vecteurs colonnes de la matrice À est justement le rang de À. 

Nous avons déjà rencontré un cas particulier du théorème 1. 
Si À est une matrice carrée régulière d'ordre n, le rang maximal 
possible de À et de 4 est égal à n. 

Pour déterminer la base de l’espace des solutions d’un système 
linéaire AX — 0 de rang r, choisissons dans À r vecteurs colonnes 
de base (le procédé pratique pour ce choix est indiqué au chapitre 
suivant). Par une permutation des colonnes ou, ce qui revient au 
même, par un changement de numération des inconnues, on arrive à 
ce que les vecteurs colonnes de base se représentent par les r premières 
colonnes AŸ, ..., AM. Tout système de r + 4 vecteurs colonnes. 
A®,..., A, A, k>>r, sera linéairement dépendant et, en 
vertu du théorème 1 (v) du $ 1, on peut écrire un système de rela- 


RTE, Th ess n: 
Les vecteurs colonnes 
XD — Fe D en 7 NES 1, 0, , 0], 


2 T+ (T+2) PRES 
X® = [rt done +. T “0: 1, , O1. 


NET. on x .., 1 +6 0, 0, …..) 1] 


dont le nombre est égal à n7 — r, sont évidemment linéairement indé- 
pendants (vu la forme spéciale des n — r dernières composantes). 
Etant solutions du système (1), avec B = O, ils constituent, suivant 
le théorème 1, une base de l’espace Ker 4 de toutes ses solutions. 

Toute base de l’espace des solutions d’un système linéaire homo- 
gène ÀAX — 0 de rang r s'appelle système fondamental de solutions. 
Le système (2) est encore appelé système fondamental normal. Sui- 
vant le corollaire du théorème 1 du $ 2, son rang s — dim Im 4 — 
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— n —r est égal au nombre d’inconnues non principales du systè- 
me linéaire. 

Un certain sens « géométrique » des systèmes d'équations linéai- 
res est mis en évidence par l’assertion suivante (dont nous n’aurons 
pas besoin pour la suite): 


THÉORÈME 2. — Tout sous-espace VE R”? de dimension s est le 
sous-espace de solutions d’un système linéaire homogène de rang r = 
= n —S. 


DÉMONSTRATION. — Soit V — (4, ,,., A®), De même que 
dans la démonstration du théorème 1, complétons le système libre 
que forment A, ..., A jusqu’à la base A%, ..., A, 


AD, ,.,., A® de tout l’espace R?. Tout vecteur colonne X — 
— [x,, ..., x,] ER" s'écrit d’une manière et d’une seule sous la 
forme 
n 0 
X = D z;A° = AX", (3) 
j=1 

où À est une matrice carrée d'ordre n formée de vecteurs colonnes 
A® et X'=[x;, x,, ..., x,l. Puisque les vecteurs colonnes 
A, ..., A® sont linéairement indépendants, on a rang À = n. 


En vertu du théorème 4 du $ 3, il existe une matrice A7! = (a;;) 
inverse de À. On a 


LA 


n 
[x;; .….. al = AUX =[ 2 di jt j; .….. Ant]. 
2= 


J 


Le corollaire du théorème 4, $ 3, montre que rang A! — net, de 
ce fait, n'importe quelles r lignes de la matrice À -{ sont linéairement 
indépendantes. Par suite, le rang du système homogène 


n 
D — 
és A ;x; = 0, k—s+1, sv Ts 


J=1 


est r — n — s. Or, l’ensemble des solutions de ce système comprend 
justement ceux des vecteurs colonnes X de la forme (3) dont x;+, — 
= 0, ..., Zn — 0, c’est-à-dire précisément les vecteurs du sous- 
espace V. HE 


2. Variétés linéaires. Solutions d’un système non homogène.— 
Soient V un sous-espace de R”* et X° un vecteur fixe de R”. L’ensem- 
ble 

V+X = {X +X IXEV})=X + V 
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est appelé variété linéaire de type V et de dimension égale à dim Y. 
La figure géométrique 


ul 


illustre cette notion d’ailleurs assez claire: Ÿ + X° est un espace 
obtenu de V par une translation de vecteur X°. Le sous-espace V 
de R” est aussi une variété linéaire correspondant à la translation 
de vecteur X° — 0. Deux variétés linéaires de type V coïncident si, 
et seulement si, elles sont obtenues de V par des translations de 
vecteurs À” et À” tels que À” — X” € V (nous laissons au lecteur 
le soin de vérifier cette proposition). 

En particulier, si X” est un vecteur arbitraire de la variété linéaire 
V + X°, alors V + X’ coïncide avec V + X°. 

ne ne Va EN, EL, EMER: X7— 

= [0, O0, , O0, — [0, 0, 0, 1, O]. Alors, 


V+HX = V + X" — {{x, y, z, 1, Ol|x, y, z ER}. 


Considérons un système d'équations linéaires non homogènes (1). 
Supposons que le système (1) soit compatible, c’est-à-dire que les 
rangs des matrices À et (À | B) coïncident (théorème 2 du $ 2). 
Soit X° = [x!, .. ., Al une solution fixe quelconque de ce système, 
telle que 4 (X°) = B. Si X” est une autre solution quelconque du 
système (1), alors œA4(X" — X°) = A (A ) — PA (X°) = B — 
— B — 0. Cela signifie que la différence À” — X’ — X° de deux 
solutions du système non homogène (1) est toujours solution du 
système homogène correspondant et À’ — X” + X°. Réciproque- 
ment, Si @4 (X) = 0,ona 


pa (X + X°) = pa (X) + pa (X°7) = 0 + B = B. 


Ainsi, nous avons démontré le théorème suivant : 


THÉORÈME 3. — L'ensemble des solutions d'un système linéaire 
non homogène compatible coïncide avec une variété linéaire de type V, 
où V — Ker p, est le sous-espace vectoriel de solutions du système 
homogène correspondant. 


3. Rang d’un produit de matrices. — L'action d'un produit 
T...oW d'applications peut être représentée conventionnelle- 
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ment par le diagramme 


NV 


S——————— 


| | 
| | 
APN EE 


F 
LS 


qui visualise, dans le cas des applications linéaires des espaces 
vectoriels, l’implication 
pp (U)E @ (V) + rang pp < rang +. 
Une base de l’espace w (U) s'applique sur un système de vecteurs 
contenant la base de l’espace y (U), d’où 


rang y < rang W. 
Donc, 
rang où < min {rang , rang WV)}. (4) 


Or, rang A = rang À et rang AB = rang q4g = Tang Par, Si 
bien que l'inégalité (4) conduit à l’assertion suivante : 


THÉORÈME 4. — Le rang d’un produit de matrices est au plus égal 

à celui de chacun des facteurs: 
rang AB < min {rang À, rang B}. (4) 
COROLLAIRE 1. — Si B et C sont deux matrices carrées régulières 


d'ordres m et n respectivement, et À est une matrice quelconque à m 
lignes et n colonnes, on a 


rang BAC = rang À. 
DÉMONSTRATION. — D'après le théorème 4 on a 
rang BAC < rang BA = rang BA (CC-1) = 
— rang (BAC) C”! < rang BAC, 


d’où rang BAC = rang BA.On établit de même l'égalité rang BA — 
— rang À. 5 


COROLLAIRE 2. — Si une matrice carrée À d'ordre n possède une 
inverse unilatère (à droite ou à gauche), elle est régulière. 
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DÉMONSTRATION, — Supposons que AB = Æ pour une matrice B 
d'ordre n. Puisque rang E — n, l'inégalité (4) se met sous la forme 
n < min {rang À, rang B}, d’où l’on déduit que rang À = rang B— 
— n. Or, cette condition équivaut à la régularité de À et B (voir 
théorème 4 du $ 3). On établit de façon analogue la régularité de À 
dans le cas où il existe une matrice C telle que CA — E. Æ 


En vertu du corollaire 2, l’application linéaire m4: R°— R°, 
inversible à droite ou à gauche, possède une inverse bilatère, ce qui 
témoigne d’une différence de nature fondamentale qui existe entre 
les transformations linéaires et les applications en général (voir 
chap. 1, $ 5, exercice 2). 


4. Classes de matrices équivalentes. De même qu'au $ 3, n° 3, 
désignons par ÆE;,, une matrice de type (m, m) dont l'élément situé 
à l'intersection de la s-ième ligne et de la t-ième colonne est 1, alors 
que tous les autres éléments sont nuls (äe telles matrices sont parfois: 
appelées unités matricielles). 

Considérons dans M» (R) les matrices dites élémentaires : 


(1) Foi=E—Ess—Ey+ Ent Ei= 


1 

‘0 1 

— 4 5; SL; 
1 ‘0 
s 
1 

(ID Es: (NM) =E+NEs= MU SA: 

4 


(D) F,(G)=E+(—1)E=diagt1, ...,1,4,1,...,1}, 0. 


Soit À une matrice quelconque de type (m, n). On vérifie immé- 
diatement que la matrice À’ — FA est obtenue à partir de À en 
appliquant à ses lignes une transformation élémentaire (t. é.) de 
type (1) ou (II) suivant qu'on a F=F, ,; ou F = F, ; (à). 
Dans le cas où F = F, (À) on parlera de la t. é. de type (III) (la 
multiplication de la s-ième ligne À, par À). De façon analogue, la 
matrice A” = ÀAF est obtenue en appliquant des transformations 
élémentaires aux colonnes de la matrice À. Comme nous l’avons vu 
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au $ 2, n° 2 et au $ 2, exercice 2, les transformations élémentaires 
de types (I) et (II), faites sur les lignes et les colonnes, réduisent la 
matrice À à la forme diagonale. Puisque 


Œo 1 
0 D 
dr = Fi (as) Fear) ... F,(a,) «| ; 
0 ee 0 . 
0 0 
les transformations élémentaires de type (III) permettent d'obtenir 
à partir de À une matrice de la forme 
E, 0 k 
0 0 (9} 


(les zéros désignent ici les matrices de types (r, n — r), (m —r, r} 
et (m—r, n —r)). Ainsi 


P,P.1... P,AQOQ ... Qi = 


E, 0 
0 0 


où P; (respectivement Q;) sont des matrices élémentaires d’ordre m 
(respectivement d'ordre n). Nous avons déjà dit à maintes occasions 
que les opérations élémentaires sont inversibles, ce qui se concorde 
avec l'existence de matrices inverses 


(Fe, 1) HE Fe, to Fe t (A)"! Fe 


, (6) 


EE le: t (—À), Fe (A)"! — Fe (A1). 


En vertu du corollaire du théorème 4, $ 3, les matrices P — 
= P,P, ... P, et Q —= 0,0... Q: sont aussi inversibles: 
PT Pt... PiliP:t, QT = Qi... Q50,!. Remarquons que 
P;1, Q51 sont des matrices élémentaires. 

On dit que deux matrices À, B de dimensions m et n sont équiva- 
lentes et on note À — B s’il existe des matrices régulières P et Q 
d'ordre m et n respectivement, telles que B = PAQ. 

Il est facile de comprendre que — est une relation d'équivalence : 
(A A(P—E»,Q =E,); (ii) A- B=B- A, puisque B — 
— PAQ = À — P-1BQ"; (iii) B = P'AQ', C = P"BQ"—=C — 
— PAQ, où P — P"P', Q = Q'Q". Suivant les principes généraux 
(voir chap. 1, $ 6), toutes les matrices de dimensions m et n se 
répartissent par rapport à la relation — en classes disjointes de 
matrices équivalentes. Les rangs des matrices équivalentes étant 
égaux (voir corollaire 1 du théorème 4), le raisonnement qui nous 
a conduit à l’égalité (6) montre que les matrices (5) peuvent être 
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choisies comme représentants des classes d'équivalence. Nous avons 
ainsi l’assertion suivante: 


THÉORÈME 5. — L'ensemble des matrices de dimensions m et n se 
répartit en P — min (m, n) + 1 classes d'équivalence. Toutes les 
matrices de rang r appartiennent à une même classe ayant la matrice 
(5) comme représentant. HE 


COROLLAIRE. — Toute matrice régulière de type n X n s'é- 
crit sous la forme d'un produit de matrices élémentaires. 

En effet, puisque leurs rangs sont égaux à n, toutes les matrices. 
d'ordre nr tombent dans une même classe dont le représentant est la 
matrice unité. La relation (6) 


PsPs1-.. P140:0:...0Q0:=E, 


mise sous la forme 
AP PAP OS 0-10, (7) 


démontre le théorème. 


On n'affirme pas que l'écriture de À sous la forme d’un produit 
de matrices élémentaires est unique, mais le fait lui-même d'existence 
d’une telle expression est bien utile. En particulier, il peut être mis 
à profit pour la recherche d’une matrice inverse. En effet, de (7) 


on tire 
Are 00:25 0P PSP = OP: 


Puisqu’à chacune des matrices P; et Q; dans la formule (6) cor- 
respond une transformation élémentaire, la suite de transformations 


EE; (4) P;f (PA)... P,...P;f(P,... P,A)— 
+ P,... P;i(P.... P140Q:) IQ —... 


seu Ps. Pit (Ps... P,AQ... Qù) {Q1... Où 


est pratiquement réalisable bien que le nombre s + £ de toutes les 
transformations puisse être très grand. Nous avons encadré, pour 
mémoire, par des traits verticaux ondulés À les produits des matrices 
qui nous intéressent, c’est-à-dire les résultats des transformations 
élémentaires faites sur les lignes (à gauche) et sur les colonnes (à 
droite) de la matrice unité. Pour r << n, nous concluons que À est 
une matrice singulière et ne possède pas de matrice inverse. Pour 
r — n, il ne nous reste qu’à multiplier Q et P pour obtenir A”t. 
Remarquons que l’ordre des transformations faites sur les lignes et 
sur les colonnes peut être changé. 
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Considérons deux exemples. 
Pour la matrice 


1. 23 
A=||4 5 6 
7 8 9 
on a 
1 2 3 1 2 3 
E 114 5 6 —+ Foi(—4)0 —3 —61| —+ 
7 8 9 7 8 9 
1 2 3 
+ F1 (—7 Fri(—4 0 —3 —6|— 
O —6 —12 
| 2 3 
NE TE TE) 03) =6!||; 
0 0 0 


Vu que la matrice obtenue est de rang 2, on a rang À = 2, Par suite, À est 
une matrice singulière. 


La suite 
0 0 1 1 0 O0 0 14 0 O0 0 
14 O0 0° 0 0 0 0 1 0 4 O0 0 
E F FF 
o 14 0 al ”"121l0o 4 o ol "2% 2210 0 0 41 
0 O0 4 0 0 0 4 0 0 0 4 0 
1 O0 O0 O0 
+ 0 14 O0 0 
— 
3.41 2,3! 1,2 0 0 À 0 
0 0 0 1 
entraîne 
0 O0 O All-1 0 1 O0 0 
1 O O0 0 0 O 4 0 
= Fa nFo else = 
0 4 O0 0 DR Re he TO 00 À 
0 0 4 0 1 0 O0 0 


(en pratique, les produits{F,, 3F1, +, Fa, a F1, à Seraient écrits de suite sous forme 
explicite). 


Le calcul de la matrice inverse par cette nouvelle méthode que 
l’on appelle parfois (P, Q)-réduction de la matrice à la forme canoni- 
que (5), est assez commode, mais il est encore prématuré de parler 
de ses avantages et inconvénients en se basant sur les exemples sim- 
ples que nous venons de considérer : nous n’avons même pas utilisé 
toutes les matrices F, ;, F, 4: (h), F,(h). 
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EXERCICES 


1. Donner les règles opératorielles sur les matrices transposées (voir $ 2, 


exercice 1): 
(A + B)=t4 +tB; 
t(AB) = tB-tA. 


2. Démontrer par un raisonnement direct sur les matrices que 
rang AB < min{rang À, rang Bj. (Indication. On remarquera que si les 
vecteurs colonnes de base de la matrice B sont ceux d'indices j,, . .., j,, tous 
les vecteurs colonnes de la matrice AB s'expriment linéairement en fonction des 


vecteurs colonnes (AB), k = j,, ..., j,. La même remarque est valable pour 
la matrice transposée t(AB) = #BtA.) 
3. Démontrer l'inégalité de Sylvester 


dim Ker @ < dim Ker o + dim Ker # 


pour deux applications linéaires arbitraires Ra? rm pi. (Indication. 
Considérer la restriction @ = q | y de l'application @ à un sous-espace V € RM, 


Il est évident que Ker ® € Ker y. Par conséquent, d’après le théorème 1 (nous 
savons déjà que V peut être interprété comme RE, k < m, et de ce fait, le 
théorème 1 est applicable), dim V — rang ® — dim Ker œ < dim Ker , d’où 
dim V — dim p (V) < dim Ker @. En! posant V = 4 (R?) = Im Ÿ, on obtient 
finalement dim Ker qÿf = x — rang à — (n — rang 14) + (dim V—rang y) < 
< dim Ker ÿ + dim Ker y.) 

4, Démontrer que toute application linéaire : R? — R7 de rang r s'écrit 


sous forme de la somme = @, +... y, des applications y; de rang 1. 
5. Calculer le rang de la matrice 


TyiUy Tao ce LiUn 


A—=1||T2ÿ1 ZoU2 ++. LoUn 


TnY1 TnY2 eo TnYn 


Indication. Montrer que À — [zx, e°., tn] (Y1r » + +» Un)-) 


70877 


CHAPITRE 3 


DÉTERMINANTS 


Les formules (3) et (9) obtenues au $ 4 du chapitre 1 pour les 
solutions des systèmes linéaires carrés d'ordres n — 2, 3 incitent 
à penser que des formules analogues existent aussi pour » quel- 
conque. Tout compte fait, il s’agit dans chacune des formules men- 
tionnées de donner une interprétation correcte au numérateur et au 
dénominateur. Nous les considérerons comme valeurs d’une certaine 
fonction « universelle » det : M, (R) — R de l’ensemble des matri- 
ces carrées d'ordre nr dans R. La construction effective de la fonc- 
tion det (du déterminant) permettra aussi de donner la réponse 
à plusieurs autres questions relatives aux matrices, qui ont été 
soulevées au chapitre 2. En réalité, le rôle que la théorie des déter- 
minants joue en mathématiques, dépasse largement le sujet abordé, 
et chacune des applications de cette théorie suggère sa propre voie 
à suivre pour la construire. L’une des approches les plus naturelles 
du problème des déterminants est l'approche géométrique basée sur 
l’analogie « déterminants des matrices — volumes des figures à 
plusieurs dimensions » (voir chap. 1, $ 4, exercice 3) et sur les n-for- 
mes extérieures. Une telle manière de procéder exigeant un peu plus 
de géométrie, nous arrêterons notre choix sur la voie « analytique » *). 


$ 1. Déterminants: construction et propriétés 
essentielles 


1. Construction par récurrence.— Convenons de considérer que 
le déterminant de la matrice (a;,) de type 1 X 1 est égal au nombre 
du. Les déterminants des matrices 2 X 2 et 3 X 5 sont définis res- 


*) Il existe plusieurs méthodes analytiques permettant d'exposer la théorie 
des déterminants. Dans ce chapitre, de même qu’au chapitre 1, $ 4, nous nous 
laissons guider par les conférences de I. R. Chafarévitch (Editions de l’Univer- 
sité de Moscou, 1971), en estimant qu’un exercice de plus sur la méthode de 
récurrence est utile en soi-même. En tout cas, les procédés pratiquement im- 
portants de calcul des déterminants de matrices cr obtienient assez facilement, 
bien que l’exposé basé sur la formule du « développement complet du détermi- 
nant » (voir chap. 4, $ 3) soit, peut-être, un peu plus simple (A. G. Kurosh, 
« Cours d’algèbre supérieure »). 
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pectivement par les formules (2) et (8) du chapitre 1, $ 4. Dans le 
dernier cas, les déterminants des matrices de type 2 X 2 sont laissés 
exprès sous une forme « implicite ». Nous soulignons par là la base 
de récurrence que nous nous proposons d'utiliser pour construire 
les déterminants des matrices de type nr X n. 

Supposons déjà introduits les déterminants des matrices d'ordres 
1, 2,..., n — 1. Appelons déterminant de la matrice À = (a;j)f 
la quantité 


D = ayD3 — anDa +... + (—1)"anDas (1) 


où D, est le déterminant de la matrice d’ordre n — 1 : 


di in 
% ee ee ee ee ee ee ee 
Zp_1, 2 Zp1,n 
lp+1,2 Ap+1,n 
An2 Ann 


>! 


obtenue à partir de À en supprimant la première colonne et Ix 
k-ième ligne. 

Il est facile de s'assurer que pour n = 2, 3 l'expression (1’) est 
en accord avec les expressions (2), (8) du chapitre 4, $ 4. Le déter- 
minant de la matrice À = (a;;) est désigné par les symboles | 4 |, 
| a;; | ou bien, le plus souvent, par det A. Les barres verticales 
sont surtout utilisées dans le cas où la matrice À s’écrit sous sa for- 
me explicite. 

Si, dans la matrice À, on supprime la i-ième ligne et la j-ième 
colonne, en laissant inchangée la disposition des autres éléments, 
on obtient une matrice carrée d'ordre (n — 1). Le déterminant de 
cette dernière se note W;; et s'appelle le mineur de la matrice À 
correspondant à l'élément ay. 

Avec les nouvelles notations, la formule (1’) prend la forme 


det À — au Mu a du M ay À ® +». bi (—1)" an1Mns (1) 


qui se traduit de la manière su vante : Le déterminant d’une matrice 
carrée d'ordre n est égal à la somme algébrique des produits des éléments 
de la première colonne par les mineurs correspondants, ces produits 
étant affectés de signes alternés. 

Si, au lieu de la première colonne, on prend la k-ième et l’on 
remplace les mineurs ;, par les mineurs M,,, on obtient, comme 
nous le verrons plus loin, une expression qui ne diffère de det APque 
par le signe. 


7*+ 
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De même qu’au chapitre 2, nous désignerons dans ce qui suit 
par les symboles 


À ; — (a;1, Œjos . + Ain) l — L: 2. . ee, hs 
A) — [a ULEE e. + Anjil, j — 4, 2, . +. ee, n, 


respectivement la i-ième ligne et la j-ième colonne de la matrice 
A = (a;;). Quant à la matrice À, elle sera représentée soit par la 
réunion de ses lignes 


A =[4;, À 3 ‘e A] 
(colonne de lignes), soit par la réunion de ses colonnes: 
A = (4%, A®, ,,., A®) 


(ligne de colonnes). Convenons d’appeler par la suite lignes et colon- 
nes du déterminant | a;; | d'ordre n les lignes et les colonnes de la 
matrice À de type (n, n). 

Par définition, | | — det est une fonction qui associe à une 
matrice carrée À un nombre | À | — det À. Proposons-nous d'étudier 
le comportement de cette fonction en cas de changement des lignes 
ou des colonnes de la matrice À, considérés en tant qu'éléments 
(vecteurs) de l’espace vectoriel R7. Si l’on préfère, det À signifie 
pour nous une désignation abrégée (dans l'esprit du chap. 1, $ », 
n° 2) de la fonction 


det [A,, ..., A,] ou det (4%, ..., A“) 
de nr variables qui sont les vecteurs de R?. 

Nous dirons qu'une fonction arbitraire Z:[4,, ..., A,]-—- 
«> & (4,,..., À,) est multilinéaire si elle est linéaire par rapport 
à chaque argument À;, c’est-à-dire, si 
D (A1, ..., AA; + BAi, ..., À) — 

— a (A;, CT À;, ._. An) + PZ (4;, . + À;, . An) 
{comparer avec chap. 2, $ 3, n° 1). La même fonction Z est dite 
symétrique gauche si 
D'A25 428 Arai ss A) 

= — D (4:, . À i+1 À ;; ne Ah); 1<i<n—tf. (2) 

REMARQUE 1. — On déduit de la définition des fonctions linéai- 

res (voir chap. 2, $ 3, (4)) que la fonction Ÿ est multilinéaire si, et 


seulement si, pour À,, ..., A;-1, Aj+x, . . ., À, fixes et pour 
Aj=X = (4; -::, 0%) ON a 


D (Ai, …..s À) = ddr + Loto +... + Anlns 


OÙ AG, - - «+, & sont des scalaires indépendants de x,, . .., æ. 
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REMARQUE 2. — Pour qu’une multilinéaire Z soit symétrique 
gauche, il faut et il suffit que 


D (41; ° À ;j-1 X, X, À jte) . À n) 7. 0, 
1Si<n—1 (2’) 


En effet, posant À; — A;+, — X dans (2), nous retrouvons (2°). 
Réciproquement, pour À — 4; + A;., on déduit de (2’), vu que Z 
est multilinéaire, la relation 


Does Ai Ai co) + Does Ait: À i+1 s..) + 
+ D (..., À;, À j+1; Le ss Mas À ;, PS 
= T(..., A; + Aitys À; + Aigys oo) = 0. 


Les deux premiers termes étant nuls (poser dans (2”) respectivement 
X = A; et À = ÀA;+1), la somme de deux derniers termes est égale 
à zéro, ce qui n'est qu'une autre écriture de la relation (2). 

Les mêmes définitions et les mêmes remarques sont valables pour 
la fonction Z (4%, ..., A) des vecteurs colonnes. De plus, 
la condition (2), présente dans la définition de la fonction symétrique 
gauche Z, est applicable à toute fonction Z: M®—R, où M" est 
la puissance cartésienne d’un certain ensemble M. Par la suite, 
nous aurons besoin de l’assertion suivante : 


LEMME 1. — Si l’on permute deux arguments quelconques, la 
fonction symétrique gauche change de signe. 


DÉMONSTRATION. — Soient permutés les i-ième et j-ième argu- 
ments, à << j. Raisonnons par récurrence sur le nombre #4 — j — 
— i — À d'arguments situés entre les deux arguments à permuter. 
Pour 4 — 0 l’assertion du lemme coïncide avec la définition de la 
fonction symétrique gauche. Supposons le lemme vrai pour tous les 


j—i—1<k. Alors 
1 (.  .… X;, X ÿ41 “6,5 X j-1 À j; 704 .) on 
= D. Xiprs Xi, oc, jus À, «+ +) — 
Dee ni N ss À ras pos A ta) = 
= — T (. . … X ;, X j+1 . X j-1 X;; "© .) E 


2. Propriétés fondamentales des déterminants. — La définition 
du déterminant que nous avons introduite, est encore peu efficace. 
Il nous faut établir toute une série de propriétés des déterminants 
(ou plus exactement, de la fonction det) qui soient commodes tant 
au point de vue de la théorie qu’à celui du calcul. 

La relation triviale det (a + b) — det a + det b, valable pour 
les déterminants du premier ordre, peut conduire à une conclusion 
qu’elle est aussi vraie pour les déterminants d'ordre n (indiquer un 
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exemple pour n — 2). Le cas de n — 2 suggère une interprétation 
plus exacte de la relation considérée : 

Tax: + 6x? ax; +Bxr: , ; , : 
: : : ; d = (ax, + Pr.) oo — (ax, DE Pr.) do = 


Go: po 
#? # ” ! 
= À (Xi@22 — Z Ans) + p (T° A92 — LToQ21) = 
, ‘ f! ” 
FA e° 
Ü2y oo doi oo 
Nous remarquons encore que 
Qyy io A2 oo 1 { 1 
= — , _—— e 
oi oo diy Ayo 0 1 


Ainsi, il y a tout lieu d’énoncer le théorème suivant : 


THéoRëME 1. — La fonction À > det À sur l’ensemble M, (R) 
possède les propriétés suivantes : 

D1. det À est une fonction multilinéaire des lignes de la matrice À, 
c’est-à-dire le déterminant de la matrice est une fonction linéaire des 
éléments de toute ligne À;. 

D2. det À est une fonction symétrique gauche des lignes de la matri- 
ce À (en d’autres termes, le déterminant est nul si ses deux lignes voisines 
quelconques coïncident). 

D3. det E = 1. 


DÉMONSTRATION. — Raisonnons par récurrence sur n. Pour n — 
= 1, 2, les propriétés D1 à D3 sont vérifiées. Supposons que tous 
les déterminants d'ordre  n jouissent de ces propriétés. Démontrons 
Di à D3 pour les déterminants d’ordre n, en partant de la formu- 
le (1). Commençons par la propriété D3. 


D3. Si 
10... 0 

a=g=|01..0|! 

00...1 


on aura dans la formule (1) a;, — 0 pour i 1 et a, = 1, par suite, 
det E — M,,. Le déterminant M,, a la même structure que celle 
de det Æ, mais son ordre est égal à nr — 1. Par hypothèse de récur- 
rence nous pouvons poser M,, = 1 et donc det £ = 1. 

Quant aux propriétés D1, D2, nous allons les démontrer dans une 
situation un peu générale, décrite par le lemme suivant: 


LEMME 2. — Soit D;: M, (R)—R une fonction définie par 
la formule 


3j (4) = G5Miÿ — Go5Moÿ + ce + (—1) T'ansMns (3) 
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(par hypothèse de récurrence nous connaissons tous les déterminants 
M} d'ordre n — 1, si bien que la fonction D; est définie de façon 
correcte). 

A lors, les assertions suivantes sont vraies: 

D;1. Z; est une fonction multilinéaire des lignes de la matrice À; 


D;2. %; est une fonction symétrique gauche des lignes de la ma- 
trice À 


DÉMONSTRATION, — D;1. Pour souligner la nature variable des 
éléments de la i-ième ligne, posons x, = a,,s = 1, ...,n: 


& 
1: ee di]; . lin 
. ee BB 8 ee ee ee © 0e ee ee ee ee 
diy,41 ee. Zi, ce Zion 
À = Là .. 1 CR Ln e 
City, <e. dity,g ce. Cition 


Zi . Znj CRC nn 


Le mineur ,; ne dépend pas de 2,, ..., x,, si bien que «&; — 
= (—1)"-1N;; est une constante. Tout autre mineur MW,,, k = i, 
contient parmi ses lignes la ligne (x, ..., Zj-1, Zj4ys + + «» Zn)» 
toutes les autres étant constantes. Par hypothèse de récurrence, 
M; est une fonction linéaire des variables 2, . . ., jy, Tj4rs + . 
°. Zn: C'est-à-dire on à, en vertu de la remarque 1, 


My; = Di nets k = i. 
Ne) 


En posant maintenant a,— >, (—1}"-1os@py, S5£j, nous obtenons 
Ki 
l'expression 


n 
Dj (A) . 2 (—1)"1 a,3M3; = 
= Al + > (— né A} DAC T7 — 
ki sr] 
n 
= QT; + > ( 2 (= DA hs@R) Te — 2 Las) 
s+) hÿi s=—=1 


qui signifie que Ÿ; (4) est une fonction linéaire des éléments x, . .. 
» +. Zn de la i-ième ligne de la matrice À. 
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D;2. Conformément à la remarque 2 du n° 1 il serait plus com- 
mode de démontrer l'égalité 2, (4) = O0 pour la matrice 


ii di) Zn 
T1 ZT; TL, 
A — , 


An1 . Anj . Ann 
contenant deux lignes identiques À; = A;4y = (ty, . . ., Æj, . .. 
+ Zn). Le mineur W,;, k = i, i+1, contient, lui aussi, deux li- 
gnes consécutives identiques (1, . . «, Zj-1, Tj4ys + + +» Zn) de lon- 


gueur nr — 4. C’est pourquoi, par hypothèse de récurrence, on a 
Mi; =0,k = i, i + 1. La formule (3) se met sous la forme 


D; (4) = (—1) Mis + (—1}x Mit, je 
Or, il est évident que W;; = M;,1.;. Par conséquent 
D; (4) = (—1) x; (Mi; — Mis, ÿ = 0e 


En posant j — 1 dans la formule (3) et en comparant l’expres- 
sion obtenue à la formule (1), nous obtenons l'égalité 


Di (4) — det 4e. (4) 


Par conséquent, les propriétés Di, D2 des déterminants sont 
contenues dans l’assertion du lemme. Le théorème 1 est démontré. KE 


Mettons la propriété Di sous une forme plus détaillée: 


DA’. det [Ay, ce, M4, 6. Al = 
— À det [A 10 . ve À je CHR A, } 


cela veut dire que, lorsqu'une ligne À; du déterminant est multipliée 
par À, le déterminant lui-même se trouve multiplié par À. En particu- 
lier, si l’on multiplie toutes les lignes par À, on obtient 


det AA = À\”"det À. 


D1”. Si, pour un certain i, tous les éléments de À; sont de la forme 
a; = a; + dj, alors det A = det 4° + det 4”, où 4; — A; = À; 
pour j Æi,et Ai = (ai, ..., an), Ai = (a, . .., an). 

Du théorème 1 il résulte encore quelques assertions simples que 
nous énoncerons comme propriétés des déterminants, mais démon- 
trerons pour toute fonction D; définie par la formule (3). Le passage 
aux déterminants est dans ce cas assuré par l'égalité (4). 

D4. Un déterminant contenant une ligne nulle est égal à zéro. 


$ 1] DÉTERMINANTS : CONSTRUCTION ET PROPRIÉTÉS ESSENTIELLES 405: 


Soit, par exemple, A; — (0, 0, ..., 0). Alors, on a aussi 24; — 
= (0, ..., 0). Donc, d’après D1: 


Dj (4) = Dj(dus ce An ++ An) = 
— Z ; (A, . + … 2A;, . + Ah) — 


= 23;(Au ..., A5, ... An) = 29, (A), 
d'où 2, (4) = 0. 


D5. L'échange de deux lignes quelconques (et non seulement des 
lignes voisines) inverse le signe du déterminant. 

Pour toute fonction Z;, (4) cette propriété s'ensuit de D;2 et 
du lemme 1. 

D6. Si dans une matrice carrée À deux lignes sont identiques, son 
déterminant est nul. 

Prenons de nouveau une fonction arbitraire D; (4). En permutant 
deux lignes identiques À, et À, dans À, nous obtenons la même 
matrice À. D'autre part, d’après la propriété D5 (plus exactement, 
d’après la propriété D,5 pour Z;), Z; (A) changera de signe. Ainsi, 
TZ; (A) = —D; (4), d’où 29, (4) = 0 et D; (A) = 0. 

D7. Un déterminant ne change pas si l'on applique à ses lignes les 
transformations élémentaires de type (II). 

I1 suffit de considérer le cas de l’application d’une seule trans- 
formation élémentaire. Soit A’ une matrice obtenue de la matrice À 
en ajoutant à la s-ième ligne de À sa t-ième ligne multipliée par À. 
En vertu des propriétés D1 et D6 (plus exactement, D;1 et D,6 pour 
dD;), on a alors 


D; (4°) Te D j (4:, ss AS FANA GE es, An) a 
= Dis As si) ADS a A sise A, ss) = 
= D;(4;,, ..., An) = D;(4). E 
Les propriétés que nous venons de démontrer permettent de 
calculer, de façon relativement simple, le déterminant d’ordre n. 
L'une des méthodes permettant ce calcul est la suivante. En appli- 


quant des transformations élémentaires, il convient de réduire la 
matrice À = (a;;) à sa forme triangulaire (voir chap. 1, $ 3). Soit. 


Œy1 2 ee in 


1 0 Go See on (5} 


0 O0 ... 4m 


la matrice obtenue. Supposons que pour cette réduction on ait fait q 
transformations élémentaires de type (1) et un certain nombre de 
transformations de type (II). Puisque ces dernières ne changent pas 
le déterminant (la propriété D7) et chaque transformation de type 
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(I) le multiplie par (—1), on a det À = (—1)1 det À *). Nous allons 
démontrer que 


det À = PA e + e Anne 
Dans ce cas on aura 
det A = (—1) 1029 ee. + ds (6) 


Ce sera justemert l’une des formules pour le calcul de det À. 

Démontrons cette formule pour det À, en raisonnant par récur- 
rence sur n. Puisque 4 =... = än = 0, on a, d’après (1), det À — 
= ui My, Où 


M u = 0 l33 5 sn 


0 O ... ann 


est un déterminant d'ordre nr — 1. Par hypothèse de récurrence, 
M: —= (9933 + + +: Anne Par suite, det À — du Mi — y go . “0. 

Maintenant, en nous appuyant sur la formule (6), nous allon 
établir un fait important relatif au rôle que jouent les propriétés 
D1 à D3 des déterminants. A savoir, on peut énoncer le théorème 
suivant : 


THÉORÈME 2. — Soit Da M,(R)—R une fonction ayant les 
propriétés suivantes : 

(i) À (A) est une fonction linéaire des éléments de chaque ligne de 
la matrice À € M, (R); 

(ii) l'échange de deux lignes voisines remplace D (A) par son opposé 
(autrement dit, D (A) est une fonction symétrique gauche multilinéaire 
des lignes de la matrice). 

À lors, il existe une constante p indépendante de À et telle que l'on a 


D (A) = p-det À. 


Le nombre o est déterminé par la relation po — D (E), où E est ta 
matrice unité. 


DÉMONSTRATION, — Suivant le lemme 1, la function Z (4) chan- 
ge de signe lors de la permutation de n'importe quelles deux lignes, 
c'est-à-dire lors de toute transformation élémentaire de type (I). 
Un raisonnement tout à fait analogue à celui que nous avons déve- 
loppé pour démontrer la propriété D7 montre que Z (4) ne change 


*) Il convient de signaler que nous aurions pu réduire la matrice À à la 
forme triangulaire à l’aide des seules transformations élémentaires (des lignes) 
de type (II) qui ne changent pas le signe du déterminant. Dans ce cas, nous 
a’aurions pas besoin d'utiliser pour la démonstration le facteur (—1)9. 
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pas si les lignes de la matrice À sont soumises à une transformation 
élémentaire de type (II). 

Réduisons la matrice À, au moyen des transformations élémen- 
taires, à la forme triangulaire (5), où certains a;; peuvent, certes, 
être nuls. Compte tenu de ce qui précède, nous avons deux formules 

det À = (—1)7 det À =1 (—1)Ta;ya2o + o > Ann (Voir (6)), 

3 (4) = (—1)3 (4), 
où g est le nombre de transformations élémentaires de type (1) appli- 
quées lors du passage de À à À. L'égalité Z (4) = p-det À, qui 
nous intéresse, est visiblement la conséquence de la formule 

D (A) = D(E)-aue.e Ann (7) 
que nous allons maintenant démontrer (d’ailleurs, (6) résulte de 
Q): car, pour % — det, on aura, en raison de la propriété D3, 

D (E) = 1). 

Suivant la condition (i) du théorème, nous pouvons faire sortir 
Ann du signe de ®, de sorte que 


di: * ve di, n-1 in 


D (A) = Ann D 
| (à) .e. An-1, ni An-i,n 


0 .. 0 1 | 


Appliquons maintenant à À une transformation élémentaire de 
type (II): retranchons de la i-ième ligne de la matrice se trouvant 
sous le signe la dernière ligne multipliée par a;,. Il en résulte que 
tous les éléments de la dernière colonne s’annulent (sauf a, = 1), 
alors que tous les autres éléments de la matrice restent inchangés. 
Appliquons le même raisonnement à l’avant-dernière ligne de la 
matrice nouvellement obtenue, et ainsi de suite. Chaque fois on 
fait sortir l’élément suivant a;; du signe % et on reprend le raisone 
nement. En le répétant n fois, nous nous assurons que 


Les 0 
D (A) = ann Au D ee. 
Ds 1 


Le résultat obtenu constitue justement la formule (7). 

Ainsi, la fonction det se définit d’une façon unique par les pro- 
priétés D1 à D3. Voilà pourquoi, nous avons rangé ces dernières 
parmi les propriétés essentielles des déterminants. Dès le début, la 
fonction Z vérifiant les propriétés D1 à D3 aurait pu être appelée 
déterminant, mais dans ce cas il aurait fallu établir son existence. 


108 DÉTERMINANTS [CH. 3 


Dans notre raisonnement, cette existence est assurée par la cons- 
truction même de la fonction det, c’est-à-dire par la formule (4). 

Ayant en vue des applications ultérieures du théorème 2, nous 
n'avons pas inclus dans son énoncé la condition de norme Z (E) —1. 


EXERCICES 


1. En utilisant la formule (1) et la règle des signes dans le développement 
d’un déterminant du troisième ordre (chap. 1, $ 4, exercice 1), écrire sous forme 
explicite tous les produits entrant dans le développement d’un déterminant 
d'ordre 4. Faire attention au nombre total de termes figurant dans le développe- 
ment et essayer d'établir une loi régissant la distribution des signes. 

2. Le second membre de la formule (1) contient n termes. A son tour, 
chaque mineur M; s'écrit sous la forme d’une combinaison linéaire de ses nr — 1 
mineurs d'ordre n — 2, et ainsi de suite. Le développement d’un déterminant 


det (a;;) d'ordre n contient donc au total n (n — 1)...3.2.1 — n! (factoriel- 
le n) produits de la forme a;,1a;,2 . . . 4j,n affectés de signe + ou —. Montrer 
que 

n(n—1) 


det (aij)= @11022 ee Ann + (—1) . An1@n-12 + Gin te 


3. En appliquant les remarques faites dans l'exercice précédent à det (a;;), 
avec a;; = 1 pour i, j — 1, 2, ..., n, montrer que dans le développement 
de tout déterminant d'ordre n la moitié des produits @;,14j92 . .. 4j,n est affectée 


du signe +. 
4. Ecrire la fonction symétrique gauche A: R$—R de trois variables 
Z, Y, 2! 
At y, = (y—2)(2— 2 (2— 7) 


sous la forme d’un déterminant du troisième ordre. 


$ 2. Autres propriétés des déterminants 


1. Développement suivant une colonne.— Nous sommes main- 
tenant en mesure de répondre à la question qu’on se posait involon- 
tairement encore lors de la construction de la fonction det: la pre- 
mière colonne joue-t-elle un rôle particulier dans la formule récur- 
rente (1) pour un déterminant d'ordre n2? La réponse est contenue 
dans la formule suivante : 

n 
det À — à — 1) a; M; (1) 
{= 

Pour sa démonstration il suffit d'appliquer le théorème 2 du 
$ 1 à la fonction 7; dont il s’agit dans le lemme 2 du $ 1. On obtient 
la relation 

T; (A) = D; (E) -det À. 


Or, d’après la formule (3) du $ 1, on a ; (E) = (—1) "1. Par consé- 
quent, Z; (4) = (—1)/"* det A. En multipliant les deux membres 
de cette égalité par (—1)/-!, on obtient det À — (—1) "1; (4), 
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ce qui n’est qu’une autre écriture de la formule (1). Cette formule 
devient encore plus symétrique si l’on introduit un scalaire À;; — 
— (—1)#"M,;; appelé cofacteur de l'élément a;; dans le détermi- 
nant det À. Enonçons le résultat obtenu. 


THÉORÈME 1. — Le déterminant d'une matrice À est égal à la somme 
des produits de tous les éléments d’une colonne quelconque par leurs 
cofacteurs 


n 
det À — > dijAij. EI (2) 
i=1 


Dans cette proposition, toutes les colonnes jouent déjà le même 
rôle. Pour j = 1, elle se transforme en développement de départ (1) 
du $ 1, qui introduit la notion de déterminant. On dit que les for- 
mules (1) et (2) donnent le développement du déterminant suivant la 
j-ième colonne. 


On éprouve la tentation de comparer (2) avec une somme analo- 
n 


gue >, a;;A;; suivant le deuxième indice. Nous verrons bientôt 
fl 


2—= 
que la valeur du det À sera la même. 


2. Propriétés des déterminants par rapport aux colonnes.— En 
considérant les diverses applications du théorème 1 nous pouvons 
établir toute une série de nouvelles propriétés des déterminants. 


THÉORÈME 2. — Les propriétés D1 à D7 établies au $ 1 ont lieu 


non seulement par rapport aux lignes, mais aussi par rapport aux 
colonnes. 


DÉMONSTRATION. — Comme il a été convenu dès le début det À — 
= det [4,, ..., A4,] = det (4%, ..., A), et il résulte du $ 1 
que les propriétés D4 à D7 sont des conséquences tout à fait formel- 
les des propriétés D1 à D3, si bien que leurs analogues pour les 
colonnes une fois démontrées, nous obtenons automatiquement les 
autres propriétés par rapport aux colonnes. Pourtant, la propriété 
de norme D3 occupe une position particulière et ne se rapporte ni 
aux lignes ni aux colonnes. Ainsi, il ne nous reste qu’à considérer 
les propriétés D1 et D2. 

Partons de la formule (2). Elle indique directement que det À 
est une fonction linéaire des éléments de la j-ième colonne parce 
que les cofacteurs À;; ne dépendent pas de ces éléments. Par là 
même, la propriété D1 est démontrée. 

Démontrons maintenant la propriété D2 en raisonnant par récur- 
rence sur l’ordre nr du déterminant, c’est-à-dire que la fonction 
det (4, ..., A®) est symétrique gauche. Pour n = 1, la pro- 
priété D2 n’a pas de sens. Pour nr = 2 elle est facile à vérifier directe- 
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ment : 
a b 


cd 


Soit r > 2. Supposons que les colonnes A et A%+D soient permu- 
tées. Utilisons la formule (2), avec j = k, k + 1. Le mineur M; 
(ou le cofacteur À;;) contient les deux colonnes 4%, A%+h, mais 
sous une forme raccourcie, sans éléments üa;z, a; r+1. Par hypothèse 
de récurrence, l'échange de deux colonnes remplace chaque mineur 
par son opposé. Par conséquent, on a 


det ( ® Li A, A%+b, e © .) — —det (. CERZ | A%+D, A, e » c)e 


3. Déterminant transposé,— Rappelons la notion introduite dans 
le chapitre 2, $ 2, exercice 1. Une matrice rectangulaire à n lignes et 
m colonnes dont la i-ième colonne, i — 1, 2, ..., m, coïncide avec 
la i-ième ligne d’une matrice À à m lignes et n colonnes, s'appelle 
la transposée de la matrice À. La matrice transposée de À est notée 
É ou A’. Donc, si À = (a;;), ‘A — (a), alors ai; — a;;. Par exem- 
pe, 


b a 


= ad— bc= — , 
c 


14 2 3 4 
o 6 7 8 


Une colonne peut être considérée comme une ligne transposée 
[x,, © © ee) Th] — ‘(r,, + 9 Zn). 
Dans le cas des matrices carrés on dit aussi que le déterminant 


di: oi . ee Uni 


det'4A1%12 22 +. ne 


Zin lon ++. nn 


est obtenu par transposition du déterminant det À. L'opération de 
transposition d’une matrice (d’un déterminant) d'ordre nr peut être 
représentée de façon spectaculaire comme rotation de la matrice 
(du déterminant) autour d’un axe immobile, à savoir, autour de la 
diagonale principale. La rotation autour de la deuxième diagonale 
(non principale) est de beaucoup moins utilisée. 


THÉORÈME 3. — Le déterminant d’une matrice transposée coïncide 
avec celui de la matrice donnée 


det ‘A = det À. 
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DÉMONSTRATION. — Considérons la fonction Z: M, (R) —R 
obtenue par la composition À ++ ‘A ++ det ‘A de la fonction de 
passage à la matrice transposée et de la fonction det. La fonction % 
vérifie les propriétés (i), (ii) énoncées dans le théorème 2 du $ 1. 
En effet, d’après le théorème 2, que nous venons de démontrer, 
la fonction ‘À +-- det ‘A possède les propriétés D1 à D7 par rapport 
aux colonnes de la matrice ‘4, c'est-à-dire par rapport aux lignes de 
la matrice À. Par suite, Z est une fonction multilinéaire symétrique 
gauche des lignes de la matrice. Suivant le théorème 2 du $ 1, on a. 
D (A) = D (E) . det À — det tE-det A. Mais, *E — E et donc 
det Æ = 1, si bien que Z (A) = det À. 

Conformément au théorème 3, les lignes et les colonnes d’un déter- 
minant sont d’une même importance: les propriétés exprimées en 
termes de lignes s'expriment aussi en termes de colonnes et récipro- 
quement. Par exemple, avec le théorème 1 sur le développement du 
déterminant suivant les éléments d’une colonne, est vrai le théorème 
suivant : 

THÉORÈME 1’. — Le déterminant d'une matrice À est égal à la 
somme des produits de tous les éléments d'une ligne fixe quelconque 
par leurs cofacteurs : 


ñn 
det À — >» dijAij. 
=1 


On peut y ajouter le critère suivant : si une ligne quelconque (une 
colonne quelconque) du déterminant det À est une combinaison linéaire 
des autres lignes (des autres colonnes), on a det À = 0 (voir propriétés 
D1”, D1” et leurs analogues pour les colonnes). 


Les propriétés des déterminants que nous venons d'établir sont illustrées. 
par deux exemples suivants: 


EXEMPLE 4.-— Le déterminant 
| 4 sas ST 


TL] To e Ln 
2 2 2 
An= T4 Lo CRUE Th = À (x: Lo: CRE) Zn) 
n—1 n—1 n—1 
T To Th 


appelé déterminant de Vandermonde se calcule à l’aide de la formule 
An= [|  (&;—xo, (3) 
1<i<i<n 
ou encore, avec une écriture plus détaillée, à l’aide de la formule 
An = (ro 2) (rs — jose (tn — 2) (ts 2000 
. (Zn — 22) ee. (Zn — Zn1) 
(eu égard à cette formule il est utile de se reporter à l'exercice 4 du $ 1). 
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En particulier, lorsque les éléments x,, . .., zn sont deux à deux distincts, 
le déterminant de Vandermonde est différent de zéro. Cette propriété est bien 
souvent mise à profit. D’après le théorème 3, on a aussi 


2 n-1 
L Ai ef se 2 
n-1 
To 
e 


À x zx? 
An= 2 5 


s | Tn x$ .. æn1 


Pour démontrer la formule (3), raisonnons par récurrence sur n. En admet- 
tant que A, m < n, se calcule par la formule (3) et en nous appuyant sur la 
propriété D7, retranchons de chaque i-ième ligne du déterminant A, la 
{i — 1)-ième ligne multipliée par x,: 


1 «| .….e Â 
0 Lo — Li .. LTn—T: 
An=|0 xi—zxx:; so. LR — Tnt ; 


° e L 2 L2 e L 2 . LL] e e e L2 La [2 e LJ 


Nn-1 __7n-2 Næl __ }N=2 


Une idée vient à l’esprit de développer maintenant le déterminant A, 
suivant la première colonne et, dans le déterminant d'ordre nr — 1 ainsi obtenu, 
de faire sortir du signe de déterminant le facteur commun x;+1 — 1 de la j-ième 
colonne (j = 1, 2, ..., n — 1) (propriété D1” pour les colonnes). On obtient 
l'expression 


1 1 CR 


An= (tn — 21) (£n-1— 21) + (T2 — ZT) °° = 


= (tn — 2) (Cn-1— 21) +. (to — ta)" À (tes ss +.) Zn), 


qui coïncide avec (3), car par hypothèse de récurrence on a A(z+, ..., Zn) — 
— (zj—z;). 
2<i<j<n 


EXEMPLE 2. — Une matrice A=(4;;) de la forme 


0 Ayo Ayg +. in 
— Ayo 0 og +. on 
A=|| —a;3 —ü3s 0 «.. sn 
SRE eds See 
— Ain An —Agn +. 0 


est dite symétrique gauche où antisymétrique (on dit que son déterminant est 
aussi antisymétrique). En d’autres termes, {4 — —A. Compte tenu du théorè- 


me 3, on a 
det À = det {A = det (—A) — (—1}" det 4, 


d'où il résulte que [1 + (—1)7-1] det À = 0. Pour n impair on a det À = 0, 
ce 1 veut dire que le déterminant de toute matrice antisymétrique d'ordre impair 
est nul 


| 4. Déterminants des matrices spéciales. — Le déterminant det À 
d'une matrice À est d'autant plus facile à calculer que le nombre de 
zéros parmi les éléments de cette matrice est plus élevé et que ces 
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zéros sont « mieux disposés ». Cette idée intuitive trouve dans cer- 
tains cas une expression quantitative précise. Nous savons par exem- 
ple (voir $ 1, n° 2) que le déterminant d’une matrice triangulaire 
(supérieure ou inférieure) est égal au produit des éléments de sa 
diagonale principale. Un autre cas particulier de grande importance 
fait l’objet de l’assertion suivante: 


THÉORÈME 4. — Pour un déterminant D d'ordre n + m, dont les 
éléments se trouvent à l'intersection des n premières colonnes et des m 
dernières lignes sont zéros, est valable la formule 


Ai ... din y, n+1 ++. Ai, ntm 


CAE Gin | | O1: Dim 
Zn1 Znn Ah, n+1 ln, ntm pe 
0 0 bu bin EE 
D Le Ge nat ei le + An Ann Drm Dir 
0 0 Om: De 


(le déterminant représenté par le premier membre de cette égalité 
s'appelle déterminant quasi triangulaire ou déterminant à coin de 
zéros). 


DÉMONSTRATION. — Fixons d’abord les n (n + m) éléments a;; 
et considérons le déterminant D comme une fonction des éléments 
b,1 qui forment une matrice carrée B d'ordre m. La fonction ainsi 
obtenue peut être considérée comme fonction de la matrice B: D — 
— % (B). 

Il est clair que les propriétés du déterminant D d’être multilinéai- 
re et symétrique gauche par rapport à m dernières lignes sont équiva- 
lentes aux mêmes propriétés de Ÿ (B) par rapport aux lignes de la 
matrice B. Cela signifie que nous sommes en droit d'appliquer à 
% (B) le théorème 2 du $ 1 d’après lequel Z (B) =  (E) -det B. 
Par la définition de la fonction Ÿ on a 


Ayy ee din y,n+1 --++ 1, ntm 


Any + Ann An,n+1 +: Un, ntm 
TT. = , , 
lg 0 à 52/0 | 
0 . O0 O0 1 


Développons Z (E) suivant les éléments de la dernière ligne (voir 
formule (2)), puis suivant les éléments de l’avant-dernière ligne, 
et ainsi de suite. En réitérant cette opération m fois, nous nous assu- 


8—0877 
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rons que ŸZ (Æ) — det À, où 


Any -.. Ann 


Finalement, on obtient D — % (B) — det À -det B. E 
Avec les nouvelles notations, la formule du théorème 4 prend 
une forme plus compacte 


det — det À-det B. (4) 


ÀA C 
0 B 
Ici À et B sont des matrices carrées, alors que la matrice 0 et la matri- 
ce C sont rectangulaires. En s'appuyant sur les théorèmes 3 et 4 


ou sur le raisonnement développé au cours de la démonstration du 
théorème 4, on établit sans peine que 


0 
det — det À-det B. 
C B 
Parfois on tente d'écrire exactement la même expression pour le détermi- 
C À : À RE O 1 
nant de | 8 ol bien qu’un contre-exemple très simple 1 0 = — { 


vienne naturellement à l'esprit. Tout dépend du signe. On obtient la réponse 
correcte à condition de faire l’échange des lignes ou des colonnes qui ramène 
l tri C A B 0 A C 
a matrice || 0 C A 0 g || 

On peut développer des raisonnements plus simples en partant du même 
théorème 2 du $ 1 que nous avons déjà utilisé à maintes reprises. En effet, 


à la forme ou 


det | — det h -det B. 
D'après la formule (1) appliquée m fois, on trouve 
Gyy ++. in 
C A An1 Ann 
0 1 0 oo 0 


= (— 4)+2+Gm+2)+ -.+(n+2) Jet À — (— 19m det 4. 


11 s'ensuit définitivement que si À, B sont des matrices carrées d'ordres respectifs 
n et m, on a 


det : [0m det A-det B. (5) 
B 0 


Les formules (4) et (5) font partie du théorème général de Laplace sur le 
développement des déterminants. Pourtant, ce théorème n'étant utilisé que 
dans des cas relativement rares, nous ne nous y étendrons pas. Nous ne nous 
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empressons pas non plus de démontrer le théorème dit théorème sur le dévelop- 
pement complet du déterminant (voir chap. 4, $ 3) qui n’est, au point de vue 
du calcul, que de peu d'utilité. 


Une assertion très importante, relative aux déterminants des 
matrices, est contenue dans le théorème suivant : 


THÉORÈME 95. — Soient À et B deux matrices carrées d'ordre n. 


Alors, on a 
det AB — det À -det B. 


DÉMONSTRATION. — Suivant les formules (7) et (9) du chapitre 2, 
$ 3, qui expriment les coeîticients c;; de la matrice (c;;) — AB — 
— (a;;) (b;;) par les coeïficients des matrices À et B, la i-ième ligne 
(AB); s'écrit sous la forme 


n 
(AB); = (4,B®, A,B®, ..., AB®); ABŸ= 2 Ginbr;- 


Fixons la matrice B et posons pour toute matrice À : 
D (A) = det AB. 


Montrons que la fonction Z satisfait aux conditions (i), (ii) 
du théorème 2 du $ 1. En effet, nous savons que det AB est une 
fonction linéaire des éléments de la i-ième ligne (AB); : 


det AB — À,4,B® + 2,4,B® +... + 2,4,B",. 
Par suite, 
D (A)= A DETTES à dir à À 08; = D NEUATE 
= = k=1 


n 


OÙ LU = M b,; est un scalaire qui ne dépend pas des éléments 


de la i-ième ligne À; de la matrice À. 


Nous voyons que Ÿ (A) dépend linéairement des éléments de la 
i-ième ligne de la matrice À. 

Permutons 4, et À;. Puisque la s-ième et la t-ième lignes de la 
matrice AB sont de la forme 


(A,B®, ..., AB"), 
(4,B%, ..., AB), 


elles seront interverties, elles aussi, si bien que, suivant le théo- 
rème À, on aura: 


D(..., An... Ar...) = % (A) = det AB = 
— det [. .., (4B)4, ..., (AB), .. .] — 
— —det [..., (AB), ..., (AB), .. | — 
| 


8* 
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Ainsi, les deux conditions du théorème 2 du $ 1, d’après lequel 
D (A) = Ÿ (E) -det À, sont satisfaites. Or, par définition, Ÿ (E) — 
— det EB = det B, ce qui implique la formule cherchée. 


5. Sur la construction de la théorie des déterminants.— Les théorèmes 1 
et 2 du $ 1 donnent au fond une description axiomatique de la fonction det, 
bien que nous ayons commencé par donner cette fonction d’une manière pure- 
ment constructive. 

Indiquons encore une voie à suivre pour élaborer la théorie des détermi- 
nants. A savoir, soit donnée une fonction Z : M,(R) —R qui vérilie les 
propriétés suivantes : 


(i) Z(AB) = D (4): Z(B) quelles que soient les matrices À, B € M, (R); 
(ii) Z (F5, rs) = —1 pour toute matrice élémentaire F,,, (voir chap. 2, $ 4, 
(iii) D (A) = À pour une matrice triangulaire supérieure de la forme 
À 
1 XX 
A= En 
0 Si 


On affirme que Z —det. En effet, en utilisant la propriété (i) relativement 
à la matrice 


À ; 
1 0 * (Q 
Fs()=F,s 0 3 Fi,s= À C 
e 0 . 
1 

nous obtenons 3 (F4 (A))—=(—1):À:(—1)= 2. Cela signifie en particulier que 
D(F,(D)=X pour la matrice élémentaire F, (À), À - 0. On a ensuite 

0 0 


#(| 


Suivant (iii), on a 2 (F4, ; (À)) = 1 pour la matrice élémentaire F,,; (à), avec 
s <t. Puisque 


= Frys (0) Fr (0), 


d’où 


E} dl) = 0 pour r <n, 
O0 O7 L1 pour r=n. 


Fe. D à » (A)-F,, t ai F, S (À), 


onaZ(F;,,, (à) = 1, donc Z(F,, ; (à)) — 1, quels que soient les indices s £ t. 

Ainsi, D (F,,) = —1 = det F5, #, (Ps, O)) = 1 = det F,,, (À) et 
D (F, (à) = À =det F, (à). Puisque toute matrice À € M, (R) s'écrit sous la 
forme À = P | “ 0 | Q,r<n, où P et Q sont des produits de matrices 
élémentaires (voir les raisonnements qui précèdent le théorème 5 du chap. 2, 
$ 4), la propriété (i) permet de conclure que Z (4) — det À. 

Nous conseillons au lecteur d'avancer et de justifier ses propres variantes 
de description axiomatique de la fonction det. 
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EXERCICES 


1. Les entiers 1798 = 31.58, 2139 = 31.69, 3255 = 31.105, 4867 — 
= 31-157 sont A par 31. Sans procéder à aucun calcul, montrer que le 
déterminant d'ordre 4 


1 7 9 8 
2 14 3 9 
3 2 9 9 
4 8 6 7 


est, lui aussi, divisible par 31. 

2. Montrer que tout déterminant antisymétrique | a;; | d'ordre 4, avec 
a;j EZ, est le carré d’un entier. (Remarque. Cela est vrai pour tout 
déterminant antisymétrique.) 

3. Démontrer la relation det AB = det À -det B (théorème 5) en ramenant 


une matrice auxiliaire C = | _ 4 | de type (2n, 2n) à la forme C” = 

« AB || Pa application à ses lignes des transformations élémentaires 

De type (Il). (Indication. Utiliser l'égalité det C = det C’ et les relations 
); (9).) 


4. Montrer que {(AB) = tBtA quelles que soient les matrices rectangulaires 
mxretrxn. 

5. Montrer que det B-14B = det À pour toute matrice carrée À € M, (R) 
et toute matrice inversible B € M, (R). 


6. Soit 

À 14 0 0 0 0 

—1 À 1 0 0 (Q 

Cris n)=] 6 0 0 .…. Ane 1 0 

0 O0 0 —1 An-1 1 

0 O0 0 O0 —1 Ân 
Montrer que det C, — À, det Ch-1 + det C,-2. Calculer la valeur numérique 
de det C, pour M = —.. = =1| (Indication. Se rappeler 
de l'exemple 3 du chap. 2, $ 3, n° 3, et faire attention au fait que 

det C, (1, », 1) = (—1) nl det C, (—1, ..., —1).) 


7, Montrer que le déterminant de la matricen xn 
2 —1 ( Des 0 0 0 


4 2 —14 0 0 O0 0 
0 —1 2 —1 0 0 
An= . 
0 O0 O0  o —1 2 —1 
0 O0 O0  o 0 —1 2 


est égal à n + 1. 


$ 3. Applications des déterminants 


1. Critère de régularité d’une matrice.— Comme il a été dit 
au chapitre 2, $ 3, une matrice carrée À est régulière s’il existe une 
matrice inverse À -!. En appliquant le théorème 5 du $ 2 à la rela- 
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tion AA! — A-14 — FE, on obtient det À -det A7! — 1. Il s'ensuit 
que le déterminant d'une matrice régulière est différent de zéro et 


det A1 — (det A)”1, 
Considérons avec la matrice À son adjointe 
Air ss A: 


Ain ….. Ann 


Pour obtenir AV il faut mettre à la place de chaque élément a;; 
de la matrice À son cofacteur À ;; (i, j = 1, ..., n) el passer ensuite 
à la matrice transposée. 


THÉORÈME 1. — Une matrice À € M, (R) est régulière (inversi- 
ble) si, et seulement si, det À 0. Si det À 0, on a A1 = (det A) "AV 
ou bien, sous une forme plus détaillée, 


A: An: 

di: din = det À det À 
ln1 Znn Ain Ann 
det À ‘°° det À 


La démonstration de ce théorème sera précédée du lemme suivant : 
LEMME. — Soit À E M; (R). Alors, on a les relations 

dj ji + Gi jo + + + AinAjn = Vij det À, (1) 

ŒiAyj + Goo Fee + AniAnj = Vij det À, (2) 

où Ô;; est le symbole de Kronecker (pour i =£ j on dit que le déterminant 


est développé suivant les éléments d'une ligne non propre ou respective- 
ment d'une colonne non propre). 


DÉMONSTRATION. — Pour i — j, l’assertion énoncée dans le lemme 
coïncide avec les théorèmes 1 et 1’ du $ 2. Par suite, il reste à con- 
sidérer le cas de i £ j, où 6,; — 0. A cet effet, introduisons une 
matrice 


di1 Go din 
d;; djo . Ein 
/ 
2 ESS 2 PR PR A EE . + + + + + + , 
di1 dis din 


ni n2 . ee Ann 
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obtenue à partir de À —[..., À;, ..., A;, ...] en remplaçant 
la j-ième ligne par la i-ième (la i-ième ligne reste sur place). Cette 
matrice, comme toute matrice carrée contenant deux lignes identi- 
ques, a det 4’ — 0. D'autre part, le cofacteur A5, (k = 1, ..., n) 
est obtenu en supprimant la j-ième ligne A; — À; et la k-ième colonne 
du déterminant, de sorte que A, — À;,. Le développement formel 
du déterminant de la matrice À’ — (a;;) suivant la j-ième ligne 
donne la relation 


n n 
0 = det 4’ — > ar Ar = 2 Air A; 
k=— k= 


qui coïncide avec la relation (1) dans l’énoncé du lemme. La deuxiè- 
me relation est obtenue à partir des considérations analogues rela- 
tives aux colonnes. 


En revenant à la démonstration du théorème, nous remarquons 
simplement que le premier membre de la relation (1) n’est rien 
d'autre que l’élément c;; de la matrice C — AAV: 


C11 ….. Cin di1 RP in A1: ds À; 


Cris. (Css rss des. 4 
D'après la relation (1) on a (c;;) — (6;; det À) — (det À) E. Ainsi 
AAV = (det À) E, 
d’où l’on déduit pour det À Æ 0: 
(det A)! (4AAV) — À (det A) AV = E. 


Le premier membre de la relation (2) est l'expression de l’élé- 
ment c;; de la matrice C” — AV À. Puisque les seconds membres des 


relations (1) et (2) coïncident, nous obtenons, dans le cas où det À 
=£ 0, les relations 


A (det A) AV = (det A) AV A — E, 
qui signifient que A! — (det A) 1AV. 


COROLLAIRE 1. — Le déterminant est nul si, et seulement si, ses li- 
gnes (et ses colonnes) sont linéairement dépendantes. 

Ce critère, que nous connaissons déjà en partie (voir la fin du 
n° 3, $ 2), aurait pu être démontré depuis longtemps, mais nous n’en 
avions pas besoin. En voici la démonstration : suivant le théorème 1, 
l’égalité det À — 0 est équivalente à la singularité de la matrice À, 
alors que d’après le théorème 4 du chapitre 2, $ 3, la singularité est 
équivalente à la condition rang À n (n est l’ordre de la matrice 
Carrée À) qui caractérise, en vertu du théorème 1 du chapitre 2, 
$ 2, les matrices à lignes (colonnes) linéairement dépendantes. 
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Le théorème 1 est d’une portée plutôt théorique. Au point de 
vue du calcul, surtout dans le cas des matrices d'ordre élevé, le 
calcul de la matrice A”! s’avère plus commode en appliquant la 
méthode de la (P, Q)-réduction, décrite dans le corollaire au théo- 
rème o du chapitre 2, $ 4. 

Proposons-nous maintenant d'établir les formules pour la résolu- 
tion d’un système linéaire de nr équations à r inconnues; d’ailleurs, 
initialement la théorie des déterminants a été développée justement 
pour la résolution de tels systèmes. 


COROLLAIRE 2 (formules de Cramer). — Si un système linéaire 
did + e e e + din — b., 


possède un déterminant non nul (c'est-à-dire det (a;;) = 0) il admet 
une solution et une seule, définie par la formule 


Œj1 b: se din 


o An1 Dn Ann 

TR = 7 Fe , k = À, 2 sn 
11 1R din 
Gn1 Ank Ann 


(le numérateur D, est obtenu en remplaçant dans D — det (a;;) la 
k-ième colonne par la colonne des termes constants). 


DEMONSTRATION. — Suivant le théorème 1, la matrice À = (a;;) 
est inversible. Par conséquent, en écrivant notre système sous la 
forme AX — B, nous obtenons, de même qu'au chapitre 2, $ 4: 


__ in _ (Aii)B 
À = AB — det À ° 
Il en résulte 
D Ajrb; 


o° J 
TR jet À ? 
où l'expression au numérateur représente tout jusle le développement 
du déterminant D, suivant la k-ième colonne (voir (2)). 
L'exécution de toutes les transformations en ordre inverse montre 
que l’ensemble (D,/det À, ..., D,/det À) est réellement solution 
de notre système. E 


Remarquons que les formules (3), (9) du chapitre 1, $ 4, coïncident juste- 
ment avec les formules de Cramer pour nr = 2 et 3 respectivement. Les formules 
de Cramer, qui s'avèrent bien commodes pour de faibles valeurs de n, ne remplis- 
sent au fond qu’une fonction purement ohne. C'est ainsi, par exemple, que 
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leur application au système linéaire indiqué dans l'exemple 2 (chap. 1 , $ 3, 
n° 4) donne pour les nombres de Fibonacci (en tenant compte de l'égalité: 


det À = 1) l'expression suivante: 
1 0 O0 (0 0 1 
0 4 0 0 0 1 
1 =Lt À; 0 0 O 
În NS ue 
0 0 O —1 4 O0 
0 0 O0 ... —1 —1 0 


On comprend qu’elle est assez loin de l’expression explicite obtenue pour /n. 
à la fin du $ 3, chapitre 2. 


2. Détermination du rang d’une matrice.— Les $$ 2 et 4 du 
chapitre 2 contiennent tout le nécessaire pour décrire l’ensemble des. 
solutions d’un système rectangulaire général d'équations linéaires. 
Le rôle fondamental dans cette description appartient à la notion de 
rang d’une matrice. Il ne nous reste qu’à la traduire en langage de 
la théorie des déterminants pour avoir à notre disposition encore une 
méthode pour le calcul du rang et un moyen commode pour exprimer 
le fait d'indépendance linéaire d’un système de vecteurs de l’espace: 
vectoriel R7. 

Ainsi, soit 


11 Œir din 
A= Qr1 Qrr Qrn 
Ami . ee mr . . e mn 


une matrice rectangulaire quelconque m X n à coefficients a;; ER. 
Par mineur d'ordre 4 de la matrice À on entend, comme à l’ordi- 
naire, le déterminant de la matrice extraite de À, dont les éléments. 
se trouvent à l'intersection des #4 colonnes différentes et des k lignes 
différentes marquées; #< min (n, m). 

Supposons que le rang de la matrice À soit égal à r. En vertu du 
théorème 1 (voir chap. 2, $ 2) cela signifie que r est le nombre, le: 
plus grand possible, de lignes linéairement indépendantes, ainsi que: 
celui de colonnes linéairement indépendantes de la matrice À. Se 
reportant au théorème 5 du chapitre 2, $ 4, et à son corollaire, on 
remarque que 

E, 0 


0 of® 


où B et C sont des matrices régulières m X m ei n X n écrites sous: 
la forme du produit de matrices élémentaires. Du fait que la matrice 
E, 0 


0 0 


A=B 


a un mineur non nul M — | E, | = 1 d'ordre r, mais n’a 
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pas de mineurs non nuls d'ordre > r, et vu que cette propriété se 
conserve lors des transformations élémentaires faites sur les lignes 
et les colonnes, nous pouvons énoncer l’assertion suivante: 


THÉORÈME 2. — Le rang de toute matrice À à m lignes et n colonnes 
est égal au plus grand ordre de ses mineurs non nuls. KE 


Tout mineur non nul d'ordre maximal de la matrice À s’appelle 
son mineur de base. Les colonnes (respectivement les lignes) de la 
matrice À qui croisent le mineur de base donné s’appellent, conformé- 
ment à la terminologie introduite au chapitre 2, colonnes de base 
(respectivement, lignes de base). En interprétant, comme précé- 
demment, les lignes et les colonnes de la matrice À de type (m, n) 
en tant que vecteurs des espaces respectifs R° et R”*, ainsi qu’en 
utilisant les propriétés fondamentales des systèmes de vecteurs linéai- 
rement indépendants (possibilité de les compléter jusqu'à la base; 
voir chap. 2, $ 1, exercice 5), il est facile de comprendre que la 
recherche d’au moins un mineur de base se simplifie considérable- 
ment, lorsqu'on la ramène à une étude successive des mineurs dits 
bordants. À savoir, si l’on trouve un mineur non nul M] d'ordre k 
de la matrice À, le pas suivant consiste à vérifier les seuls mineurs 
d'ordre (4 + 1), dont le mineur M est obtenu en supprimant une 
ligne et une colonne. Si les mineurs bordant M sont nuls, on a 
rang À — k. (Pourquoi? Cela signifierait, en verlu du théorème 2, 
que toute colonne de la matrice À s'exprime linéairement en fonc- 
tion des £ colonnes choisies.) Dans le cas contraire, il convient de 
passer aux mineurs bordant un mineur non nul quelconque d'ordre 
& + 1. 

La méthode des mineurs bordants s’avère assez commode en 
pratique, surtout dans les cas où l’on veut déterminer non seulement 
le rang, mais aussi les colonnes et les lignes de la matrice À qui 
forment un système libre maximal. Lors des transformations élé- 
mentaires, cette information est évidemment perdue. 


EXERCICES 
1. Montrer que les relations suivantes sont vraies: 
(4B)Y = BYAY; (4) = 44); (4)V = MA; 
(4 V)V = (det A)7-24. 


2. Exprimer rang À Ÿ eu fonction de rang À. 

3. Démontrer qu’un système carré d'équations linéaires homogènes admet 
des solutions non triviales si, et seulement si, le déterminant du système est nul. 

4, En s'appuyant sur les résultats obtenus au chapitre 2, $ 4, n° 1, et sur 
le corollaire 2 du théorème 1, montrer que le système fondamental de solutions 
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du système homogène 


dl + ... + dintn — 0, 


dti De ses entr = 0 


de rang r = n — 1 ne comprend qu’un seul vecteur colonne 
X° — [D,, —D,, D3, . + 7 (—1)7-1 D], 


où D; est le déterminant d’une matrice obtenue à partir de À — (a;;) en suppri- 
mant sa i-ième colonne. Toute solution du système est de la forme X = AX°. 

5. Soient À — (a;;) € Ma (R) et (n —1)la;;| <a; | pour tout i Æj. 
Démontrer que det À Æ 0. (Indication. En raisonnant par l'absurde, 
utiliser le critère établi dans l’exercice 3. A savoir, si [xf, . .., xA] est une 
solution non triviale du système linéaire 4 X = 0 et x, est sa composante, possé- 


dant un module maximal, alors de la k-ième équation ayzx} + à dpt; = 0 
j 


il résulte l'estimation (in —1)lanl1zl=(n —1)1 > ap jt} << 
ÎÆR 


<(n — 1) ag | 1 xp |, qui fournit la contradiction requise.) 


6. Démontrer l’assertion suivante. Soient À — (a;j), B — (by,;) deux 
matrices respectives n X m et m x n et soit C — AB. Alors 


d;;, doj, See Znj, b; 1 bi 2 a se bin 
Œ » : a s .….. (4 . Q . Ë 
det C— Pa le 23e NJ2 b;,1 b;,2 bn . 
1Sji<...<inEm ù  & 
Mr fai, ne Prin Pi in? Bien 


Lé * m e e. 
La somme dans le second membre est étendue à toutes les (®) combinaisons 


possibles {j1, jo, + - ., j1} de m nombres: 1, 2, ..., m, pris n à n. En particu- 
lier, det C — det À -det B pour m = n, et det C — 0Opourn > m.(Indica- 
tion. Répétée. plusieurs fois, l’application de la propriété D1" ($ 1, n° 2) 


donne par suite de € = (c;j), c;j — 21 a;nbpj: 


Tr ir, °° AR 
uk a a a 


En, ..e dk 


où la somme est étendue à tous les k,, ..., k, deux à deux distincts. Pour 
m < n,il n’y a pas de tels indices et donc det C = 0. Si m > n, alors k,, ... 
..., k, est une suite des éléments de {j1, . . ., jn}, pris dans un ordre quelcon- 
que et choisis parmi 1, 2, ..., m. Il convient de réunir tous les termes cor- 
respondant à la combinaison fixée {j1, . . ., j,} et, en se servant du théorème 
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sur le développement complet du déterminant, obtenir l'expression 


dir, .…e Anh, Gi, .… Zn, 
NS) = Ra _ 
ps byi CERN] bon e e e . 0 e e PAS End y 1 .… bon 
ELA 
a 0 a 1: CA a: 
1Rh nhh 1h nn 
da;, .…. ni, b; 1 .. bin | j 
+ CEE n 
— e. + + + + + LS . + + + + ee , ou a= | à | . Ÿ 
b b k: .… Kkn 
ne .. ni, n1 ... int 


7. En utilisant l'exercice précédent, montrer que si M est une matrice 
m x n à coefficients dans R, m>n,ona 


dett44=— 5, M?, 
M 


m ; : 
où M parcourt tous les ( ; mineurs d'ordre nr de la matrice À. 


CHAPITRE 4 


STRUCTURES ALGÉBRIQUES 
(groupes, anneaux, corps) 


Dans les chapitres qui précèdent nous avons accumulé pas mal 
de données concrètes qu'il s’agit maintenant d'interpréter en nous 
plaçant à un point de vue plus abstrait. À cet effet, nous introdui- 
rons, en attendant à un niveau élémentaire, les notions de groupe, 
d’anneau et de corps qui sont des notions fondamentales pour toute 
l'algèbre. 


$ 1. Ensembles munis d’opérations algébriques 


1. Opérations binaires.— Soit X un ensemble quelconque. On 
appelle opération algébrique binaire (ou loi de composition) définie 
sur À une application arbitraire (fixe) t: À X X — X du carré 
cartésien X? — X X X dans X. Ainsi à tout couple (a, b) d'éléments 
a, b E X, cette opération fait correspondre univoquement un élément 
déterminé v (a, b) du même ensemble X. Quelquefois, au lieu de 
T (a, b) on écrit atb, mais le plus souvent on désigne l’opération bi- 
naire sur À par un symbole spécial quelconque: +, ©, .- ou +. 
Nous suivrons, nous aussi, cette dernière voie en appelant a-b (ou 
tout simplement ab sans aucun signe entre a et b) le produit et a + b 
la somme des éléments a, b € X. On comprend que dans la plupart 
des cas ces dénominations sont conventionnelles. 

En général, beaucoup de différentes opérations peuvent être 
définies sur un ensemble X. En voulant dégager l’une d'’elles, on 
utilise les parenthèses (X, +) et on dit que l’opération +* confère 
à X une structure algébrique ou encore que (X, +) est un système 
algébrique. C’est ainsi par exemple que sur l’ensemble Z des entiers 
relatifs, en plus des opérations naturelles +, + (addition et multi- 
plication) il est aisé d’indiquer des opérations « dérivées »: no m — 
=n+m—nm, nxm —= —n—m, etc., qu’on obtient aisément 
à l’aide de + (ou —) et +. Il en résulte des structures algébriques 
différentes (Z, +), (Z, -), (Z, o), (Z, x). 

A côté des opérations algébriques binaires, on a aussi intérêt 
à considérer des opérations n-aires beaucoup plus générales (unaires 
pour nr —= 1, ternaires pour n —= 3, etc.), de même que leurs combi- 
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naisons. Les structures algébriques associées à de telles opérations 
font l’objet de la théorie des algèbres universelles. D'ailleurs, nous 
ne les mentionnons que pour souligner une fois de plus l’importance 
de principe que présentent pour les mathématiques les structures 
algébriques munies d'opérations binaires, qui ne constituent au 
fond qu'une branche de la théorie des algèbres universelles. 

Quant aux modes de formation des diverses opérations binaires 
sur un ensemble X, ils donnent évidemment libre cours à l’imagina- 
tion. Mais le problème d’étude des structures algébriques arbitraires 
est trop général pour qu'il puisse présenter une importance réelle. 
C’est la raison pour laquelle on ne le considère qu’en imposant diver- 
ses limitations naturelles. 


2. Demi-groupes et monoïdes.— Une opération binaire + sur 
un ensemble X est dite associative si (a x b) x c — ax (b + c) pour tout 
triplet a, b, c € X ; elle est commutative si a x b — b+a. On donne les 
mêmes noms à la structure algébrique (X, +) définie par cette opéra- 
tion. Les conditions d’associativité et de commutativité sont indé- 
pendantes l’une de l’autre. En effet, l'opération + définie sur Z par 
la loi nxm — —n—m est évidemment commutaiive, mais 
(x 2)x3—=(—1—2)x3 = —(—1—2)—3—-0-24 — 1x (2x3) de 
sorte que la condition d’associativité n’est pas satisfaite. L’opéra- 
tion de multiplication définie sur l’ensemble M, (R) de toutes les 
matrices carrées d'ordre nr >> 1 est associative sans être commutative 
(voir chap. 2, $ 3, n° 2). 

Un élément e € X est dit élément neutre (ou élément unité) pour 
l'opération binaire considérée x si exx —x+xe—x pour tout 
x E À. Sie’ est un autre élément neutre, alors, en vertu de la défini- 
tion, on ae’ —e *e — e. Cela signifie que si une structure algébri- 
que donnée (X, +) admet un élément neutre cet élément est unique. 

Un ensemble X muni d’une opération binaire associative s'appelle 
demi-groupe. Un demi-groupe ayant un élément neutre (élément uni- 
té) s'appelle encore par convention monoïde (ou tout simplement 
demi-groupe unitaire). 

De même que pour tout ensemble, la puissance d’un monoïde 
M = (M, +) est désignée par le symbole Card M ou | M |. Lorsqu'un 
monoïde M comprend un nombre fini d'éléments, on dit que l’on 
a affaire à un monoïde fini d'ordre | M |. 

Donnons quelques exemples de demi-groupes et de monoïdes. 

1) Soient Q un ensemble arbitraire et M (Q) l’ensemble de toutes ses trans- 


formations (des applications de & dans lui-même). Les propriétés des ensembles 
et des applications établies au chapitre 1, $ 5 entraînent que (M (Q),to, eo) 


est un monoïde. Ici o désigne la composition des applications et e, l’application 


identique. 
Considérons à part le cas particulier, où Q est un ensemble fini comprenant 
| Q | — n éléments désignés simplement par les entiers naturels 1, 2, ..., n. 


Toute application f: @ — Q est définie par la donnée d’une suite ordonnée 
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f (1), f (2), ..., f (n), où les images f (i) sont éléments de Q. On n'exclut pas 
des coïncidences f (i) = f(j) pour i  j. En composant toutes les suites pos- 
sibles, on obtient exactement n°? transformations. Donc, | M (Q) | — 
— Card M (Q) = n°. Posons n = 2 par exemple. Les éléments e, f, g,hk 
du monoïde M ({1, 2}) et leurs produits deux à deux sont entièrement définis 
par deux tableaux 


PE Jef ah 
e | 1 2 e le f g h 
f | 2 1 flifek £g 
g |1 1 g |£ £ & £ 
k | 2 2 hikhkh hh 


Il est immédiat que M ({1, 2}) est un monoïde non commutatif. 


2) Soient Q un ensemble quelconque et æ (Q) l’ensemble de toutes ses 
parties (voir chap. 4, $ 5, exercice 4). On peut munir .# (Q) des opérations 
binaires ff et U qui sont associatives vu que (4 NB)NC=AN(BNC) 
et (4 UB) UC = A U(B UC).Ilest évident que S U 4 = Aet À NQ—= A. 
On a donc deux monoïdes commutatifs (# (Q), MN, æ) et (æ (Q), U, Q). 
Comme on le sait, | © (Q) | = 27 si | Q | = n. 

3) (M, (R), +, 0) est un monoïde commutatif ayant pour élément neutre 
la matrice nulle, et (M, (R), +, Æ) est un monoïde non commutatif dont l’élé- 
ment neutre est la matrice unité E. Cela résulte immédiatement des propriétés 
de l’addition et de la multiplication des matrices que nous avons étudiées au 
chapitre 2. 


4) Soit nZ ={nm|me€Z} l’ensemble des entiers divisibles par n. Il 
est clair que (nZ, +, 0) est un monoïde commutatif et (n Z, -) un demi-groupe 
commutatif sans élément unité (n > 1). 


5) L'ensemble P, (R) des matrices stochastiques d'ordre n (voir chap. 2, 
$ 3, exercice 8) est un monoïde muni de l’opération de multiplication ordinaire 
des matrices. 


Un sous-ensemble S’ d’un demi-groupe S muni d’une opération * 
s'appelle sous-demi-groupe si x + y ES” pour tout couple x, y € S’. 
On dit aussi dans ce cas que le sous-ensemble SE S est stable pour 
l'opération x. Si (M, +) est un monoïde, et le sous-ensemble ME M 
est non-seulement stable pour l’opération + mais admet encore un 
élément neutre, on dit que M” est un sous-monoide de M. Par exemple, 
(nZ, -) est un sous-demi-groupe de (Z, +), et (nZ, +, 0) est un 
sous-monoïde de (Z, +, 0). Tout sous-monoïde d’un monoïde 
M (Q) s'appelle monoïde de transformations (de l’ensemble Q). 


3. Associativité généralisée ; puissances. — Soit (X, -) une struc- 
ture algébrique quelconque dont : est une opération binaire. Par 
souci de simplicité, on écrit xy au lieu de x : y. Soit x, ..., 
une suite ordonnée d'éléments de X. Sans changer l’ordre, nous pou- 
vons composer, par de nombreux procédés différents, des produits 
de longueur nr. Supposons que le nombre de tels procédés soit égal 
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LS 


à 
ll: tir,: 


lg = 2: (tite) Las Ti (Zats) ; 


d, = 9: ((t1Te) Ts) Lis (T1 (ToT3)) Lis La ((ToTs) Tu), 1 (Ze (tel); 
(dir To) (sta); etc. 


Il est évident qu'en prenant tous les produits possibles x, . . . xp, 
Lh+1 + + + 2n de longueurs ketn—k, 1<k<n—1, et les compo- 
sant ensuite par notre opération binaire dans l’ordre donné, nous 
utiliserons toutes les Z, possibilités. Il est remarquable que dans les 
monoïdes (et les demi-groupes) la disposition des parenthèses devient 
inutile. 


THÉORÈME 1. — Si une opération binaire définie sur un ensemble 
X est associative, le résultat de son application successive à n éléments 
de cet ensemble ne dépend pas de la disposition des parenthèses. 


DÉMONSTRATION. — Pour n = 1, 2 il n’y a rien à démontrer. 
Pour n — 3 la proposition énoncée par le théorème coïncide avec 
la loi d’associativité. Raisonnons plus loin par récurrence sur n. 
Supposons que n => 3 et que pour un nombre d'éléments << n la 
vérité de la proposition soit établie. [1 ne nous reste à montrer que 


(tas + +. TR) (Try e + + En) = (+. + Zi) (Hits + En) (1) 
quels que soient k, !, 1< k, l£ n — 1. Nous avons mis seulement 


des parenthèses extérieures car par hypothèse de récurrence la dis- 
position des parenthèses intérieures est sans importance. En particu- 


lier, tite. . . TR = (. . . ((Tite) Lac « . Tr_1) TR est un produit que 
l’on appelle produit normé à gauche. On distingue deux cas: 
dd h=nes tt. AlôrS (ads) )s 


est un produit normé à gauche ; 
b) 4 <n — 1. En raison de l’associativité on a 
(ti... TL) (Gh4r1e En) = (ie + + Zn) (Gas à + + Ans) An) = 
= (ti + + Tr) (Th+a + + + Tn-1)) En = 
= (4 (0.4 (tite) + + + Tr) Ta) + + + Tn4) Tu: 
qui est encore un produit normé à gauche. Le second membre de 


l'égalité (1) à démontrer se ramène à cette même forme. 
Au chapitre 2, $ 2 nous avons introduit le signe de sommation 


S'æx;. Il est évident qu'on peut l’employer aussi dans tout monoïde 
additif commutatif. Pour un monoïde multiplicatif son analogue 
est le signe de produit : 


2 3 n n—1 
Î Ti — Li Lo, Ïl Ti (Tito) La, IT Ti ( [l DETTE 
i=1 i—=1 i—1 i—1 
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Par suite du théorème 1, dans l'écriture (et lors du calcul) du 
produit xx, . . . 4, des éléments d’un monoïde on peut supprimer 
les parenthèses. On doit avoir le seul soin de respecter l’ordre des 
facteurs, et cela surtout dans le cas où ils ne sont pas tous permuta- 
bles. En particulier, pour x, = 2, =... — Tn = Ÿ; le produit 
zx ...æx est désigné, de même que or des opérations sur les nom- 
bres, par le symbole x* que l’on appelle puissance n-ième de l’élé- 
ment x. Comme corollaire du théorème 1 on a les relations suivantes 


LL = re (rer, nm, reN. (2) 
Lorsqu'il s’agit d’un monoïde (M, :, e) on pose encore 2° — e pour 
tout x € M. 

Etant donné les monoïdes (M, :, e) et (M, +, 0), on associe 
aux puissances x" € (M, :, e) les éléments nx = x + x +... + 
+ x E(M, +, 0) appelés multiples de x. Les règles (2) deviennent 
valables pour les multiples : 


mi + nc =(m+n)z, n(mx) = (nm) x. (2) 
On note encore un fait utile. Si xy — yx dans un monoïde M, alors 
Guy) =, On = 0 EL :2., (3) 
En particulier, cette relation est toujours vérifiée dans un monoïde 
commutatif. On la démontre par récurrence sur n: 
y)" = (ay) (ay) = (a T) (ay) = (EYE) y = 
= (ar ag) y = (aa) y) = dy". 


Plus généralement en s'appuyant sur la relation (3) et en utilisant 
la récurrence sur m, on obtient 


Lt = lin 1LKi, LM... Lm) = 2... %m (4) 
De façon analogue 
n(x+y)=nx +ny, n=0, 1,2,... (3) 


nt... +in) = nt +... + ntm n —=0,1,2,... (4) 


Généralement, le monoïde (M, :, e) est dit multiplicatif et le 
monoïide (M, +, 0) additif. La notation additive est réservée de 
préférence pour les monoïdes commutatifs. 


4, Eléments inversibles. — Un élément a d’un monoïde (M, .-,e) 
est dit inversible (symétrisable) s’il existe un élément b € M tel 
que ab — e — ba (il va de soi que l’élément b sera, lui aussi, inver- 
sible). Si de plus ab" = e = b'a, on a b" = eb" = (ba) b' = b (ab') — 
— be — b. Cela nous permet de parler tout simplement d’un élé- 
ment a”! inverse (symétrique) de l’élément (inversible) a € M: a-la — 
= 6 = aa” 


93-0877 
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Bien entendu, (a-*)-! = a. La notion d’élément inversible d’un 
monoïde constitue manifestement une généralisation naturelle de 
la notion de matrice inversible dans un monoïde multiplicatif 
(Ma (R), L E). 

Puisque (xy) (y-x1) = x (yy 1) x”! = xex”! = zx! — e et, de 
façon analogue, (y-!x"t) (xy) = e, on a (xy)-! = y-1x-1, Par consé- 
quent, l’ensemble de tous les éléments inversibles d’un monoïde 
(M, :, e) est stable pour l'opération : et forme un sous-monoïde de M. 


EXERCICES 
1. Au numéro 2, nous avons introduit sur Z, à titre d'exemple, une opéra- 
tion +: nxkm—= —n— m qui est commutative mais non associative. Les élé- 


ments du système algébrique (Z, *) vérifient les relations: (n*m)*m = n, 
mx(mxn) = n. Soit donné maintenant un système algébrique quelconque (X, x) 
dans lequel (zxy)*y = x, y*{yxx) = x quels que soient x, y € X. Démontrer 
que z*y —=yx+xz, c'est-à-dire que l'opération *« est commutative. (Aucune 
indication pour la résolution, parce que c’est un exercice des plus inutiles dans 
le livre. Mais quand même!) 

2. Montrer que 


n 
Mn (R)= (4= (aij) € Mn (R) | 2 ay=0, i=1,2,...,n) 


muni de l’opération ordinaire de multiplication des matrices est un demi-groupe. 
(Mn (R), -) est-il un monoïde? 

Dans un monoïde multiplicatif M on choisit un élément # quelconque et 
on définit une nouvelle opération x: æx*y = ziy. Montrer que (M, x) est un 
demi-groupe et que l'inversibilité de l'élément # de M est une condition néces- 
saire et suffisante pour que (M, +) soit un monoïde possédant un élément neutre 


(élément unité) 1-1. 

. Montrer que l’ensemble Z muni de l'opération o: nom—=n+ m + 
+ nm — (1 + n) (1 + m) — 1 est un monoïde commutatif. Quel est l'élé- 
ment neutre de (Z, oc)? Indiquer dans (Z, oc) tous les éléments symétrisables. 


$ 2. Groupes 


1. Définition et exemples. — Considérons l’ensemble GL (n, R) 
de toutes les matrices carrées d’ordre n à coefficients réels et à déter- 
minant non nul. En vertu du théorème 5, chap. 3, $ 2, det À Æ 0, 
det B 0 = det AB = 0, donc A,BEGL(n, R)=4BE 
E GL(n, R). On a (4B) C = À (BC) et il existe une matrice par- 
ticulière Æ telle que AE = EA = À pour toute À € GL(n, R). En 
outre, chaque matrice À € GL (n, R) possède une matrice inverse 
A”! telle que AA”! = A-tA = E. 

L'ensemble GL (7, R) muni d’une loi de composition (d’une 
opération binaire) (4, B)-- AB et appelé groupe linéaire complet 
d'ordre n sur R, pourrait être défini tout court en utilisant la ter- 
minologie du $ 1, comme sous-monoide de tous les éléments inversibles 
du monoïde (M, (R), :+, Æ). Etant d'une importance particulière, 
il mérite une bocllalion spéciale et offre un bon prétexte pour intro- 
duire une définition générale. 
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DÉFINITION. — Un monoide G dont tous les éléments sont inversibles 
s'appelle un groupe. 


En d'autres termes, l’ensemble G s'appelle groupe s'il satisfait 
aux axiomes suivants: 

(G1) l’ensemble G est muni d’une opération binaire (d'une loi de 
composition): (x, y)+> xy; 

(G2) cette opération est associative: (xy) z = x (yz) pour tout 
triplet x, y,z2E€G; 

(G3) G possède un élément neutre (élément unité) e: xe = ex = x 
pour tout xE€G; 

(G4) pour tout élément x € G il existe un élément inverse (élément 
symétrique) xl: ax = rlx =e, 

I1 paraît étonnant que les quatre axiomes si simples servent de 
base d’une branche d’algèbre, qui est parmi les plus vieilles et les 
plus riches en résultats, et qui joue un rôle fondamental en géométrie 
et dans les applications des mathématiques aux sciences naturelles. 
Une petite analyse montre que ces axiomes peuvent être encore 
simplifiés, mais ce problème ne présente pas pour nous de l’impor- 
tance. 

Un groupe dont la loi de composition est commutative s’appelle 
naturellement groupe commutatif. Un groupe commutatif est encore 
souvent appelé groupe abélien (en l'honneur du mathématicien nor- 
végien Abel). Le terme « groupe », lui-même, a été proposé par le 
mathématicien français Galois qui est le vrai créateur de la théorie 
des groupes. Les idées de la théorie des groupes « étaient dans l’air » 
(comme cela arrive souvent aux idées mathématiques fondamentales) 
bien avant Galois, et certains de ses théorèmes ont été démontrés 
sous une forme naïve encore par Lagrange. Les contemporains de 
Galois n’ont pas compris et apprécié ses travaux géniaux. On ne s’y 
intéresse qu'après la parution en 1870 du livre de Jordan « Traité 
des substitutions et des équations algébriques ». C’est seulement 
vers la fin du XIXe siècle que dans la théorie des groupes « la fantai- 
sie a été définitivement abandonnée pour faire place à une prépara- 
tion soigneuse du squelette logique » (F. Klein « Conférences sur le 
développement des mathématiques au XIXe siècle »). 

Pour désigner le nombre d'éléments dans un groupe G (plus exac- 
tement, la puissance du groupe) on utilise les symboles équivalents 
Card G, |G | et (G:e). Presque tout ce que nous venons de dire au 
$ 4 sur les monoïdes s’applique aux groupes. Il reste seulement de 
remplacer convenablement les mots. En particulier on dit qu’un 
sous-ensemble HE G est un sous-groupe de G, s eEH; h, h € 
EH=hh, EH et REH=h "EH. Le sous-groupe HE G est 
propre  HÆeetHZG. 


9*% 
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Donnons quelques exemples de groupes. 
1) Dans le groupe linéaire complet GL (nr, R) que nous connaissons déjà, 
examinons un sous-ensemble SL (n, R) des matrices de déterminant 1: 


SL (n, R) = {4 € GL (n, R) | det À = 1}. 


Il est évident que E € SL (n, R). Conformément aux résultats généraux obtenus 
au chapitre 3 on a pour les déterminants: det À = 1, det B = 1 = det AB — 
— 4 et det À-1 — (det À) -! = 1. Donc, SL(n, R) est un sous-groupe de 
GL (nr, R) que l’on appelle groupe linéaire spécial d'ordre n sur R. Il s'appelle 
encore groupe unimodulaire, bien que souvent on appelle ainsi le groupe des 
matrices dont le déterminant est égal à +1. 

Il faut dire que le groupe GL (n, R) qui est un vrai récipient de nombreux 
groupes bien intéressants, constitue pour les mathématiciens de différentes 
générations une sorte de source intarissable de nouvelles idées et de problèmes 
à résoudre. 

2) En utilisant les nombres rationnels au lieu des nombres réels, nous 
obtenons le groupe linéaire complet GL (n, Q) d'ordre n sur Q et son sous- 


groupe SL (n, Q). A son tour, SL (n, Q) contient un sous-groupe intéressant 


GL(7K) 
GL(7Q) SL(r,R) 

SL(7,Q) 

SL(7,z) 


(J 
Fig. 11. 


SL (n, Z) des matrices à coefficients entiers de déterminant 1. Le théorème 1 
du chapitre 3, $ 3, qui donne la formule explicite pour les coefficients d’une 
matrice inverse, montre que SL {n, Z) est réellement un groupe. Les groupes 
SL (n, Q) et SL(n, Z) occupent une place d'honneur dans la théorie des 


nombres. L'ensemble partiellement ordonné (voir chap. 1, $ 6, n° 3) des sous- 


groupes du groupe GL (n, R) que nous venons de considérer est représenté par 


le diagramme de la fig. 11. 
3) En posant n — 1 dans les exemples 1) et 2), nous obtenons les groupes 


multiplicatifs R*—=R\X {0} = GL(1, R)}, Q*—=Q NX {0} = GL (1, Q) 
des nombres réels et des nombres rationnels. Ces groupes sont évidemment infi- 
mis. Les seuls éléments inversibles de (Z, +, 1) étant 1 et —1, on a GL (1, Z)— 
— {+1}. Par conséquent, SL (1, R) = SL (1, Q@) = SL (1, Z) = 1. Lorsque 
n = 2, le groupe SL (2, Z) est déjà infini: il contient par exemple toutes les 


matrices 
41m 4 O0 m m—1 
, Z. 
È il ue È 1) fre 


Signalons d’autres groupes additifs infinis : 


(R, +, 0), (Q, +, 0), (Z, +, 0). 
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4) Soit & un ensemble quelconque et soit S (Q) l’ensemble de toutes les 
bijections (transformations biunivoques) f: Q — Q. En nous reportant aux 
résultats obtenus au chapitre 1, $ 5 sur les applications des ensembles (théorè- 
mes 14, 2 et corollaire du théorème 2), nous arrivons immédiatement à cette 
conclusion que S (@) est un groupe relativement à la loi de composition des 
applications qui est une opération binaire naturelle. Il est évident que S (Q) 
est un sous-monoide constitué de tous les éléments inversibles du monoïde 
M (Q) de l’exemple 1) du 8 1, mais il n’est pas dans notre intention de souligner 
ce fait. Le groupe S (Q) lui-même et surtout ses divers sous-groupes appelés 
groupes de transformations constituent, si l’on peut dire ainsi, une plate-forme 
de départ pour toutes les applications pratiques possibles de la théorie des 
groupes. Il suffit de mentionner « Le programme d’Erlangen » devenu célèbre 
de Felix Klein (1872), qui a adopté la notion de groupe de transformations com- 
me base pour la classification de divers types de géométries. En prenant pour Q 
l’espace vectoriel R?, on obtient un « grand » groupe S (R?) qui n’est pas facile 
à passer en revue et qui contient un sous-groupe des applications linéaires 
inversibles (bijectives) p4 : R? —+ R? qui sont en correspondance biunivoque 
avec les matrices régulières À d’ordre n (voir chap. 2, $ 3). 

Ainsi, on obtient une injection de GL (n, R) dans S (R?). Le sens de cette 
injection deviendra plus clair quand nous introduirons la notion importante 
d’isomorphisme de groupes. 


2. Système de générateurs (lors d’une première lecture ce numéro 
peut être omis). 

Etant donné un sous-ensemble S du groupe G&, proposons-nous de 
trouver un sous-groupe À € G contenant S et tel que pour tout sous- 
groupe £E G, SC K entraîne HE K. Il ne peut pas exister deux 
sous-groupes minimaux H, H” de ce genre; en effet 


SH, ScCH'=HCcCHECH=H" = H. 


Aïnsi, le sous-groupe minimal Æ doit coïncider avec l’intersec- 
tion de tous les sous-groupes contenant S, si seulement cette inter- 
section est un sous-groupe de G. On a un théorème simple: 


THÉORÈME 1. — L'intersection (\ H; de toute famille {H; |i£I} 
ieI 
de sous-groupes d'un groupe G est un sous-groupe. 

DÉMONSTRATION, — Soit e l'élément unité du groupe G. Les pro- 
priétés e EN H;;, z,yEN Hi=ay EN H;; EN Hi=zTe 
EN À;, qui caractérisent tout sous-groupe, sont vérifiées dans 
N À; parce qu’elles le sont dans chacun des sous-groupes A;. 

Prenons maintenant pour famille {F; | à € 7} tous les sous-grou- 
pes qui contiennent le sous-ensemble donné S€ G. Leur intersection 


S=H 


sera, par suite du théorème 1 et des remarques faites ci-dessus, juste- 
ment le sous-groupe minimal contenant S. Nous dirons que: (S) 
est un sous-groupe engendré par l’ensemble S dans le groupe G et 
que $ est l’ensemble des générateurs du sous-groupe ({$S ). Il semble 
à première vue que ($S ) est défini de façon inefficace, car il faut 
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examiner tous les sous-groupes contenant S. Pourtant, il n'est 
pas nécessaire de le faire, comme le montre une assertion simple qui 
découle du théorème 1: 


COROLLAIRE.— Le sous-groupe (S ) & G coïncide avec l'ensemble T 
contenant un élément unité e et tous les produits possibles 


Lilo ee ns n—=1, 2:0,4:0 


où soit t,ES, soit GES, 1Li<n. 

En effet, puisque 4, ... 4 ET, L ... im ET... loim = 
=hrieblssslime Tetris ET RS, CP Eebr,, SURE 
€ T, l’ensemble T est sous-groupe de G. D'autre part, chaque sous- 
groupe 7, contenant tous les x; € S, doit aussi contenir tous les 
éléments inverses z;' et donc tous les produits de la forme tit, . .. t. 
Par suite, À = T et T coïncide avec l'intersection de tous ces sous- 
groupes. Ë 

Il est à remarquer que tous les produits £,t, . .. t, sont loin 
d’être des éléments distincts du sous-groupe (S ) même si l’on con- 
vient (ce qui est naturel) de remplacer les produits aa”, a”la par 
l'élément unité. Dans le cas où | S | > 1, la question relative à 
l'égalité des produits tits . . . t, est assez délicate à résoudre et ne 
sera étudiée sommairement qu’au chapitre 7. 

Chaque groupe G est engendré par un système de générateurs S 
quelconque : l’ensemble S peut par exemple coïncider avec tout le 
groupe G. Pour simplifier l'étude, considérons un groupe G engendré 
par un ensemble fini S de ses éléments. En rejetant de S les éléments 
« superflus » qui s’écrivent sous la forme d’un produit des éléments 
restants (et de leurs inverses), nous obtenons un système minimal 
de générateurs M du groupe G. Cela signifie que {M ) — G et que 
(M') = G si le système M est obtenu à partir de M en supprimant 
au moins un élément. Soit M = {g,, ..., ga}. Alors, au lieu de 
G = (M), on peut écrire G = (g,, ga, . . ., ga). Si d =1Â, on dit 
que le groupe est cyclique. 


3. Groupes cycliques.— Si G est un groupe quelconque et g son 
élément, alors (g) est, par définition, un sous-groupe cyclique de G. 


Conformément au théorème 1 et aux propriétés des puissances des 
éléments dans les monoîïdes, il est naturel de s’attendre que tout 
groupe cyclique (a) de générateur a soit un groupe abélien de la 
forme (a) = {a |n EZ} ou (a) = {na|nEZ} suivant que le 
groupe considéré est multiplicatif ou additif (cette notation ne si- 
gnifie pas que tous les éléments a” ou na sont distincts). [Il en est juste- 
ment ainsi. Pour le montrer il suffit d'adopter la notation (a-1}" — 
= a * et prouver l’assertion suivante: 
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THÉORÈME 2.— Quels que soient m, n ET, on a 


aan = a", (ay? _ nn 


(respectivement ma + na = (m + n) a, n (ma) = (nm) a). 


DÉMONSTRATION. — Pour m, n non négatifs, voir les relations (2), 
(2’°> du $ 1,n° 4. Sim <0,n <0,onam =-m>0,n = —n—- 
> 0 et 


aa — (a-1y" (a-1y"* == (a-1ym'+n’ — qr(m'+n) = qmin 
Pour m=—-m>0,n>0ona 
aa" = (a"t}m' a = (at... at) (a... a) — 
mm” ose, mm” 
m’ n 

= an" (ou (a”1)m"-7, si m'>n) = a"t#?, 
On considère de façon analogue le cas où m > 0, n < 0. L'égalité 
(a) = a” découle de ce qui précède et devient suffisamment évi- 
dente si l’on se reporte à la définition des puissances. & 
L'exemple le plus simple de groupe cyclique est fourni par le 
groupe additif des entiers (Z, +, 0) engendré par 1 ou —1. On véri- 
11 
01 | engendre dans SL (2, Z) 


un sous-groupe cyclique infini. L'ensemble {1, —1} forme un groupe 
cyclique d'ordre 2 pour l'opération de multiplication. 


fie aussi aisément que la matrice 


On obtient un exemple de groupe cyclique d'ordre n en considérant toutes 
les rotations sur le plan autour d’un point ©, qui amènent en coïncidence avec 
lui-même un polygone régulier P, de n côtés centré en ©. Il est évident que ces 
rotations forment un groupe relativement à la loi de composition qui est une 
réalisation successive de transformations. Notre groupe C, contient les rotations 


Pos Pi + + +» Pn1 d'angles 0, 27 ss (nt — 1) _ effectuées en sens inverse 


des aiguilles d’une montre. Ceci étant p, = qp£$. Une interprétation géométrique 
des rotations permet de dire que 5! = ff et of — ®, (transformation identi- 
que). Ainsi, | C, | = n et C, — (pr. Remarquons que le groupe cyclique C, 
est un sous-groupe propre du groupe D, de toutes les transformations de sy- 
Us du polygone P, de n côtés (c’est-à-dire des coïncidences de P, avec lui- 
même). 


Soient G un groupe quelconque et a un élément de G. IL y a deux 
possibilités: 1) Toutes les puissances de l'élément a sont distinctes, 
c'est-à-dire m=Æn—a" = a". On dit dans ce cas que l'élément 
a EG est d'ordre infini. 2) Il a y des coïncidences a” = a" pour m = n. 
Si, par exemple, m >n,on a a"-"—e, c’est-à-dire il existe des 
puissances positives de l'élément a € G égales à l'élément unité. 
Soit g le plus petit exposant positif pour lequel a? = e. On dit alors 
que a est un élément d'ordre fini q. Dans un groupe fini 
G (Card G << co), tous les éléments sont évidemment d'ordre fini. 
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AVERTISSEMENT.— En mathématiques, le mot « ordre » a plusieurs sens. 
Nous avons rencontré précédemment les matrices carrées d'ordre n (les matrices 
n X n). Or une matrice régulière À considérée comme élément du groupe 
GL (n, R) a aussi un ordre (peut-être infini) dans le sens que nous venons 
d'indiquer. Chaque fois le contexte permet de comprendre de quoi il s’agit. 


Sur le fond de l'exemple sus-indiqué de groupe cyclique d'ordre n, 
l’assertion suivante est presque évidente. 


THÉORÈME 3. — L'ordre de tout élément a EG (G est un groupe 
quelconque) est égal à Card (a). Si a est un élément d'ordre fini q, on a 

{a)={e, a, ..., a et M—ek=l, lET. 

DÉMONSTRATION. — Dans le cas d’un élément d’ordre infini il 
n’y a rien à démontrer. Si a est d'ordre q alors par définition tous 
les éléments e, a, a°?, ..., a”! sont distincts. Toute autre puissance 
a* coïncide avec l’un de ces éléments, c'est-à-dire (a) — {e, a, 


., 47-D, En effet, utilisons l'algorithme de division dans Z 
(chap. 1, $ 8, n° 3) et écrivons l’exposant k sous la forme 


k—=la+r, 0OL<r<q—îi. 
Après quoi, en appliquant aux puissances les règles énoncées par 
le théorème 2, on obtient 
aù = (aî)la = ea = a’. 
En particulier, a er —0=k— Il. HE 
La propriété d’un groupe d’être cyclique est très utile et commode, 


mais elle n’est pas toujours donnée à priori. Parfois on est amené à 
la démontrer. Considérons à titre d'exemple la proposition suivante : 


PROPOSITION. — Les éléments permutables a, b d'un groupe quel- 
conque G, ayant des ordres s, t premiers entre eux, engendrent dans G 
un sous-groupe cyclique d'ordre st 


(a, b) = (ab). 


DÉMONSTRATION, — En effet, D — (a) f} (b) —e car en vertu 
du théorème 3 pour tout élément d € D d’ordre g quelconque, on a 


db d&={(aÿ =e, d' =(b} =e-aqls, alt: 


s et & étant premiers entre eux, il résulte q = 1. Soit n — | (ab) |. 
On a (voir $ 1, relation (3)): 
ab" = (ab) eat" =b"ED=e—-a = e, b" — e = 


sn, t|n—=P.P.C.M. ts, t) In st ]|n, 


puisque st — P.P.C.M. (s, ét) P.G.C.D. (s, t). Or, (ab)? = (a°)t (bt)°— 
— € (théorème 2), si bien que n|st et donc n = st. Il reste à remar- 
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quer que 
(a, b)= {ab 0 iss—1, 0Lj<t—1}—> Card (a, b) st. 
Vu que (ab) & (a, b) et Card (ab) = st, on a (a, b)— (ab). 


Nous reviendrons plus tard sur les groupes cycliques. Procédons 
maintenant à une étude approfondie d’un type spécial de groupes de 
transformations qui permettent de mieux mettre en évidence les 
notions que nous avons introduites. 


4. Groupe symétrique et groupe alterné.— Soit Q un ensemble 
fini à n éléments. La nature de ses éléments étant pour nous sans 
importance, il est commode de considérer Q = {1, 2, ..., n}. 
Le groupe S (Q) (voir plus haut l’exemple 4) de toutes les applica- 
tions bijectives Q — Q s’appelle groupe symétrique de degré n (ou 
encore groupe symétrique à n symboles ou à n points), et se note le 
plus souvent S,. 

Ses éléments, désignés généralement par des lettres minuscules 
de l’alphabet grec s'appellent permutations. 


REMARQUE. — Autrefois (et parfois actuellement) les éléments du groupe 
Sh étaient appelés « substitutions », le mot « permutation » désignant alors un 
arrangement des nombres 1, 2, ..., n dans un ordre fixe quelconque. Puisque 
les arrangements de nombres sont en correspondance biunivoques avec les élé- 
ments du groupe S,, et le mot « permutation » s’associe dans l'esprit plutôt 
à l’action qu’à un arrangement figé, le terme « substitution » a été abandonné. 
D'ailleurs, nous parlerons plus loin des substitutions des nombres dans un poly- 
nôme, mais ce n’est qu'un argument de plus en faveur de la convention termino- 


logique adoptée. 


Sous une forme développée et bien suggestive la permutation 
mn: ir x (i), i = 1, 2, ..., n est représentée par le symbole 


F ur) 
TI — . : à , 
Li lo... ln 


où l’on indique in extenso toutes les images 


2 sn 
ne dt À: 
lil rsvls 


ir = N(k), k — 1, ..., n étant les symboles permutés 1, 2, ... 
..., n. Comme toujours e est une permutation identique (bien que e 
soit une lettre d’alphabet latin): e (i) = à, Vi. 

Les permutations 6, TES, sont multipliées suivant la loi de 
composition des applications: (ot) (i) — o (rt (i)). C’est ainsi par 
exemple que pour les permutations 


me 1: 
TE eu PEPE 
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12324 
“fifi iii. _. 
-_(2341/\4321 “521 - (iso) 
1489 
Etant donné 
_ Abe 1234\ eo. 
(30: rhin 
il vient OT -£ To. 


Parfois, à côté du groupe G, il est commode de considérer un groupe dit 
opposé. Si Gest un groupe pour une opération binaire o: (f, g)+> fo g, il est 
aussi un groupe pour une opération * : (f, g) > gof. Le groupe muni de l’opé- 
ration opposée se note G°P. Ce fait reflète la symétrie des axiomes de groupes, 
où il s’agit des éléments symétriques bilatères et des éléments neutres bilatères. 
L’axiome d’associativité est aussi symétrique. En particulier, dans le groupe 


Sn° on définit la règle de multiplication de deux permutations dans le sens 


ordinaire de gauche à droite. Si nous avions écrit io ou i° au lieu de oi = 0 (i) 
ce serait bien habituel aussi pour nous. 


Cherchons maintenant à définir l’ordre du groupe S,. Par une 
permutation © le symbole 4 peut être transformé en un o (1) et il 
existe à cet effet exactement n possibilités différentes. Après avoir 
fixé o (1) nous avons le droit de prendre pour © (2) seulement l’un 
des n — 1 symboles restants (il existe au total (n — 1) + (n — 1) + 
+ ...+(n —1) = n(n — 1) couples dictincts o (1), o (2)), pour 
© (3) respectivement nr — 2 symboles, etc. On a au total o (1), 
O (2), ..., o (n) possibilités de choix et donc le nombre de toutes 
les permutations différentes est égal à n(n —1) ...2-1—n! 
(factorielle n). Ainsi 


Card S, = |S, | = (S,:e) = n1. 


Décomposons maintenant les permutations de S, en un produit 
de permutations plus simples. L'idée de cette décomposition sera 
expliquée schématiquement sur l'exemple des permutations 6, 
T ES, indiquées plus haut : 


La permutation © écrite en abrégé sous la forme 6 — (1234) ou, ce 
qui revient au même, sous la forme o = (2341) — (3412) — (4123) 
s'appelle cycle de longueur 4, alors que la permutation t — (14) (23) 
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s'appelle produit de deux cycles indépendants (de supports disjoints) 
(14) et (23) de longueur 2. Remarquons que 0? — (13) (24), o* — 
= (9) = 6, T0, 

En passant au cas général, nous dirons que deux points à, j € Q 
sont équivalents par rapport au sous-groupe cyclique (x) S$S, ou 
tout simplement n-équivalents si j = n°{(i) = n (...n(i)...) pour 
un $ € Z. Puisque S, est un groupe fini, chacun de ses sous-groupes 
est aussi fini. Etant donné que Card (x) — q, on peut poser 0 < s < gq 
(théorème 3). Nous avons affaire à une relation réflexive, symétrique 
et transitive (voir chap. 1, $ 6, n° 2) car i = n° (i) — e (i); j — 
= ph) = i = n1-*(j) et j = n° (i), k = n° (j) == k = n°tt (i). Con- 
formément à la propriété générale des relations d'équivalence, on 
obtient la partition 

= Q U...U (1) 


de l’ensemble Q en classes disjointes deux à deux Q,, ..., Q, qu’on 
convient d'appeler s1-orbites. Cette appellation est parfaitement jus- 
tifiée. Chaque point à € Q appartient exactement à une orbite, et si 
i E Q,, alors Q, se forme des images de à par les applications des 
puissances de l'élément x, à savoir: à, n(i), n2(i), ..., ne"? (i). 
Ici, Z — | Q, | est la longueur de la x-orbite Q,. Il est évident que 
l, <q = Card (x) et n'#(i) — i, l, étant le plus petit nombre 
possédant cette propriété. Posant 


i ni) ... ed 
n(i) a2(i) net (i))” 

nous retrouvons justement la permutation appelée cycle de lon- 
gueur /z. 

On écrit aussi bien (123 . .. !) que (1, 2, 3, . .., L) en séparant 
les symboles par les virgules. Le cycle x, laisse invariants tous les 
points de l’ensemble Q X Q,, et x (j) = xx (j) pour tout point j € 
€ Q,. Cette propriété nous permet d'appeler n,, n7, s Æ t cycles 
indépendants ou cycles disjoints. Puisque n'# (i) = à pour tout i € Q,, 
on a nm} —=e. 

Aïnsi, à la partition (1) est associée la décomposition de la permu- 
tation x en un produit 


Tn = (in (i) ... A Us (i)) = 


HN = Mo + « + Hp: (2) 


où tous les cycles sont permutables : 7 = mine . . . Hp = Mi, - .. 
+ Ti. 
P 
On peut poser par exemple qu >lk > ...>lm > lm+1 = 
= + — lp — À. 
Si le cycle x — (i) est de longueur 1, il opère comme une permu- 
tation identique; il est naturel d’omettre de tels cycles dans le pro- 
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duit (2): 
HN = Halle ce Tim: B>1d, 1<Lk<m. (3) 


Par exemple, la permutation 


1-(12545678 
= PPS . 


sera écrite sous la forme 
x — (12345) (67) (8) — (12345) (67). (4) 


Un certain inconvénient peut provenir du fait que (12345) (67) 
peut être interprété comme une permutation de S, pour tout n > 7. 
Or, lorsque n est fixé, toute indétermination disparaît. 

D'une manière plus précise, soit donnée en plus de la décompo- 
sition (3) encore une décomposition 7 — œj%e ... & en un produit 
de cycles indépendants, et soit à un point qui ne reste pas fixe lors 
de la permutation x. Alors, x, (i) 2 à, «; (i) = à pour l’un (et un 
seul) des cycles n,, ..., nn et l’un des &;, ..., &«,.. On a 


nh(i)=n"(i) = af (i), k—0, 1, 2, ... 


Or, un cycle est défini univoquement par les valeurs que ses puis- 
sances prennent en un point qui ne reste pas fixe. Par suite, x; — «4. 
On continue la démonstration en raisonnant par récurrence sur m 
ou sur r. 

Ainsi nous avons démontré le théorème suivant : 


THÉORÈME 4. — Toute permutation x =£ e de S, se décompose en un 
produit de cycles indépendants de longueur =>2, la décomposition étant 
définie univoquement à un ordre de succession des cycles près. 


La notation compacte (3) de la permutation x dont il s’agit dans 
le théorème 4, s'avère commode pour plusieurs raisons. En particu- 
lier, elle permet de déterminer sans difficulté l’ordre d’une permu- 
tation. 


COROLLAIRE 1. — L'ordre de la permutation x € S, ( — ordre du 
sous-groupe cyclique {x )) est égal au plus petit commun multiple des 
longueurs des cycles indépendants intervenant dans la décomposition 
de x (voir la proposition à la fin du n° 3). 


DÉMONSTRATION. = Nous avons déjà indiqué que dans la décom- 
position % — Ho + : « Him les Cycles indépendants sont permutables, 
ou comme on le dit encore, commutent. C’est pourquoi, d’après la 
relation (4) du $ 1ona 


LE RO PE PE 
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Les cycles 71, . .., Tm étant indépendants (ils opèrent sur des en- 


sembles différents Q,, ..., Q,)onan=e< ré — e pour k — 
— 1,..., m. Donc, g est un multiple commun des ordres des cycles 
7, qui coïincident, comme nous l’avons vu, avec leurs longueurs /,. 
Si g est le plus petit entier naturel pour lequel x? = e, alors q — 
— Card {x) et q — P.P.C.M. (1, ..., l,) est l’entier défini au 
chapitre 1, $ 8, n° 2. HE 


Par exemple, nous pouvons dire tout de suite que l’ordre de la permutation 
de la forme (4) est égal'à 10. Mais quel est l’ordre maximal des éléments de S3? 
Examinons toutes les présentations du nombre 8 sous forme de somme des termes 
positifs disposés dans l’ordre non décroissant. Il vient que les ordres des élé- 
ments =£e de S, sont les entiers 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 15. Pour élément 
d'ordre maximal 15 on peut prendre par exemple la permutation nr — 
— (12345) (678). 


DÉFINITION. — On appelle transposition un cycle de longueur 2. 

Toute transposition est de la forme t — (ij) et laisse fixes tous 
les symboles différents de à, j. Le théorème 4 entraîne le corollaire 
suivant : 


COROLLAIRE 2. — T'oute permutation x € S, est un produit de trans- 
positions. 


En effet, en raison du théorème 4, il suffit d'écrire chacun des 
cycles sous la forme d’un produit de transpositions. On peut le faire 
par exemple ainsi: 


4 2...1—11) = (10) (41— 1)... (13) (12). 0 


L’assertion du corollaire 2 peut être exprimée d’une autre façon, en 
utilisant la notion de système de générateurs d’un groupe (voir n° 2): 


S, = (42), ..., (in), (23), ..., (2n), ..., (n — An)). 


Bien entendu, ce système de générateurs n’est pas minimal. Par 


exemple 
Sa — ((12), (13), (23)) — ((12), (13) ). 


On ne peut certes parler d’aucune unicité de présentation d’une per- 
mutation en fonction de transpositions : en général, les transpositions 
ne commutent pas et leur nombre n’est pas un invariant de la permu- 
tation. On a, par exemple, dans S$, 


(123) — (13) (12) = (23) (13) = (43) (24) (42) (14). 


D'ailleurs, la non-unicité de la décomposition découle de l’égalité 
ot? — © quelles que soient les transpositions © et t. Il existe néan- 
moins un invariant de décomposition d’une permutation en des 
transpositions. Pour le mettre en évidence d’une manière aussi natu- 
relle que possible, considérons le cas, où les éléments de S, agissent 
sur les fonctions. | 
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DÉFINITION. — Soit nr ES, et soit f (X,, ..., X,) une fonction 
de n arguments quelconques. Posons 


(a © f) (ZX, ee Xn) = Î (XL x-14) "6.54 ZX a-l(n))- (o} 


On dit que la fonction g = x 0 f est obtenue par l'action de x sur f. 
Par exemple si x — (123) et f(X51, Xe, X3) = Xi + 2X° + 

+ 3X°, alors (x of) (X1, Xo, X3) = X3 + 2X? + 3X%. 
Conformément au $ 1 du chap. 3, la fonction f est dite symétrique 

gauche si t © f — —f pour toute transposition t € $,, c’est-à-dire si 


a An a a) 


LEMME. — Soient a, PB deux permutations quelcongues de S,. 


A lors 
(aB)of—= ae (po f). 
DÉMONSTRATION. — D'après la relation de définition (5) on a 
((aB o 7) (X 1, ..., Xn) = f (X(aBy-14} + +; A(aB)-Un)) = 
= f (À (814-194); » + +, À (B-10-1)(n)) = 
— f(XB-10-11); ++. À B-Ua-In)) = 
= (B 0 f) (Xo-1(13 «+. Aa-um) = (&o (Bo f)) (X1, ..., Xn). 
THÉORÈME 5. — Soit x une permutation de S,, 
= Vl:,:.: 1% (6) 


une décomposition quelconque de x en un produit de transpositions, 
À lors Le nombre 
Ex — (—1);, (7) 


appelé parité de x (ou encore, signature ou signe de x) est entièrement 
défini par la permutation sn et ne dépend pas du mode de décomposition 
(6), c'est-à-dire la parité de l’entier k pour une permutation donnée 
x est toujours la même. De plus 


Eap — EoËp (8) 
quels que soient à, B E S,. 

DÉMONSTRATION. — Prenons une fonction symétrique gauche quel- 
conque f de nr arguments X,, ..., X,. D'après le lemme opérer j 
par x c’est appliquer successivement à f les transpositions 7:, 
Th» +. Ta C'est-à-dire multiplier f k fois par —1: 
mof= (tu... Tr) ° (of) = 

—= —(T .….. Th -1) o f =... —= (—1)*f — Enf. 
Puisque le premier membre de cette relation dépend de x et non de 
l’une quelconque de ses décompositions, l'application e: nr Ex 


$ 2] GROUPES 143 


donnée par l'égalité (7), doit se définir entièrement par la permutation 
x, à condition, bien sûr, que f ne soit pas une fonction identiquement 
nulle. Or, nous savons qu’il existe des fonctions symétriques gauches 
non nulles, par exemple le déterminant de Vandermonde À, (X,, ... 
., Àh) d'ordre n. 
D'après la règle énoncée dans le lemme, l’application de la per- 
mutation af à une telle fonction f donne 


Earl = ()of=ac(bof) = ae (egf) — 
— Ep (œ of) — Ep (Eaf) — (£a Eg) fs 
d'où l'on tire la relation (8). 


DÉFINITION. — Une permuiation nn € S, est dite paire si En = 1 
et impaire Si Ex —= —1. 


De cette définition on déduit que toutes les transpositions sont 
des permutations impaires. 


COROLLAIRE À. — Toutes les permutations paires de degré n forment 
un sous-groupe À, © S, d'ordre n!l/2 (il s'appelle groupe alterné de 
degré n). 


DÉMONSTRATION. — D’après (8) on a ecg = 1 si €, = 8 = 1, 
et En-1 — En Car €, — 1. Puisque À, est un sous-ensemble de S,, 
tous les axiomes du groupe se trouvent vérifiés. 

Ecrivons S, sous la forme de la réunion $S, = 4, || 4,, où 4, 
est l'ensemble de toutes les permutations impaires de degré n. L'ap- 
plication de S, dans lui-même, définie par la loi 


Pas : rm (12) x, 


est bijective. (Elle est injective : (12) &« — (12) B = « = 6; et bijec- 
tive par suite du théorème 3 (chap. 1, $ 5). On peut le démontrer éga- 
lement en remarquant que (pa) est une application identique.) 


Puisque ans — EqanËrs — —ËEx O0 à PanAn = An, Pan An = An. 
Par conséquent, le nombre de permutations paires de $, coïncide avec 
: , : à : ! 
celui de permutations impaires, d’où | À, | = + | S = +. EH 
COROLLAIRE 2. — Soit x ES, une permutation décomposée en un 
produit de cycles indépendants de longueurs L,, Le, . .., Im. Alors, 
m 
DU 
Ex —= (— DT 
En effet, d’après le théorème 5 on à Ex = Ex, nn. — En, . . 


m 
I Lg # e 
. Er. En outre, Ex, —= (—1*# 1 car x, s'écrit sous la forme d’un 
m kR 
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produit de Z, — 1 transpositions (voir démonstration du corollaire 2 
du théorème 4). Finalement, on a 


DU 
En (—1jiet... (—A)m-t=(— 1) D 


Pour nous délasser un peu après l’étude des choses sérieuses, considérons 
en conclusion un petit jeu bien connu. Quinze fiches plates carrées de même 
dimension, numérotées de 4 à 15, sont placées sur un tableau carré divisé en 16 
cases ayant mêmes dimensions que les fiches. Une seule case reste libre; en 
l’utilisant on peut déplacer les fiches horizontalement et verticalement (sans 
les enlever du tableau). Etant donné une disposition arbitraire des fiches 


érféel él te 
PEL 


RAR VAT 
ÉaEa LAS 
EPL. 


CPE 
EEE 
4) 6) 

Fig. 12. 


(fig. 12, a) on demande de passer à leur disposition correcte dans l’ordre crois- 
sant des numéros (fig. 12, b) ; pour la case libre à l’état de départ on peut prendre 
le coin inférieur droit. Quand un tel passage est-il possible? On trouve la 
réponse dans la théorie élémentaire des groupes qui « tue » le jeu lorsqu'il est en 
vogue dans les salons. On associe aux figures a) et b) une permutation n € Si5 
et on s’assure sans peine (nous conseillons au lecteur de le faire quand même) 
que la disposition correcte peut être obtenue si, et seulement si, la parité €, 
de la permutation x est égale à 1, c’est-à-dire si x € A5. 


EXERCICES 


1. Montrer que si M = (S) est un monoïde engendré par un ensemble S 
et si tout élément s € S est inversible dans M, alors M est un groupe. 

2. Le groupe est un monoïde G dans lequel les équations de la forme ax = 
— D, ya — b sont résolubles de façon unique, quels que soient a, b € G. Dé- 
montrer cette assertion. 

3. Montrer que l’ensemble A; (R) des applications dites affines Pa, pb! ?1++> 
+-> ax + ba, bER; a 0) de la droite réelle R muni de la loi de compo- 
sition des applications a, pPe, d — Pac, ad+v à une structure de groupe. Le 
groupe À: (R) contient le sous-groupe GL (1, R) qui laisse fixe le point z = 0 
et le sous-groupe des « translations pures » z+-> x + b 


4. Le groupe SL (2, Z) contient les éléments À = Æ : . B= 
= . . d'ordres 4 et 38 respectivement. Montrer que (AB) est un sous- 


roupe cyclique infini de SL (2, Z). Ainsi, le produit de deux éléments d'ordre 


ini dans le groupe G ne doit pas nécessairement être un élément d'ordre fini. 
En est-il de même dans un groupe abélien ? 
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5. Lémonter que le groupe G d'ordre pair | G | = 2n contient nécessaire- 
ment un élément g d'ordre 2. (Indication. Considérer la partition de G 
en couples g, g”!.) 

6. Démontrer que S, — ((12), (13), ..., ({n)). 

7. Démontrer que S,, — ((12), (123... n)). 

8. Démontrer que le groupe alterné À, n > 3, est engendré par les cycles 
de longueur 3, et qu’on a en effet 


A, = ((123), (424), . . (A2n)). 


9, Déterminer la signature de la permutation 


n=(, —. — . dr: 1) 


10. Soit Q x Q le carré cartésien de Q = {1, 2, ..., n}. Un couple (i,j) € 
€ Q x Q est appelé inversion par rapport à la permutation © € S, (ou tout court 
O-inversion) Si i <j mais Oo (i) > © (j). Posons 


O (j)— © (i) 
sgno= Ï|] ir + 
1<i<j<Ln 


Puisque (© (j) — © (i)}/(j — i) est un nombre rationnel non nul qui est négatif 
si, et seulement si, (i, j) est une o-inversion, et comme ©: & —+ ( est une 
application bijective, on a sgn 6 = (—1)À, où k est le nombre total de o-inver- 
sions. Si T — (i;) est une transposition, alors sgn t = —1. Il est facile de voir 
que 
| | D deu) E 
(6 () o @) o a 6 cs: 
=(" ul =) 

.…0(j)...O(i)... 7°? 
de sorte que la o-inversion (i, j) cesse d’être une inversion par rapport à la 
permutation to, où t — (0 (j) © (i)) est une transposition. Montrer qu il existe x 
transpositions T4, . .., T, telles que tTT-1 : + + 710 — e est une permutation 
identique. Donc, 0 = T1... 77-172 et Sgn o = (—1)h = €, sont deux notations 
équivalentes d’un seul et même invariant de la permutation (la notation sgn 
provient du mot latin signum). Nous avons obtenu encore un procédé commode 
pour déterminer le signe d’une permutation. Par exemple, l’ensemble des inver- 
sions par rapport à la permutation (4) se compose de cinq couples (1, 5) (2, 5), 
(3, 5), (4, 5), (6, 7), si bien que sgn x = —1. Pratiquement le problème se 
ramène au calcul, dans la ligne inférieure de la permutation x, du nombre des 
entiers j supérieurs à i, mais placés devant i, quand i = 1, 2, ..., n — 1. 

11. Démontrer qu’un sous-ensemble non vide Æ d’un groupe fini (multipli- 
catif) G est un sous-groupe si Æ est stable pour la multiplication. Cela signifie 
que dans ce cas les exigences d'existence dans Æ d’un élément unité e et d’un 
inverse hk-! pour tout hk € I sont superîflues. 

12. Quel système de générateurs peut-on proposer pour le groupe multipli- 
catif (Q+, +) des nombres rationnels positifs? (Indication. Utiliser le 
théorème fondamental de l’arithmétique (chap. 1, $ 8).) Un système fini de 
générateurs existe-t-il dans (Q+, -) 

13. Démontrer que la puissance k-ième x* du cycle x = (12...n)ES, 
est un produit de d — P.G.C.D.(n, k) cycles indépendants dont chacun a la 
longueur q = n/d. 

14. Soient 4, BE M, (R) et (AB)" — E pour un entier m. Est-il vrai 
que (BAM = E? 


10—0877 
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$ 3. Morphismes des groupes 


1. Isomorphismes.— Comme nous l’avons indiqué plus haut 
trois rotations Po, P1, D, en sens inverse des aiguilles d’une montre, 
d’angles 0°, 120°, 240°, transforment un triangle équilatéral P, en 
lui-même. Il existe encore trois transformations de symétrie axiale 
(réflexions) wŸ., L2, Ÿ: avec les axes de symétrie 1-1”, 2-2”, 3-3’ indiqués 


Fig. 13. 


sur la fig. 13. A toutes les six transformations de symétrie il corres- 
pond des permutations sur l’ensemble des sommets du triangle. On 
obtient 

Poe, Pi (123), p2 — (132), 


Yi (23), Ye — (13), 3 — (12). 

Puisqu’il n'existe pas d’autres permutations de degré 3, on peut af- 
firmer que le groupe D, de toutes les transformations de symétrie 
d'un triangle équilatéral présente une forte ressemblance avec le 
groupe symétrique S3. 

De ce point de vue, ressemblent l’un à l’autre les groupes cycliques 
Cn (voir exemple du $ 2, n° 3) et ((12 ...n))& %S,. Ces faits, 
ainsi que des réflexions générales sur les groupes, obligent à poser 
une question bien naturelle relative aux propriétés fondamentales 
des groupes. Il semble à première vue qu’une information complète 
soit contenue dans la table de multiplication du groupe G appelé 
table de Cayley: 

| 81 82 24 


81 | 8191 L1La ee LiEn -.. 
82 | £o8i 82Z2 c++ E2Bn -.e. 


£8n| 8n£1 BnB£2 + EnEn --.. 
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En effet, plusieurs propriétés du groupe peuvent être déduites 
en analysant la table de Cayley ou, ce qui revient au même, la matrice 
M = (m;;) (de type (n, n) si n = (G:e)) d'éléments m;; = g;g; EG. 
Nous remarquons, par exemple, que dans chaque ligne et dans chaque 
colonne de la matrice M tout élément du groupe G ne se rencontre 
qu'une seule fois (voir plus loin la démonstration du théorème 2). 
Le groupe G est commutatif si, et seulement si, la matrice M est 
symétrique, c'est-à-dire si m;; = m;;. On pourrait continuer cette 
liste de propriétés, mais il est tout de même assez difficile de comparer 
deux tables pour les groupes G et G’ de même ordre, car la forme de la 
matrice M dépend de la numération (de la disposition) des éléments 
du groupe. Dans le cas des groupes infinis la situation se complique 
davantage. 

L'approche la plus correcte et la plus radicale du problème de 
distinction (ou au contraire d'identification) des groupes G et G° 
est proposée par la notion d’isomorphisme. 


DÉFINITION. — Deux groupes G et G’ munis des opérations * eto 
sont dits isomorphes s'il existe une application f: G—- G telle que 

(i) f(a+xb) = f (a) °f(b) pour tout couple a, b EG; 

(ii) f est bijective. 


L'isomorphisme des groupes est souvent noté G = G. 

Indiquons les propriétés les plus simples de l’isomorphisme. 

1) L'élément neutre se transforme en élément neutre. En effet, sie 
est l’élément neutre du groupe G, on aexa—axe — a et donc 
f(e)of(a) = f{(a) of (e) = f (a), d'où il résulte que f (e) = e’ est 
l'élément neutre du groupe G’. Ce raisonnement utilise, bien qu’en 
partie, les deux propriétés de f. Pour (i) cela est évident, alors que 
la propriété (ii) assure la surjectivité de f, de LL que le groupe G” 
tout entier ne contient que les éléments U (g). E 

2) Ja) =} (a). En effet, d’après 1), (a) « f(a-1 = f(ax 
* a!) — f(e) = e’ est l’élément neutre de G’, d'o 


f (a) =f(a)"ce = f(a) To (f (a) ° f (a) = 
= (f(a) Te f(a)) + f (a) =e of(a) = jf (a). 


3) L'application réciproque f!: G — G (qui existe en vertu de la 
propriété (ii)) est aussi un isomorphisme. 

En raison du corollaire au théorème 2 (chap. 1, $ 5) il suffit de 
s'assurer que f”! vérifie la propriété (i). Soient a’, b" € G’. Alors, f 
étant bijective, on a a = f (a), b” — f (b) pour certains a, b € G. 
Puisque f est un isomorphisme, ao b" = f (a) o° f (b) = f (a * b). 
D'où l’on tire a + b — f-* (a’ oc b’). Etant donné a = f-! (a), b = 
= f1(6), on a f'(a 0b)=f (a )+j1(b"). 


10* 
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Une vérification assez simple montre que la correspondance — entre Îles 
groupes D, et S; que nous avons établie, est en effet un isomorphisme. 

A titre de l'application isomorphe ÿ du groupe multiplicatif (R};, +) des 
nombres réels positifs sur le groupe additif (<, +) de tous les nombres réels, 
on peut indiquer f = In. La propriété connue du logarithme In ab = In a + 
—+ 1n b interprète justement la propriété (i) dans la définition de l’isomorphisme. 
L'application réciproque de f est x ex, 


Démontrons maintenant deux théorèmes généraux qui mettent 
en évidence le rôle de l’isomorphisme dans la théorie des groupes. 


THÉORÈME 1. — Tous les groupes cycliques de même ordre (y com- 
pris d'ordre infini) sont isomorphes. 


DÉMONSTRATION. — En effet, si (g) est un groupe cyclique infini, 
toutes les puissances £g” de l’élément générateur g sont distinctes, et 
nous obtenons un isomorphisme f: (g)— (7, +), en posant g'-— 
> f(g") = n. Il est évident quef est bijective, quant à la propriété 
1 (e"g") = f (g”) + f (g”), elle découle du théorème 2 du $ 2. 

Soient maintenant G — fe, g, ..., get G = {e’, g', ... 
..., (g°)771 deux groupes cycliques d'ordre g (nous ne distinguons 
pas les opérations dans G et G’). Définissons l’application bijective 


fe (gY, k—=0,1,...,q—1. 


En posant n + m = lg +r, 0<r<q—1 quels que soient n, 
m = 0,1, ..., q — 1 et en raisonnant comme lors de la démonstra- 
tion du théorème 3 du $ 2, on aura 


Ce) = f (87) = = (ee = (eÿ" (8) = 
= j (e") j (g”"). 


THÉORÈME 2 (Cayley). — Tout groupe fini d'ordre n est isomorphe 
à un sous-groupe d'un groupe symétrique S. 


DÉMONSTRATION. — Soit G notre groupe, n — |G |]. On peut 
poser que S, est le groupe de toutes les applications bijectives de 
l’ensemble G sur lui-même, la nature des éléments permutés par les 
éléments de S, étant sans importance. 

Etant donné un élément a € G considérons l'application L, :G —- 
— G définie par la formule 


Le (8) — a£. 


Si e — g1, Los + - «+, En Sont tous les éléments du groupe G, alors a, 
AL», : . ., A£n Seront les mêmes éléments, mais disposés dans un 
autre ordre (rappelons-nous la table de Cayley!). Cela se comprend, 
car 


ag; = ag; > a (ag;) = a! (ag;) =- 
— (a-la) g; = (aa) gj = gi = gi. 
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Par conséquent, L, est ure application bijective (une permutation) 
dont l'inverse scra Z5' — L,-1. L'application identique est naturel- 
lement L,.. 

En utilisant de nouveau l’associativité de la multiplication 
dans G, on obtient L, (g) = (ab) g = a (bg) = L, (Lg), c'est-à- 
dire Loop = LyoLy. | 

Ainsi, l’ensemble L,, L,,, ..., L; forme un sous-groupe, 
disons À, du groupe S (G) de toutes les bijections de l’ensemble G 
sur lui-même, c’est-à-dire du groupe S,. On a l'inclusion H&S, 
et la correspondance L: at L, € H qui vérifie, en vertu de ce qui 
précède, toutes les propriétés de l’isomorphisme. FE 


Malgré sa simplicité, le théorème de Caylev revêt une grande 
importance dans la théorie des groupes. Il dégage un certain être 
universel (la famille {S, | r — 1, 2, .. .} de groupes symétriques) 
qui contient en général tous les groupes finis considérés à un iso- 
morphisme près. L'expression « à un isomorphisme près » reflète 
l'essence non seulement de la théorie des groupes qui cherche à 
réunir en une seule classe tous les groupes isomorphes, mais aussi 
ce toutes les mathématiques qui seraient dénuées de sens si elles ne 
procédaient pas à de telles généralisations. 

En posant G° — G dans la définition de l’isomorphisme, nous 
obtenons une application isomorphe ®: G— G du groupe G sur 
lui-même. Elle s'appelle automorphisme du groupe G. Par exemple, 
l'application identique e,;: g+-- g (que nous désignerons dans la 
suite tout simplement par 1) est un automorphisme. En général, G 
possède encore des automorphismes non triviaux. La propriété 3} 
des applications isomorphes montre qu'une application réciproque 
d’un automorphisme est aussi un automorphisme. Si ®, 4 sont des 
automorphismes du groupe G, on a (@o%) (ab) = œ ( (ab)) — 
—= @ (ÿ (a) # (b)) = (p °c D) (a)-(p © Ÿ) (b) quels que soient a, b EG. 
Cela signifie que l’ensemble Aut (G) de tous les automorphismes du 
oroupe G forme un groupe qui est un sous-groupe du groupe S (G) de 
toutes les applications bijectives G — G. 


2. Homomorphismes.— Le groupe des automorphismes Aut (G} 
du groupe G contient un sous-groupe particulier. Ce dernier est dé- 
signé par le symbole Inn (G) et appelé groupe des automorphismes 
internes. Ses éléments sont Îles applications 


1,: gr aga”! 


Un petit exercice montre que Z, vérifie réellement toutes les proprié- 
tés que doit posséder un automorphisme et que 15° = TJ -1, Te = 1 
est un automorphisme identique, Z,c°c1, = 1,9 (parce que 
(ao Z5) (8) = Lo (Lo (8) = La (bgb*) = abgb a = abg (ab) = 


= L,p g)). 
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La dernière relation exprime que l’application 
f:G— Inn (G) 


du groupe G dans le groupe Inn (G) de ses automorphismes internes, 
définie par la formule f (a) = 7,, a € G, possède la propriété (i) 
de l'application isomorphe: f (a) °c f (b) = f (ab). Pourtant, dans 
ces conditions, la propriété (ii) ne doit pas être nécessairement véri- 
fiée. Si par exemple G est un groupe abélien, on a aga-! — g pour 
tous les a, g € G si bien que 7, = ,et le groupe Inn (G) est constitué 
d’un seul élément unité Z,. Cette circonstance rend naturelle la défi- 
nition générale suivante: 


DÉFINITION. — L'application f: G—- G' d'un groupe (G, x) dans 
(G', ©) est un homomorphisme, si 


f(a+*b)—f(a).f(b), Va beG 


(autrement dit, la propriété (ii) figurant dans la définition de l’iso- 
morphisme est omise). 
On appelle noyau de l’homomorphisme f l’ensemble 


Ker f = {g€G|f(g) = e', élément unité du groupe G'}. 


L'application homomorphe d’un groupe dans lui-même est encore 
appelée endomorphisme. 

Cette définition n’exige pas non seulement que f soit bijective 
mais aussi qu'elle soit surjective (c’est-à-dire une application « sur ») 
ce qui d’ailleurs importe peu, car on peut toujours se contenter de 
considérer l’image Im f € G” qui est évidemment un sous-groupe 
de G’. La différence principale que l’homomorphisme f présente par 
rapport à l’isomorphisme, est l'existence d’un noyau non trivial 
Ker f qui constitue en quelque sorte une mesure de non-injectivité 
de f. Si Ker f — {e}, alors f: G — Im f est un isomorphisme. 

Remarquons que 


fa =e,f@)=e—f(arxb) =f(a)ef(b)=eoe = 
fa=f@t=(6)i=e. 


C'est pourquoi le noyau Ker j est un sous-groupe de G. Soit 
H = Ker f & G. Alors (nous omettons maintenant les signes + et co): 


f (he) = jf (8) f (@) f (8) = f (@)ef(g)" = e", 


et 


VhEH,gecG, 


c'est-à-dire ghg-! € H et donc gHg-! © H. En remplaçant ici g 
par g”!, on obtient g-!Hg © H, d'où H € gHg”!. Par suite, 


gHg = H, VgecG. 


$ 3] MORPHISMES DES GROUPES 451 


Les sous-groupes vérifiant cette propriété sont appelés sous-groupes 
distingués (on les appelle encore sous-groupes invariants ou normaux). 
Ainsi, nous avons démontré le théorème suivant : 


THÉORÈME 3. — Les noyaux des homomorphismes sont toujours des 
sous-groupes distingués. 


C’est beaucoup plus tard que nous pourrons apprécier pleinement 
l'importance de ce fait. Pour l'instant, remarquons que tout sous- 
groupe de G est loin d’être distingué. Par exemple, dans S:, le sous- 
groupe cyclique ((123)) = 43 est distingué, alors que ((12)) — 
— {e, (12)} ne l’est pas (il n’est pas recommandé d'appeler ((12)) 
«un sous-groupe non distingué »). 


3. Terminologie. Exemples. — Il y a lieu de signaler que les. 
termes de surjection, d'injection et de bijection employés relative- 
ment aux applications des ensembles quels qu'ils soient (non munis 
de lois de composition) sont remplacés dans le cas des groupes (et 
d’autres structures algébriques) respectivement par les termes d’épi- 
morphisme (homomorphisme « sur »), de monomorphisme (homomor- 
phisme à noyau unité) et d’isomorphisme (homomorphisme bijectif, 
c’est-à-dire épimorphisme et monomorphisme à la fois). La tendance 
actuelle est au remplacement de l’homomorphisme par le terme mor- 
phisme. Il est utile d’avoir en vue ces conventions terminologiques 
lors de la lecilure des ouvrages mathématiques, mais au début on 
peut se contenter de deux termes : isomorphisme et homomorphisme 
avec adjonction de « dans » ou « sur ». 


Nous donnons ci-dessous encore quelques exemples de morphismes des 
groupes. 

1) L'application du groupe additif des entiers relatifs Z sur un groupe 
cyclique fini (g) d'ordre q est un homomorphisme si l’on pose f: nt+> g" (voir 
théorème 2 du $ 2). Dans ce cas on a évidemment Ker f={lq|i € Z}. En effet, 
il clair que {/g} € Ker f. L’inclusion réciproque découle du théorème 3 du 
$ 2. 


2) L'application f: R — T = SO (2) du groupe additif des nombres réels 
sur le groupe 7 des rotations du plan à point fixe O, définie par la formule f (à) — 
— ®;, (®, est une rotation de 2x en sens inverse des aiguilles d’une HODIEs 
est un homomorphisme, puisque D, o D, — ®,,,. La rotation d un angle éga 
à un multiple entier de 2x, coïincidant avec la rotation identique (d’angle zéro), 
on a Ker f —{2nn|n € Z}. On dit aussi que f est un homomorphisme de R sur 
une circonférence S1 de rayon unité, car il existe une bijection entre les ®, 
et les points de coordonnées polaires (4, 274), 0 < À << 1, sur S1. 


8) L'application du groupe linéaire complet GL (n) des matrices À à coeïti- 
cients réels (c’est-à-dire dans R) de déterminant det À non nul, sur le groupe 
multiplicatif R* des nombres réels non nuls est un homomorphisme si l’on 
pose / = det. La condition d homomorphisme jf (AB) = f (A) f (B) n’est qu’un 
autre énoncé du théorème 5 (chap. 3, $2). Par définition SL (n) — Ker f. 
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4) Considérons le groupe cyclique C, = (—1) = {1, —1} d'ordre 2. Si 
l’on veut, on peut le définir de façon abstraite par la table de Cayley : 


| ‘ — À 


11 1 —1 
—1| —1 1 


L'application S, — C; à l’aide de la fonction connue e = sgn: nr>e, (la 
signature de la permutation x) est un homomorphisme du groupe symétrique S, 
sur C,. Ceci étant, on a selon la définition du groupe alterné, Ker € = 4,. 

o) Un groupe infini peut être isomorphe à son sous-groupe propre. En effet, 
le groupe additif (Z, +) contient le sous-groupe propre nZ ={nk|k € Z}, 
où n > {est un entier naturel fixe. On vérifie sans peine que l’application 
&8n°Z — nZ définie par la relation g, (k)=nk est un isomorphisme. Remarquons 
en passant que Z et nZ sont des groupes cycliques infinis dont les éléments 
générateurs sont respectivement { ou —1 et n ou —n; c’est pourquoi g, et 
l'application k+-—> —nk sont les seuls isomorphismes Z —+ nZ. 

6) Le groupe Aut (G) et même n'importe quel élément @ € Aut (G) différent 
de l’élément unité peuvent fournir beaucoup de renseignements importants sur 
le groupe G. Voilà un exemple suggestif. Soit G un groupe fini auquel on applique 
un automorphisme œ d'ordre 2 (@? = 1) sans points fixes! 


a£e—çp(a) £a. 


Supposons que œ (a) a-l — @ (b) b-1 pour certains a, b € G. La multiplication 
de cette égalité à gauche par œ (b)-! et à droite par a donne alors @ (b)-! @ (a) = 
— b-la, c’est-à-dire @ (b-ta) — b-la, d’où b-la = e et b = a. Ainsi, @ (a) a” 
parcourt avec a les valeurs de tous les éléments du groupe G ou, ce qui revient 
au même, tout élément g € G s’écrit sous la forme de g = œ (a) at. Or, dans 
un tel cas (g) = @ (p (a)) p (at) = @? (a) pat) = ap (a)? = (y (a) al) 1 
— g”l, Ainsi, @ coïncide avec l’application g + g”1. Connaissant ce fait, on 
obtient ab = @ (a-t) o (b-1) = @(a-1b-1) = (a-1b-1)-1 = ba, c'est-à-dire le 
groupe G est un groupe abélien! De plus, (G: e) est un nombre impair, car G est 
constitué de e et de couples disjoints d'éléments g;, g5* = ® (g;). 


7) Considérons un exemple (voir aussi $ 4, exercice 3) qui montre dans quelle 
mesure on peut modifier l’opération définie sur un groupe sans changer, au sens 
de l’isomorphisme, le groupe lui-même. Soit G un groupe arbitraire et soit à 
son élément fixe quelconque. Définissons sur l’ensemble G une nouvelle opéra- 
tion : 


Co: 


(g, h)tgxh= gth. 


On vérifie immédiatement que (g, * ge) + £a = £1 * (So * £3), c’est-à-dire que 
l'opération + est associative. En outre gxt-1= {-lxg = get g +(t-ig-1t-1) = 
= (t-lg-15-1) x g = 1-1, ce qui signifie que (G, x) est un groupe possédant un 
élément unité e, = t-1, L élément inverse de g dans (G, x) est g;l = t-lg-li-1, 
L'application f: gr+> gt -1 établit un isomorphisme entre les groupes (G,:.) 
et (G, x), c’est-à-dire f (gh) = f (g) x f (h). 

Notons, entre autres, que tous les exemples donnés ci-dessus illustrent 
une règle générale : l'étude des morphismes du groupe G permet d'obtenir une 
information importante sur le groupe lui-même. 


4. Classes suivant un sous-groupe. La définition de l’homo- 
morphisme f: G—>- G’ et les exemples considérés plus haut entraî- 
nent qu’à tous les éléments de l’ensemble 


a Kerf = {ab |bE Kerf}, a€G, 
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est associé un seul et même élément f (a) du groupe G’: f (ab) — 
= (0 {QE = f (0) em fa). Réciproguement, si f (9, f (a) 
on à f(atg) —f(at)f(e) = f(a)f(g) —e, d'où ag — 

€ Ker jet g = ab € a Ker f. Ce fait montre qu'il y a intérêt à . 
‘ger G en sous-ensembles de la forme a Ker f. Proposons-nous d’étudier 
une telle partition dans le cas général, indépendamment des homo- 
morphismes. 


DÉFINITION. — Soit H un sous-groupe d’un groupe G. On appelle 
classe à gauche du groupe G suivant le sous-groupe H (ou tout simple- 
ment G suivant H) l’ensemble gH des éléments gh, où g est un élément 
fixe de G, et h parcourt H. L'élément g s'appelle représentant de la 
classe gH. 


On définit de manière analogue les classes à droite Hg. Parfois, 
les classes à gauche définies comme ci-dessus sont appelées classes à 
droite et vice versa. Il importe, donc, d'adopter l’une ou l’autre des 
terminologies. Si H = Ker f est le noyau de l’homomorphisme, alors 
gH = Hg car le sous-groupe 77 de G est distingué (voir n° 2). Remar- 
quons que l’une des classes est constituée par le sous-groupe A lui- 
même, À — He — eH. Aucune autre classe n’est un sous-groupe. 
En effet, si g/ était un sous-groupe, on aurait e € gH, d’où e = gh, 
g—=h"}l, et gH = h"1H = H. 


THÉORÈME 4.— Deux classes à gauche de G suivant H coïncident ou 
ne possèdent aucun élément commun. La partition de G en classes à: 
gauche suivant H définit sur G une relation d'équivalence. 


DÉMONSTRATION. — Supposons que les classes g.77 et g,H pos- 
sèdent un élément commun a = g,h, = g,h.. Alors, g, = ghh,", 
et tout élément g.h de la classe g,/7 est de la forme g,h,h;"h = g.h', 
où k' — h,h;'h € H. Par conséquent, g,H & g,H. On démontre de. 
même que tout élément de la classe £g.Æ est contenu dans g.77, et 
donc g.H = g,f. 


Puisque tout élément g € G donné d'avance est contenu dans £g/1, 
le raisonnement développé montre que G se présente comme réunion. 
des classes à gauche disjointes suivant le sous-groupe H: 


G= Üg;H 
En vertu du principe général exposé au chapitre 1, $ 6, cette par- 
tition induit sur G une relation d'équivalence définie de façon sui- 
vante: 
am ba "beH. 


Si l’on veut, on peut s’assurer immédiatement ques cette relation est 
réflexive, symétrique et iransitive: a — a, cara-la =e€tH; a — 
bu b=hebla-=hteHe ba: a = b, Des 
= bla =h,, clb=h=cla=ctbh =hh EH ac. Æ 
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Üne assertion analogue est vraie pour les classes à droite. 

La partition en classes suivant un sous-groupe apparaît de façon 
naturelle dans les groupes de permutations. Soit, par exemple, G=S, 
le groupe symétrique opérant sur l’ensemble Q = {1, 2, ..., n}. 
Si l’on considère l’ensemble Æ d'éléments x € S, tels que x (n) = n, 
il n’est pas difficile de s'assurer que A est un sous-groupe de S$, 
qui peut être identifié avec $S,.. Soient to = e et T; — (in) une 
transposition qui transforme n en à (i = 1, 2, ..., n — 1). Il est 
clair que 


n—1 
D. = U Th de 
Rk=9 


Considérons la partition de S, en classes à gauche et à droite sui- 
vant le sous-groupe ((12)) = S, : 


Ss = {e, (12)} U (43), (123)} U {(23), (432): 
Ss = {e, (12)} U {(42), (132)} U {(23), (123). 


On voit que l’ensemble des classes à gauche gS, ne coïncide pas 
avec l’ensemble des classes à droite S,g'. Néanmoins entre les ensem- 
bles {gH} et {H£g'} il existe toujours une correspondance biunivoque 
car 

zx = ghEgH— xt = h gt € Hg”\ 


En effet, si par exemple h,g;" — h,g;', alors £g, = £g.h;"h, et g.H — 
— g,H. En particulier, si {e, x, y, z, . . .} est l’ensemble des repré- 
sentants des classes à gauche (respectivement à droite), alors {£e, x”, 
y}, 2-1, ...} est l’ensemble des représentants des classes à droite 
(respectivement à gauche). Les puissances de ces ensembles coïncident. 
On convient de désigner l’ensemble de toutes les classes à gauche 
de G suivant H par le symbole G/H (ou (G/H), s’il s'avère nécessaire 
de considérer à la fois l’ensemble (G/H), des classes à droite de G 
suivant A). Pour la puissance Card G/H de cet ensemble on emploie 
l’appellation « indice du sous-groupe Æ dans G » et on introduit une 
désignation spéciale (G: H) qui s'accorde bien avec la désignation 
(G : e) de l’ordre | G | du groupe G (nombre de classes suivant un sous- 
groupe unitaire). L'application H — gH étant biunivoque (rappelons- 
nous la démonstration du théorème de Cayley et l’application L,), 
Card gA = (H:e). Ainsi, on obtient une formule facile à retenir 


(G:e) = (G:H) (H:e) 
dont il ressort le théorème classique suivant: 
THÉORÈME 5 (Lagrange). — L'ordre d’un groupe fini est divisible 
par l’ordre de chacun de ses sous-groupes. 


COROLLAIRE. — L'ordre d'un élément divise l'ordre du groupe. 
Le groupe d'ordre p premier est toujours un groupe cyclique qui est 
unique à un isomorphisme près. 
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En effet, l’ordre de tout élément g € G coïncide avec celui du 
sous-groupe cyclique (g) engendré par (g) (théorème 3 du $ 2). 
Si |G|—= p est un nombre premier, et Æ7 est un sous-groupe non 
unitaire, la divisibilité de p par | Æ | signifie que | H | = p, d’où 
H = G. Donc, G coïncide avec le sous-groupe cyclique engendré par 
un élément ge. Tous les groupes cycliques d’ordre donné étant 
isomorphes (théorème 1), on a le droit de parler de l’unicité. 

Vu le théorème de Lagrange, on éprouve une tentation de chercher 
dans G un sous-groupe d’ordre m pour tout diviseur m de l’ordre nr 
du groupe G. Or, en général, il n’y a pas de raisons de le faire. On peut 
vérifier que le groupe alterné À, d'ordre 12 ne contient pas de sous- 
groupes d'ordre 6. 

Mais dans certains groupes « l’inversion du théorème de Lagran- 
ge » est vraie. Par exemple on a le théorème suivant: 


THÉORÈME 6. — Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est encore un 
groupe cyclique. Les seuls sous-groupes du groupe cyclique infini (Z, +) 
gont les groupes (infinis) (mZ, +), mE€N. Les sous-groupes d’un 
sroupe cyclique d'ordre q sont en correspondance biunivoque avec les 
diviseurs d (positifs) du nombre q. 


DÉMONSTRATION. — Considérons, pour varier le contenu, un groupe 
cyclique arbitraire À — (a) noté additivement. Chacun de ses élé- 
ments a donc la forme ka, où k € Z ou bien k = 0, 1, ..., q — 1, 
si À est un groupe fini d’ordre q (voir théorème 3 du $ 2). Soit B un 
sous-groupe non nul de À. Si ka € B pour un 4 = 0 quelconque, on a 
aussi —ka € B. De tous; les éléments ka € B avec k positif choisis- 
sons l’élément ma dont m est le plus petit. 

Tout k > 0 s’écrit sous la forme # = Im + r, 0 <r <m. Nous 
voyons que ka € B entraîne ra — ka — l(ma) E B, c’est-à-dire 
r — 0. Donc, B = (ma) est un groupe cyclique. 

Tous les groupes cycliques infinis sont isomorphes (théorème 1). 
Prenons à titre d'exemple le groupe additif (Z, +). Il est engendré 
par 1 ou —1, de sorte que, d’après ce qui a été démontré, tout sous- 
groupe de (Z, +) se définit par un entier naturel m et a la forme 


mZ = (m4) = {0, +m, +2m, . . .}. 


Tous ces sous-groupes sont évidemment infinis. 

Soit maintenant (a) = {0, a, ..., (g — {)a}, qa = 0. Nous 
savons que B — {0, ma, 2ma, ...}, où mEN, et sa E€B,SsE€ 
EN = s — mt. On affirme que m divise q. En effet, soit q — dm + r, 
O0 <r <m. Alors 

0 = ga = d (ma) + ra, 


d’où ra — —d (ma) € B. Le fait que m est minimal entraîne r = 0 
et on a q — dm. Ainsi, 


B = {0, ma, 2ma, ..., (d — 1) ma} = mA 
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est un sous-groupe d'ordre d du groupe À. Lorsque m parcourt tous 
les diviseurs positifs du nombre q, il en est de même pour d et nous 


obtenons exactement un sous-groupe d'ordre d pour chaque diviseur d 
de q. 


COROLLAIRE. — Dans un groupe cyclique (a) d'ordre q le sous-groupe 
d'ordre d | q coïncide avec l’ensemble des éléments b € (a) tels que 


db = 0. 


DÉMONSTRATION. — Si dm = q alors bEB=mA et db = 0. 
Réciproquement, soient b — la € (a) et db — 0. Par hypothèse, 
dla — 0. Il en résulte que dl — qk — dmk, d’où L = mk et b — 
— la = k(ma) E mA. E 


5. Monomorphisme $, — GL (n).— Rappelons qu’un mono- 
morphisme des groupes G—- G’ est par définition un plongement 
isomorphe de G dans G”. 


THÉORÈME 7. — Il existe un monomorphisme f: S, — GL (n) 
tel que la matrice f (x), x ES, a pour déterminant | f (x) | = Ex. 


DÉMONSTRATION, — Toute matrice (a;;) de type (n, n) peut être 
présentée sous la forme d’une réunion des colonnes: (a;;) — (A, 
A®, ..., A®), En particulier, soient 


1 0 0 
0 1 O 
Ew=| "|, E2-|"|,..., Em 
0 0 1 


les colonnes de la matrice unité Æ. Définissons une application 
f:Sn > GL (n) en posant 


ne f(x) = (ERU), EG), ,.., EG), (1) 


Ainsi, j (x) est une matrice nr X n dont chaque ligne et chaque co- 
lonne comporte exactement une unité, les autres éléments .étant 
nuls. On conçoit sans peine que f (x) € GL (n). 

Soient ©, t des permutations arbitraires et x = 07 leur produit. 
Par définition, dans la i-ième ligne de la matrice f (o) = (a;,) et 
dans la j-ième colonne de la matrice f (t) = (b;;), les éléments non 
nuls sont égaux respectivement à &@i,o-1) = À et br), ; = 1. C’est 
pourquoi, pour la matrice f (0) f (t) = (c;i;), la condition c; ; = 
£ O0 est équivalente à ©o-!{(i) — t(j), c’est-à-dire, à — ot (j) = 
— x (j). Or, cela signifie justement que f (6) f (t) = f (ot), donc f 
est un homomorphisme. 
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La propriéié Ker f — e est évidente. En effet, par suite de (1), 
il est immédiat que f (x) = E = n = e. Donc, f est un monomor- 


phisme. 
Enfin, nous savons que le déterminant est une fonction symé- 
trique gauche de ses colonnes. Par conséquent, |f (x) | = g (E®,... 


..., E) est une fonction symétrique gauche des  argu- 
ments £®, ..., E®, La relation (1), ainsi que la définition (5) 
du $ 2 et la démonstration du théorème 5 du $ 2 entraînent : 


En|f (R)| = Eng (EW,..., EP)=(nog)(E®, ..., EM) = 
6 CP, PU EF) = For .., E®)| — det E — 1. 


Donc, |f (x) | = Ex. 

Les matrices de la forme f (n), x € S,, sont appelées matrices des 
permutations. La restriction à À, du monomorphisme f est un mono- 
morphisme dans SL (n, R). La composition f + L des applications 
L: G—S, (théorème 2) et f: S$, + GL (nr) conduit au monomor- 
phisme G — GL (n) pour tout groupe fini G. Dans le cas de S:, l’ap- 
plication f se présente sous la forme : 


100 010 001 
e|o10ol,«t2-1100!, «413 —1o 10, 
001 001 100 
100 001 010 
(23) 110 011, (23, [1 0 0!, (432 0 0 1 
010 010 100 


En utilisant le théorème 7, on démontre aisément le théorème de 
développement complet d'un déterminant. 


THÉORÈME 8. — Le déterminant 


dy Giyz lin 

a (9) a 
det À — 21 22 an 

Zn Zn2 . Ann 


peut s'écrire sous la forme d'une somme algébrique de n! produits (ap- 
pelés termes du déterminant) : 


det À — > En (4), 1x (23,2 + ++ Aatn), n° (2) 
TESn 
. DÉMONSTRATION, — Désignons par  {A%,..., AC-D, E®, 


A°*9,..., A® | le déterminant obtenu à partir de | À | en rem- 
plaçant la colonne A‘, indice j, par la colonne EE‘ de la matrice 
unité. La formule donnant le développement du déterminant sui- 
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vant la j-ième colonne montre que pour le cofacteur À ;; de l'élément 
a; du déterminant | À | = | A®,..., ÀA® | il existe une expres- 
sion sous la forme d’un déterminant d'ordre n: 


_— 1 j 21 i j n 
À;; = | À' », . + …, A 2 E®, A! +4, e. © A! ) Fe 
d’où, d’après la même formule, on obtient 
j- i + 
det À — à dijA;; = > a; |A, ..., AÏ-D, E%, AG, .,,, AM], 
u ? 


Si l’on applique ce procédé tout d’abord pour j — 1, ensuite (à 
chacun des nr termes) pour j — 2, etc., on obtient pour det À des 
expressions contenant respectivement n, n° et, enfin, n° détermi- 
nants : 


det A= Ÿ a,,1 1E60,49,..,, AM) = 
i1 
= Dai Da,2[E 0, EG, 46)... AM] = 
il io 


G À di:, 1dio, 2 [EG), E?2) ..., A1 1 
11» 22 


ee ü 
CS | PE 


Â1: 192» . sin 


Ici, à, is, . . ., i, parcourent toutes les collections possibles des 
nombres 1, 2, ..., n (y compris celles, où il y a des répétitions). 
Utilisons toutes les n” applications distinctes x: {1, 2, ..., n} + 
—+ {1,2,..., n} (voir $ 1, n° 2, exemple 1)), où x (1) = à, . .. 
..., 1 (n) = i,, et mettons l'expression de det À sous la forme 


x (i a (2 (nr (n) 
det A= D Gx (43, à Œn 4, 2 +. An(n),n LE Met 7 \bE %, so "| 
T 


(la somme est étendue à tous les x). Il reste à remarquer que si x (i) — 
— x (j) pour deux indices distincts quelconques à et j, les deux co- 
lonnes du déterminant | EU), , ,., En) | coïncident et donc 
le déterminant est nul. Par conséquent, le déterminant | EU), ... 
..., EG))]| est non nul si, et seulement si, l’application x est bijec- 
tive, c’est-à-dire si elle est une permutation. Or, dans un tel cas, on 
a d’après le théorème 7 | EU), ,.., EG | = | f(x) | = ex. 


REMARQUE. — Il n’est pas certes difficile de démontrer le théorème 8 
directement par récurrence sur », sans aucune mention des groupes, bien que la 
nature des signes de e, devant les termes du déterminant relève finalement 
de la théorie des groupes. Le théorème 7 présente un intérêt indépendant. 

On attire l’attention sur le fait que le théorème 8 peut servir de base pour 
la construction d’une théorie des déterminants (d’ailleurs souvent on l’utilise 
comme base). À savoir, en définissant le déterminant det À par la formule (2), 
nous aurions pu obtenir toutes ses propriétés, y compris la formule du dévelop- 
pement de det À suivant les éléments de la première (ou j-ième) colonne, qui 
nous a servi de point de départ au chapitre 3. 
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EXERCICES 


1. Démontrer qu’il n’existe, à un isomorphisme près, qu’un nombre fini 
p (n) de groupes d'ordre donné n. (Indication. Trouver le majorant du 
nombre de différentes tables de Cayley d’ordre n. Le raisonnement formel uti- 


lisant le théorème 2 limite p (nr) par le nombre à de divers sous-ensembles 


de S, à n éléments. En réalité, p (n) est sensiblement plus petit, mais on n’a 
pas encore réussi à trouver une bonne estimation de la valeur réelle.) 


7? 


Fig. 14. 


2. En utilisant l’exercice 7 du $ 2, montrer que tout groupe fini peut être 
plongé dans un groupe fini engendré par deux éléments (autrement dit, montrer 
qu’il existe un monomorphisme). 

3. Démontrer que dans tout groupe le sous-groupe d’indice 2 est néces- 
sairement distingué. (Indication. Effectuer la partition de G d’abord 
en classes à gauche suivant } et ensuite en classes à droite ayant les mêmes 
représentants.) 

4. En utilisant l’exercice 3, démontrer que S; est, à un isomorphisme près, 
l'unique groupe non commutatif d'ordre 6. 

5. S'assurer que le diagramme (fig. 14) représente tous les sous-groupes 
du groupe alterné 4,. Le symbole V, désigne le groupe à quatre éléments (groupe 
de Klein) V, ={e, ne (13)(24), (14)(23)}; près des autres sommets du 
diagramme sont placés les éléments qui engendrent des sous-groupes cycliques. 

6. Montrer que tous les groupes d’ordre 4 sont commutatifs. Les seuls 
groupes qui les représentent sont, à un isomorphisme près, les groupes des 
permutations U = ((1234)), V, ou ceux des matrices 


m={f 9], [9 4 [5 LI “ecue » 


O 1 —1 0 

14 0 1 () —1 0 —1 0 

&= {lo als fo 4h To def 0 -1}<ce ». 
Ecrire sous une forme explicite les isomorphismes U — L;, V, + L,. (Indi- 


cation. Siz?—e pour tout élément x € G, alors 
abab = e = ab — bla = b (b-1}? (a-l}a = beea = ba.) 


? 
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$ 4. Anneaux et corps 


1. Définition et propriétés générales des anneaux.— Les struc- 
tures algébriques (Z, +), (Z, :) ont joué pour nous le rôle de tout 
premiers exemples de monoïdes. Quant à (Z, +) nous l’avons con- 
sidéré plus tard comme un groupe additif commutatif (au fait, un 
groupe cyclique). Pourtant, dans la vie courante, ces structures sont 
le plus souvent réunies ensemble pour donner un être qu'on appelle 
en mathématiques anneau. Une des lois importantes de l'arith- 
métique élémentaire est la distributivité: (a + b) c — ac + bc qui 
ne semble triviale qu’en raison de l’habilude acquise. Si l’on cherche 
à réunir, par exemple, les structures algébriques (Z, +), (Z, oc), 
où nAom—=n+m + nm, on ne constalera plus un si bon accord 
entre les deux opérations binaires. Avant de passer à d’autres exem- 
ples, donnons la définition de l’anneau. 


DÉFINITION. — Soit K un ensemble non vide muni de deux opéra- 
tions (algébriques binaires) notées + (addition) et - (multiplication), 
qui satisfont aux conditions suivantes : 

(Ki) (Æ, +) est un groupe abélien ; 

(K2) (Æ, -) est un semi-groupe ; 

(K3) les opérations d'addition et de multiplication sont liées entre 
elles par les lois distributives (en d’autres termes: la multiplication est 
distributive par rapport à l'addition): 


(a + b)c—=ac+bc, ca + b) = ca + cb 


quels que soient a, b, c € K. 

Alors, (K, +, +) est appelé anneau. 

La structure (ÆX, +) s'appelle groupe additif de l'anneau, et 
(KX, -) s'appelle demi-groupe multiplicatif de l'anneau. Si (X, :) 
est un monoïde, on dit que (X, +, :) est un anneau unitaire. 

On convient de désigner l’élément unité de l’anneau par l'unité 
ordinaire 1. L'existence de { est souvent introduite dans la défini- 
tion de l’anneau, mais nous ne le ferons pas. 

Dans les applications et dans la théorie générale des anneaux 
(une telle théorie existe et à l’état bien développé) on considère des 
systèmes algébriques dans lesquels l’axiome (K2) est, soit complè- 
tement éliminé, soit remplacé par un autre axiome suivant le pro- 
blème concret. Dans de tels cas on parle des anneaux non associatifs. 
Dans le présent chapitre nous ne nous proposons d'étudier que des 
anneaux ordinaires (associatifs). Cela signifie que nous pourrons nous 
appuyer sur le théorème 1 du $ 1 sans nous soucier des parenthèses 
dans le produit a,a, ... a,, quel que soit le nombre k d'éléments 
de l’anneau. 

Toute partie Z de l’anneau X s’appelle sous-anneau si 


zx, yELHz—-yEL et xyECL, 
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c'est-à-dire, si Z est un sous-groupe du groupe additif et un sous- 
demi-groupe du demi-groupe multiplicatif de l'anneau. 

Il est clair que l'intersection de toute famille de sous-anneaux de X 
est un sous-anneau (les raisonnements sont les mêmes que dans le 
cas des groupes) et donc il y a tout lieu de parler d’un sous-anneau 
{T)c K engendré par un sous-ensemble T € K. Par définition (7) 
est l'intersection de tous ceux des sous-anneaux de Æ qui contiennent 
T. Si T était dès le début un sous-anneau, alors (T ) = T. 

Un anneau est dit commutatif, si xy = yx, quels que soient x, 
y € K (à la différence des groupes, dans les ouvrages mathématiques 
russes l’anneau commutatif ne s'appelle pas anneau abélien!) 

La notion d’anneau, telle que nous l’avons introduite, est une 
notion très large. De plus, la classe d’anneaux commutatifs, qui 
semble au premier abord assez spéciale, a été, pendant plusieurs 
décennies, l’objet d’études intenses, et à présent la théorie des an- 
neaux commutatifs s’enchevêtre avec la géométrie algébrique, une 
discipline mathématique élégante qui est à la charnière de l'algèbre, 
de la géométrie et de la topologie. 


EXEMPLES. 1) Soit (Z, +, .) l’anneau des entiers relatifs, où sont définies 
les opérations ordinaires d’addition et de multiplication. L'ensemble mZ des 
entiers relatifs, divisibles par m, est un sous-anneau de Z (sans élément unité 
pour m >> 1). De même, Q et R sont les anneaux unitaires; ceci étant les 


inclusions Z< Q<R définissent une suite de sous-anneaux de l'anneau R&. 


2) Les propriétés des opérations d’addition et de multiplication dans M, (R) 
que nous avons introduites et étudiées en détail au chapitre 2, permettent d'’af- 
firmer que M, (R) est un anneau possédant un élément unité 1 = £. Il s'appelle 
anneau complet des matrices sur R ou, encore, anneau des matrices carrées d'ordre n 
(ou de type (n, n) sur R. C'est un des plus importants exemples d’anneaux. 
Etant donné que pour nr > 1 les matrices ne sont pas en général permutables, 
M, (R) est un anneau non commutatif. Il contient comme sous-anneaux les 
anneaux M, (Q) et M, (Z) des matrices carrées du même ordre respectivement 
sur Q et sur Z. En général, M, (R) contient un très grand nombre de divers 
sous-anneaux. Nous verrons que de temps en temps certains d’entre eux appa- 
raîtront de façon naturelle. Remarquons encore qu’on peut considérer un anneau 
des matrices carrées M, (K) sur un anneau commutatif arbitraire X, car l’addi- 
tion et la multiplication de deux matrices À, B € M, (K) donnent une nouvelle 
matrice à coelficients dans X, et les lois de distributivité dans M, (K) sont 
conséquences des lois analogues dans X. Tout cela découle directement des 
opérations formelles sur les matrices que nous avons résumées à la fin des 
n’$ 4 et 3 du chapitre 2, $ 8. 

3) L’anneau des fonctions est utilisé dans les différentes branches des mathé- 
matiques aussi largement que l’anneau des matrices. A savoir, soient X un 
ensemble et Æ un anneau quelconques. Considérons l’ensemble K* — {X — K} 
de toutes les fonctions (applications) f: X — X muni de deux opérations binaires 
appelées addition et multiplication des fonctions et définies comme suit : 


F + 8) (x) = f(x) © g (x), 
(8) (x) = f (x) © & (x) 


(® et © sont les opérations d’addition et de multiplication dans X). Il est 
évident que nous n’avons pas ici la même composition des fonctions qui nous 
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a conduit dans le cas des applications linéaires à l’anneau M,. Nous choisissons 
plutôt un point de vue adopté en Analyse mathématique. Etant donné, par 
exemple X—=Ret À—=R, le produit des fonctions tg et sin sera tg-sin: 
zx tg x-sin x et non tgosin: x+-> tg (sin x). 

On vérifie sans peine que XŸ satisfait à tous les axiomes d'anneau. Par 
exemple, vu la distributivité des opérations dans X, on a 


[f @) B8GNOh(=fHOR(E) Es OR() 


quelles que soient les fonctions f, g, k€ K* et x € X, ce qui donne, par la 
définition même des opérations introduites, (f + g) k = fh + gh. On établit 
de même la vérité de la deuxième loi distributive. Si 0, 1 sont les éléments zéro 
et unité de X, alors 

0,:zr-0, 1,:zr1 


sont des fonctions constantes qui jouent les rôles de zéro et d’unité dans K*. 
Si X est commutatif, il en est de même de l'anneau des fonctions KÂ. 


L'anneau XÂ.contient de différents sous-anneaux définis par les propriétés 
spéciales des fonctions. Soit, par exemple X = [0, 1] un intervalle fermé de R 


et K — R. Alors, l'anneau R{: 1 de toutes les fonctions réelles définies sur 
[0, 1] contient parmi les sous-anneaux : l’anneau RÉ. 1] de toutes les fonctions 


bornées, l'anneau RQ, a de toutes les fonctions continues, l’anneau RL 1] 


de toutes les fonctions continüment dérivables, etc., car toutes les propriétés 
indiquées se conservent lors de l’addition (de la soustraction) et de la multipli- 


cation des fonctions. 
A chaque nombre a € R correspond une fonction constante ay: xt 4, 


de sorte que l'application injective ar a ermet de considérer R comme 
q X 


sous-anneau de RŸ. Bref, presque toute classe naturelle de fonctions se trouve 


en correspondance avec un sous-anneau de RÀ. 
4) La relation zy = 0 définie pour tout couple x, y € À confère à tout 
groupe additif abélien (4, +) la structure d’anneau à multiplication nulle. 


De nombreuses propriétés des anneaux ne sont que des énoncés 
modifiés des propriétés correspondantes des groupes et, en général, 
des ensembles munis d’une seule opération associative. Par exemple, 
onaa"a" = a"*#?, (a) = a pour tous les entiers non négatifs m, 
n et tout a € K (comparer avec la relation (2) du $ ‘). D’autres pro- 
priétés plus caractéristiques des anneaux, qui sont des conséquences 
directes des axiomes, simulent au fond les propriétés de 7. Signalons 
certaines de ces dernières propriétés. Premièrement, 


a 0 = 0.4 = 0 pour tout a € X. (1) 


En effet, a + 0 — aa (a + 0) = aa=a? + a 0 = aa? + 
+ a-0 = a? + 0=a.0 = 0 (d’une manière analogue 0:a = 0). 

En supposant pour un instant que O0 = 1, on obtient a = a-1 — 
— a:0 = 0 pour tout a € K, c’est-à-dire que À ne se compose que 
de zéro. Par conséquent, pour un anneau non trivial Æ, on a toujours 
0 =£ 4. On a aussi 


(—a)b = à (—5) = —(ab), @) 
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car, par exemple, de (1) et de l’axiome de distributivité il résulte que 
0—a0—a(b — b) = ab +a(—b)}=a (—b) = —(ab). (3) 


Comme —(—a) — a, on obtient de (2) les égalités (—a) (—b) — 
— ab (par exemple, (—1) (—1) = 1) et —a = (—1):a. 

L’axiome de distributivité a pour conséquence la loi de distri- 
butivité générale: 


(a+... +a) (bit... +bm =) D ab. (4) 


i=1 j=1 


On le vérifie sans peine en raisonnant par récurrence d’abord sur n 
(pour m — 1) et ensuite sur m. En utilisant maintenant les rela- 
tions (1), (2) et (3), on obtient 


n (ab) = (na) b = a (nb) 


pour tout n € Z et tous les a, bLE A 
Signalons enfin la formule du biuôme de Newton 


n 


@+= > (r) ai, (5) 


valable pour tous les a, b € K, K ét:nt un anneau commutatif. 
Pour démontrer (95) il faut, en s’appuyant sur (4), opérer de la même: 
façon qu'au chapitre {, $ 7, où nous avons considéré le cas particu- 
lier, où À = Z 


2. Congruences. Anneau des classes résiduelles. — D'après le 
théorème 6 du $ 3, les sous-groupes non nuls du groupe (Z, +) 
sont représentés par les groupes mZ, et eux seuls, où m parcourt 
l’ensemble N des entiers naturels. L'ensemble mZ est évidemment 
stable non seulement pour l'opération d’addition mais aussi pour la 
multiplication, en satisfaisant à tous les trois axiomes d’anneau. 
Ainsi, on a la proposition suivante : tout sous-anneau non nul de l’an- 
neau Z est de la forme mZ, où m EN. 

Cherchons maintenant à construire, en utilisant le sous-anneaw 
mZ € Z, un anneau non nul constitué d’un nombre fini d’élé- 
ments. À cet effet, introduisons la définition suivante : 


DÉFINITION. — On dit que deux entiers n, n° sont congrus modulo m. 
si leur division par m donne mêmes restes. Dans ce cas on écrit n = 
= n'(m)oun—=n" (mod. m) et on appelle m module de congruence. 


On obtient ainsi une partition de Z en classes de nombres congrus 
modulo m et appelées classes résiduelles modulo m. Toute classe ré- 
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siduelle est de la forme 


{r}m = 7 + mLl= {T+mk|keT}, 
Z = {0}m U {Am U -..U {m — 1}. (6) 


si bien que 

Nous remarquons que les classes résiduelles sont des classes du 
groupe additif Z suivant le sous-groupe mZ alors que la partition (6) 
correspond à la décomposition dont il s’agit dans le théorème 4 
du $ 2. Par définition, n = n'(m <>n — n° est divisible par m. 
La commodité de la notation n = n° (m) pour la relation de divisi- 
bilité m | (n — n') réside en ce qu'avec de telles congruences on 
peut opérer tout à fait de la même façon qu'avec les égalités ordi- 
naires. À savoir, si k= k’ (m) et 1=l'(m), on a k+l=k + 
+ l'(m) et kl' = k'l' (m). 

En particulier, k = k’ (m)=ks = k's (m) pour tout s € Z. 

Ainsi, à deux classes quelconques {k},, et {!},, on peut faire as- 
socier, indépendamment des représentants choisis 4 et !, des classes 
qui sont leur somme et leur produit, ce qui signifie que sur l’ensemble 
Zm = Z{lmZ des classes résiduelles modulo m sont univoquement 
induites les opérations @ et €): 


(k}m (o) {l}m Re {k Fa l}m 


(n © {nm = (El. ji 
Puisque la définition de ces opérations se ramène à des opérations 
correspondantes sur les nombres des classes résiduelles, à savoir sur 
les éléments de Z, l’anneau {Z,, ®, O} sera, lui aussi, un anneau 
commutatif unitaire, avec {1}, = 1 + mZ. Il s'appelle anneau des 
classes résiduelles modulo m. Lorsqu'on acquiert une certaine habitude 


(et le module est fixe) on omet l'indice m et on écrit # au lieu de 
{k}m, si bien que 


La plus haute maîtrise de Z,,, qui semble au premier abord être de 
caractère d’un sacrilège, mais qui présente des avantages techniques 
évidents, est qu’on abandonne les symboles spéciaux (barres et cer- 
cles) pour opérer avec un ensemble des représentants modulo m, le 
plus souvent avec {0, 1, 2, ..., m — 1} que l’on appelle système 
réduit des entiers modulo m. Avec cette convention, on a par exemple: 
—k=m—k, 2{(m—1) = —2 = m — 2. 

Ainsi, les anneaux finis existent. Donnons trois exemples des 
plus simples anneaux, en indiquant pour chacun les tables d’addition 


$ 4] ANNEAUX ET CORPS 465 


et de multiplication: 


+10 1 «10 1 +10 1 2 .[0 12 
2; 0101 010 0 010 1 2 010 0 0 
111 0 110 1 Z3  1|1 2 o 110 12 
212 0 1 210 2 1 

+10 123 |O 1 2 3 

010 4 2 3 010 0 0 0 

Zs 111 2 3 0 110 1 2 3 

212 3 0 1 210 2 0 2 

313 0 1 2 310 3 2 1 


L'’anneau Z,, des classes résiduelles attirait depuis longtemps 
l'attention des spécialistes en théorie des nombres et servait, en 
algèbre, de point de départ pour toutes sortes de généralisations. 


3. Homomorphismes et idéaux des anneaux.— L'application jf: 
nt {n}r possède en vertu des relations (7) les propriétés suivantes: 
1k+D=f(k) ® (1, f (kl) = f(k)Of (1). Cela nous permet de 
parler de l’homomorphisme de Z dans Z,, conformément à la défi- 
nition générale. 


DÉFINITION. — Soient donnés les anneaux (K, +, -) et (K', ®, 
Q)). On dit que l'application f: K — K' est un homomorphisme si 
elle respecte toutes les opérations, c'est-à-dire, si 


f(a+b) = (a) j (b), 
Ï (ab) = f (a)Of (6). 


Dans ce cas on a, certes, f (0) = 0’ et f (na) = nf (a), n ET. 
On appelle noyau de l’homomorphisme f l’ensemble 


Kerf = {a € K |f(a) = 0'}. 


Il est clair que Ker f est un sous-anneau de X. Mais ce sous-anneau 
est loin d’être arbitraire. En effet, si L = KerfcK,onalL:zs 
S L (car f (x) = f (Of (x) = 0’Of(x) = 0’ pour tout LE L) 
et x-L = L pour tout x € X. Donc LK € Let XL L. Le sous- 
anneau vérifiant ces propriétés s'appelle idéal (bilatère) de l’anneau X. 
Ainsi, les noyaux des homomorphismes sont toujours des idéaux. 

De même que dans le cas des groupes (voir $ 3, n° 3, termino- 
logie), l’homomorphisme f: K-- K' s'appelle monomorphisme 
si Ker j — 0, épimorphisme si l’image coïncide avec X’: 


Imf=f(#)= {a EK'|a'=}f(a)} = K’, 


et isomorphisme si l'application f est monomorphe et épimorphe. 
L'isomorphisme des anneaux est noté K = X. 
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L'application f: nr {n}, que nous avons considérée plus haut, 
.est évidemment un épimorphisme Z — Z,, avec le noyau Ker f — 
— mZ. Lors de la construction de Z,, on a justement utilisé de façon 
‘implicite le fait que mZ est un idéal de l’anneau Z. Nous voyons 
que tout sous-anneau non nul de l’anneau Z est un idéal. Cette 
propriété est due au caractère spécifique de Z ; elle n’est plus vraie, 
‘par exemple dans l’anneau des matrices M, (Z): l’ensemble 


(55 )[essé er) 


est un sous-anneau mais non un idéal de AZ, (Z). 

L'exemple de mZ suggère un procédé de construction des idéaux 
{peut-être non pour tous) dans un anneau commutatif arbitraire Æ : 
si a est un élément quelconque de X, l’ensemble aX est toujours un 
idéal de X. En effet 


ax +ay=a(x+y), (ax) y = a (xy). 


On dit que aK est idéal principal engendré par l'élément a € X. 

Les idéaux de tout anneau sont des sous-groupes du groupe additif 
de l'anneau, stables pour la multiplication à gauche et à droite par les 
éléments de l'anneau, si l'on ne prend que des anneaux unitaires, il 
s'avère judicieux d'introduire dans la définition de l'homomorphisme 
f: K — K' la condition f (1) = 1’. Dans le cas de l’épimorphisme cette 
condition est, certes, automatiquement réalisée. 

Les anneaux isomorphes s'identifient d’après leurs propriétés 
algébriques, de sorte que seules Les propriétés, qui se conservent lors 
des applications isomorphes, présentent un vrai intérêt mathématique. 
C'est justement cette circonstance qu’on avait en vue en considé- 
rant l'anneau Z,, soit comme ensemble des classes résiduelles modu- 
lo m, soit comme ensemble des représentants de ces classes arbitrai- 
rement choisis. 


4, Notions de groupe quotient et d’anneau quotient.— Les sous- 
groupes distingués des groupes et les idéaux des anneaux ont une 
origine commune, ils sont noyaux des homomorphismes. Cette cir- 
constance trouve son expression dans le fait général du passage au 
quotient, que nous allons analyser brièvement. Cette question sera 
étudiée de façon beaucoup plus détaillée dans la deuxième partie du 
livre. 

Commençons par les groupes. La relation d'équivalence — dans 
un groupe G définie par la partition de G en classes suivant un groupe 
distingué }Æ possède une propriété remarquable. À savoir, si a et b 
sont deux éléments quelconques du groupe G et si ac. b - d, 
alors par la définition (voir démonstration du théorème 4 du $ 3) 
onaac—=h €EH,b-d—=h,€H, d'où 


(ab)-lcd = b-ta-lcd = b"1 (ac) d = b-thib (b-4d) = hihe EH 
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et donc ab — cd. On a utilisé ici la propriété que possède le sous- 
groupe distingué H de G: b-Th,b = h, € H. Ainsi, 


arc, bed ab = cd. 


Cela signifie au fait que l’opération de multiplication définie dans 
le groupe G, induit une opération de multiplication sur l’ensemble 
quotient G/— (voir chap. 1, $ 6, n° 3) que nous sommes convenus de 
désigner par le symbole G/H. 

Il y a intérêt à parler du produit des sous-ensembles arbitraires 
À, B du groupe G en entendant par AB l’ensemble de tous les pro- 
duits ab, avec a € À, b € B. L'’associativité dans G entraîne la rela- 
tion 


(AB) C = {{ab) c} = {a (bc)} = À (BC), 


si bien qu’un sous-ensemble } € G est sous-groupe de G si, et seule- 
ment si, 1° =H, H = {h"|hEeEH}ICH. 

De ce point de vue, on interprète la classe a comme produit de 
l’ensemble à un élément {a} par le sous-groupe H. Le produit des 
classes a], db est un ensemble a -bH qui, en général, n’est pas 
nécessairement une classe suivant 77. Aïnsi, la partition de S4 sui- 
vant À = {e, (12)} que nous avons considérée au $ 3, n° 4, montre 
par exemple que 


H (13) H = (13) H U (23) A. 


I n’en est plus de même lorsque Æ est un sous-groupe distingué 
du groupe G. Puisque gAH = Hg pour tout g£€G,ona 


aH bH = a (Hb) H = a (bH) H = abH? = ab, 


si bien que le raisonnement développé plus haut montre que la clas- 
se ab ne dépend pas des représentants a, b des classes aH, bH. Les 
propriétés 
aH bH — abH, 
H «aH = aH «H = aM, 
a{H .aH = aH a \H = eH — H 
permettent d’'énoncer le théorème suivant: 


THÉORÈME 1. — Si } est un sous-groupe distingué d'un groupe G, 
l'opération de multiplication aH -bH = abH confère à l’ensemble quo- 
tient G/H une structure du groupe appelé groupe quotient de G par H. 
La classe H est l'élément unité de G/H, et a-1H — (aH)-! est l'élément 
inverse de aH. K 

Lorsque le groupe G est fini, l’ordre du groupe quotient G/H est 
défini par la formule 


|G/A| == (G:H), 
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qui n’a rien d’inattendu après tout ce qui vient d’être dit, y compris 
le théorème de Lagrange ($ 3, n° 4). 

Dans le cas des groupes abéliens notés additivement, l’opération 
binaire sur G/H est introduite par la relation 


@+H)+(@+H)={(a+b)+H, 


et G/H est souvent appelé groupe G modulo H. Lorsque G = Z, 
H = mZ, on dit aussi « groupe Z modulo m ». 
En passant à la construction de l’anneau quotient K/L de l’anneau 
K par l'idéal Z nous adoptons que la « base » de l’anneau est consti- 
tuée par un groupe additif abélien. C’est pourquoi, il convient de 
prendre pour éléments de X/L les classes a + L (appelées classes 
résiduelles modulo L) dont l'addition se fait d’après la règle 
@+L)8(0b+lL)=(a+b)+LZ, (8) 
OU+L)=-2+2, 
et le produit se définit par 
(a + L)O(b + L) = ab + L. (9) 


Il importe de s'assurer que la multiplication ainsi définie soit cor- 
recte, c’est-à-dire qu’elle ne dépende pas des représentants choisis 
dans les classes correspondantes. Soient a = a + x, db" = b + y, 
où x, y E L. Alors 


ab" — ab + ay + xb' = ab + 2, 
où z — ay + xb° € L car L est un idéal bilatère. Voilà pourquoi a'b° 
se trouve dans la même classe d'équivalence que l'élément ab, ce 
qui signifie justement que le produit (9) est défini correctement. 
Pour abréger la notation, posons a = a + L, de sorte que 
aDb=a+b, aOb= ab. 


En particulier, 0 = ZL et 1 = 1 + L (si K admet un élément unité 


1). Il faut encore s'assurer que l’ensemble À = K/L = {a |a€ K} 
muni des opérations ®, © satisfait à tous les axiomes d’anneau. Or, 


cela est assez évident, car les opérations sur les classes résiduelles de ÆÀ 
se ramènent aux opérations sur les éléments de X. Par exemple, la 
distributivité est vérifiée comme suit 


a Bb Oc=(a+b)oOc=(a +b)ce = ac + bc = 
= aPb=aoOcPbOc. 
Tout cela montre que l'application 
TT: ar 0 


des anneaux À — K” est un épimorphisme avec le noyau Ker x = L. 
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Ainsi, l'exemple de l’anneau quotient Z,, — Z/mZ et de l’épimor- 
phisme Z —+ Z, nous conduit à une situation analogue dans les 
anneaux quelconques. 

Il convient de remarquer, bien que cela sorte du cadre de notre 
but immédiat (explication de la structure de Z,, au point de vue de 
l’algèbre générale) que toutes les images de l’anneau XÆ par des homo- 
morphismes sont en réalité les anneaux quotients de Æ et eux seuls, 
par des idéaux correspondants. En effet, si f: À — K” est un homo- 
morphisme et f (K) est l’image de ÆX par f, nous obtenons un épi- 
morphisme à condition de considérer f (À) © KÆ” au lieu de X”. Pour 
ne pas compliquer les notations, supposons dès le début que j est un 
épimorphisme, c’est-à-dire posons f (X) = X”’. Conformément au 
principe général exposé au chapitre 1, $ 6, n° 3, f définit une rela- 
tion d'équivalence O; sur X ; dans le cas considéré, O; est définie par 
la partition de X en classes a + Ker f = C,. L'application f engen- 
dre une bijection f’ entre les éléments a’ € K” et les classes C,, à 
savoir f' (C,) = a’ si a’ — f (a). Ceci étant, 


(Ca + Co) = F (Care) = f (a + b) = f (a) + f (b) — 
= (Co) + F (Co), 
f(Ca-Cr) = F (Cor) = f (ab) = f (a)-f (b) = F (Ca) T° (Ce), 


si bien que l’application bijective f” est un isomorphisme (pour sim- 
plifier, les opérations d’addition et de multiplication dans X, dans 
l’anneau des classes résiduelles X/Ker f et dans X” sont notées iden- 
tiquement : + et -). Ainsi nous avons démontré le théorème suivant : 


THÉORÈME 2 (théorème fondamental d’homomorphie des an- 
neaux). — T'out idéal L d’un anneau K définit (à l’aide des formules 
(8), (9)) sur l'ensemble quotient K/L une structure d’anneau, K/L 
étant l’image de l'anneau K par l’homomorphisme de noyau L. Ré- 
ciproquement, toute image homomorphe K°' = f (K) d'un anneau K 
est isomorphe à l'anneau quotient K/Ker f. 


REMARQUE.— Le second membre de la formule (9) ne coïncide pas en général 
avec le produit, dans le sens ensembliste, des classes résiduelles a + L et b + Z. 
Par exemple, pour À = Z, L = 8%, le nombre entier 24 € 16 + 8Z n'est pas 
contenu dans (4 + 87)? car (4 + 8s) (4 + 8t) — 16u. 


9. Types d’anneaux. Corps.— Dans les anneaux numériques bien 
connus Z, Q et R, ab — 0 implique soit a = 0, soit b — 0. Cette 
propriété n’est pourtant plus vraie dans l’anneau M, des matrices 
carrées. En utilisant les matrices E;; (voir chap. 2, $ 3, démonstra- 
tion du théorème 3) nous obtenons les égalités E;,;E,, — 0 pour j = 4, 
bien que, certes, E;; Æ 0 et E,, 0. Remarquons que E;:Er;= 
= E;; 0. On pourrait attribuer ce phénomène, si étrange pour 
l’arithmétique élémentaire, à la non-commutativité de l'anneau W,, 
mais il n’en est pas ainsi. Comme nous l’avons vu au n° 2, les élé- 
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ments de l'anneau commutatif 7, vérifient l'égalité 2 © 2 = 0 en 
dépit de la vérité connue: « deux fois deux font quatre ». 


Voilà encore deux exemples. 


EXEMPLE 1. — L'ensemble des couples numériques (a, b) (a, bE Z, 
Q@ ou R) muni des opérations d’addition et de multiplication définies par les 


formules 
(ay, 01) + (ao, do) = (ay + Goes dy + be), 
(as dy) (ae, de) = (aies bibo); 


est manifestement un anneau commutatif avec l'élément unité (1, 1), dans 
lequel nous observons de nouveau le même phénomène: (1, 0)-(0, 1) = (0, 0) = 
= (0, 


EXEMPLE 2. — Dans l’anneau RF des fonctions réelles (voir n° 1, exem- 
ple 3) les fonctions f:zr->|z|+zetg: zx ]|zx]| — x sont telles que f (x) — 
= 0 pour x <0 et g(x) = 0 pour x > 0. Leur produit fg est de ce fait une 
fonction nulle, bien que f = 0 et g 0. 


DÉFINITION. — Si, dans un anneau K, ab = 0 avecaOetb Æ 0, 
on dit que a est un diviseur de zéro à gauche et b un diviseur de zéro à 
droite (si l’anneau K est commutatif, on parle tout simplement des 
diviseurs de zéro). Le zéro lui-même est, dans un anneau K ZÆ 0, un 
diviseur trivial de zéro. S'il n’y a pas d’autres diviseurs de zéro (sauf 0) 
on dit que K est un anneau sans diviseurs de zéro. Un anneau commuta- 
tif sans diviseurs de zéro et ayant un élément unité 1 = 0 est appelé 
anneau intègre (on dit quelquefois anneau d'intégrité ou domaine d’in- 
tégrité). 


THÉORÈME 3. — Un anneau commutatif unitaire non trivial K 
est intègre si, et seulement si, la loi de simplification 


ab = ac ax0—=b=c 


est vérifiée quels que soient a, b, cE K. 

En effet, si À est muni de la loi de simplification, ab = 0 = a 0 
entraîne soit a = 0, soit a = 0 avec b — 0. Inversement, si Æ est 
intègre, on a ab = ac,a- O=a(b—c)=0,b—c=0=b = c. 

Il est naturel de considérer dans un anneau unitaire À l’ensemble 
des éléments inversibles : un élément a s'appelle inversible (ou divi- 
seur d'unité) s’il existe un élément a! tel que aa”! = 1 = al. 
D'une manière plus précise, il faudrait parler des éléments inversi- 
bles à droite ou à gauche (ab — 1 ou ba = 1), mais dans les anneaux 
commutatifs, de même que dans les anneaux sans diviseurs de zéro, 
<es notions coïncident. En effet, il résulte de ab = 1 que aba = a, 
d’où a (ba — 1) = 0. Puisque a 0, on a ba — 1 = 0, c’est-à-dire 
ba = 1. 

Nous savons que, par exemple, dans l'anneau M, les éléments 
inversibles sont les matrices de déterminant non nul et elles seules. 
Un élément inversible a ne peut pas être un diviseur de zéro: ab — 
= 0=a"t (ab) = 0O=(a ta) b — 0=-1 .b — 0=b = 0 (d’une manière 
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analogue, ba = 0=b = 0). Il ne faut donc pas s'étonner de voir 
l’assertion suivante: 


THÉORÈME 4. — Tous les éléments inversibles d’un anneau unitaire 
K forment un groupe U (K) pour la multiplication. 


En effet, puisque l’ensemble U (Æ) possède un élément unité, 
aEU(K)=a "EU (K) et la multiplication est associative dans X, 
il ne reste qu'à nous assurer que l’ensemble U (Æ) est stable pour 
la multiplication, c’est-à-dire vérifier que le produit ab de deux 
éléments quelconques a et b de U (K) appartient encore à U (K). 
Or, cela est évident car (ab)! = b-la-t (ab .b-la-t = à (bb”t) a” — 
= a.1.a"! = aa1 = 1), et donc ab est inversible. 

On établit sans peine que U (Z) = {+1} est un groupe cyclique 
d'ordre 2. 

Si, dans la définition de l’anneau, on remplace l’axiome (K2) 
par une condition sensiblement plus forte (K2’) : l’ensemble X* — 
— K\ {0} est un groupe pour la multiplication, on obtient une 
classe d’anneaux très intéressante appelés corps. Le corps est donc 
un anneau sans diviseurs de zéro, dont tout élément non nul est in- 
versible. Lorsque la multiplication est commutative, le corps est 
dit commutatif, et les opérations d’addition et de multiplication 
deviennent presque complètement symétriques. Ainsi, donnons encore 
une fois la définition du corps commutatif. 


DÉFINITION. — On appelle corps commutatif P un anneau commu- 
tatif ayant un élément unité 1 -£ 0 et dont tout élément a 0 est inver- 
sible. Le groupe P* = U (P) s'appelle groupe multiplicatif de P. 


Le corps commutatif peut être considéré comme une combinaison 
de deux groupes abéliens, additif et multiplicatif, liés par une loi 
de distributivité (maintenant une seule, étant donné la commutati- 
vité). Le produit ab”? s'écrit généralement sous la forme d’une frac- 


: a : 
tion (d'un rapport ou d'un quotient) — qu'on représente encore, par 


souci d'économie, à l’aide d’une barre oblique a/b. Donc, la fraction 
a/b qui n’a un sens que pour b =£ O0, est solution unique de l’équation 
bx = a. Les règles de calcul des fractions sont les suivantes : 


= <ad=be, b,d-Æ0, 
a C ad + bc 
Tai bd : b,d=Æ0, 
a — a a 
Ro ji (10) 
a C ac 
sie b,d# 0. 


(+) =i a,b0. 
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Ce sont des règles usuelles « d’école » qu'il ne s’agit pas d'apprendre 
par cœur, mais qu'il faut déduire des axiomes du corps commutatif, 
ce qui ne présente d’ailleurs aucune difficulté. Voilà les raisonne- 
ments qui suffisent pour obtenir la deuxième des règles (10). Soient 
x —= a/b et y — c/d solutions des équations bx = a et dy = c. Il 
en résulte que dbx = da, bdy = bc=bd (x + y) = da + bc=t — 
= x + y = (da + bc)/bd est solution unique de l’équation bdt — 
— da + bc. 

On appelle sous-corps F d'un corps P tout sous-anneau de P 
qui est lui-même un corps. Par exemple, le corps des nombres ration- 
nels @ est un sous-corps du corps des nombres réels R. 

Dans le cas où F € P, on dit que le corps P est une extension 
de son sous-corps F. De la définition du sous-corps il résulte que l’élé- 
ment zéro et l’élément unité du corps P appartiennent également à 
F'et sont pour F élément zéro et élément unité. Soit F, l'intersection 
de tous les sous-corps de P contenant F et un certain élément a € P, 
tel que a & F. Alors F, est un corps minimal qui contient l’ensemble 
{F, a} (même raisonnement que celui développé pour les groupes au 
$ 2, n° 2). On dit que l'extension F, du corps F est obtenue par 
adjonction à F de l'élément a, et on reflète ce fait par la notation 
F, = Fa). De même, on peut parler d’un sous-corps F, — 
— F'(a;, ..., a,) du corps P, obtenu par adjonction à F de n élé- 
ments @y, + .« .; An du Corps P?. 


Une petite vérification montre que @ (7/2) coïncide avec l’ensemble des 
nombres ab V 2, a, bEQ@, car (V 2)?=2 et 1/(a+-b y 2) — (a/(a?— 2b2))— 
— (b/(a2— 2b2)) V2 pour a+-b V2 0. La même remarque est valable pour 
(A (73), (PR (y 5), etc. 


On dit que deux corps P et P’ sont isomorphes, s'ils le sont en 
tant qu'anneaux. Îl résulte immédiatement de la définition que 
f (0) = 0 et f (1) = 1” pour toute application isomorphe f. Parler 
des homomorphismes des corps n’a aucun sens, car Ker f = 0 = 
= f (a)=0,a 0 f(1)=}f (aa )=} (a) f (at) = 0.f (a) =0—+ 
—f (db) = f (1-b) = f (1) f (b) = 0 -f (b) —0,V b= Ker f = P. Enre- 
vanche, les automorphismes, c’est-à-dire les applications isomorphes 
d’un corps P sur lui-même, sont liés aux propriétés les plus pro- 
fondes des corps et fournissent un instrument puissant pour l'étude 
de ces propriétés dans le cadre de la théorie de Galois. 

La notion d’extension des corps est à l’unisson du désir éternel 
des hommes à élargir l’arsénal des nombres utilisés. Un processus 
assez lent qu’on peut représenter conventionnellement par le dia- 
gramme: {un} —— {un et un font deux} Nu. {N, O} 7 
mms QusQ (V2) --R ét qui a continué à se dérouler jusqu’à pré- 
sent, a conduit à un réseau extrêmement développé de corps qui 
diffèrent beaucoup des corps numériques habituels. Toutes les étapes 
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de ce processus n'ont pas été purement algébriques. Par exemple, le 
passage des nombres rationnels aux nombres réels, basé sur les notions 
de continuité et de plénitude (existence de limites pour les suites de 
Cauchy), est étudié jusqu’à présent dans les cours d'analyse mathé- 
matique. En même temps, la construction tout à fait analogue des 
corps des nombres p-adiques que nous n’analysons pas ici, et l’ana- 
lyse p-adique moderne qui s’est développée sur la base de cette cons- 
truction, sont de belles œuvres de trois branches des mathématiques : 
de la théorie des nombres, de l'algèbre et de l’analyse. 


6. Caractéristique d’un corps commutatif.— Au n° 2, nous avons 
construit un anneau fini des classes résiduelles Z,, ayant les éléments 
0, 4, Drum d 
et muni des opérations d’ addition x + 1= k +1, et de multiplica- 
tion k-l — kl (nous renonçons à l'emploi des signes ® et ©). Si 
m=st,s>1,t>>1,onas.t—m — 0, c’est-à-dire s et £ sont des 

diviseurs de zéro dans Zm 

Soit maintenant m — p un nombre premier. On affirme que Z, 
est un corps (à p éléments). Pour p = 2 et 3 cette assertion découle 
immédiatement des tables de multiplication écrites au n° 2. Dans le 
cas général, il suffit d'établir pour tout s € Z5 l’existence d’un élé- 
ment inverse s’ (les entiers s et s’ ne doivent pas manifestement être 
divisibles par bp). 

Considérons les éléments 


s, 25, ..., (p — 1À)s. (11) 
Ils sont tous non nuls, car s =£ 0 (mod. p) = ks == O0 (mod. p) pour 
k — 1,2, ..., p — 1. On utilise ici le fait que p est un nombre pre- 


mier. Pour la même raison, les éléments (11) sont tous distincts: 
ks = Is, k 1, entraînerait (1 — k) s = 0, ce qui est faux. Ainsi, 
la suite des éléments (11) coïncide avec celle des éléments 


1,2, ..., p—1 


permutés d’une façon quelconque. 

En particulier, il existe un élément s’, 1 < s°  p — 1, tel que 
l’on ait s's — {. Or, cela signifie justement que S'.s — 1, c'est-à- 
dire que s’ est l’élément inverse de s. Nous avons ainsi démontré 
le théorème suivant : 

THÉORÈME 9. — Un anneau des classes résiduelles Z,, est un corps 
si, et seulement si, m — p est un nombre premier. 


COROLLAIRE (théorème de Fermat). — Pour tout module premier p, 
et tout entier m non divisible par p, on a la congruence 
mP-l = 1 (mod. p). 


474 STRUCTURES ALGÉBRIQUES [CH. # 


DÉMONSTRATION. — Le groupe multiplicatif Z? est d'ordre p — 1. 
D'après le théorème de Lagrange (voir $ 3), p — 1 est divisible par 
l’ordre de tout élément de Z?. Ainsi 1 = (m}P-1 = m?P-1, c'est-à-dire 
mPi—1—0. 

Il n’est pas difficile de démontrer le théorème de Fermat direc- 
tement à l’aide de la théorie des congruences, en multipliant tous 
les éléments de la suite (11). 

Les corps 2, Za, Z5, . . ., si peu ressemblants aux corps connus 
Q, Q (V2), R, ont pris dans l’hiérarchie algébrique une place qui 
est comparable, d’après son importance, à celle attribuée depuis 
longtemps au corps Q@. L’explication en est la suivante. Soit P un 
corps. Comme nous l’avons déjà indiqué, l'intersection f] P; de toute 


famille de sous-corps {P; | i € ZT} est un sous-corps de P. 


DÉFINITION. — Un corps est dit premier s'il ne possède aucun sous- 
corps strict. 


THÉORÈME 6. — Tout corps commutatif P contient un corps pre- 
mier P, et un seul. Ce corps premier est isomorphe soit à @, soit à Z, 
pour un certain p. 


DÉMONSTRATION. — Il est évident que l'intersection P, de tous 
les sous-corps du corps P ne contient pas de sous-corps stricts et est 
l'unique sous-corps de P vérifiant cette propriété. 

Le corps P, contient avec l’élément unité { tous ses multiples 
n41—1+...—+1. Il résulte des propriétés générales des opé- 
rations d’addition et de multiplication des éléments dans les an- 
neaux (voir la fin du n° 1) que 


sA Lt 1 — (s +14, (81) (6.1) = (st) A; s, tE TZ. (12) 


C'est pourquoi, l’application f de l’anneau Z dans P, définie 
par la loi f(n) — ni, est un homomorphisme dont le noyau, qui 
est un idéal de Z, est de la forme Ker f = m7. Si m = 0, f est un 
isomorphisme, et les fractions (s-1)/(t.1) qui ont un sens dans P 
(puisque P est un corps commutatif) forment un corps P, isomorphe 
à Q.. Il sera justement le sous-corps premier de P. 

Si m > 0, il est évident que l'application f* définie par la loi 


175 k = {k}m — f (), 


sera un plongement isomorphe Z,, + P, ce qui est possible si, et 
seulement si, m — p est un nombre premier, car pour m non premier 
Zm contient les diviseurs de zéro. Donc, f* (Z,) est un sous-corps 
premier de P. El 


DÉFINITION. — On dit qu'un corps commutatif P est de caractéris- 
tique nulle si son sous-corps premier P, est isomorphe à @ ; le corps P 


$ 4] ANNEAUX ET CORPS 175 


est de caractéristique un nombre premier p (ou de caractéristique finie) 
si P, = Z,. On écrit respectivement car P = 0 ou car P = p > (. 


Pour désigner un corps « abstrait » à p éléments, au lieu de Z, 
on utilise généralement F, ou GF (p) (Galois Field-corps de Galois). 
Il faut avoir en vue qu'il existe un corps commutatif fini GF (q) à 
q = p" éléments, où p est un nombre premier, et rz un entier positif 
quelconque. Nous reviendrons sur cette question intéressante au 
chapitre 9, en nous contenant d'indiquer ici un exemple de corps 
commutatif à quatre éléments {0, 1, «, B}: 


+10 1 &« B 10 1 & 8 
010 1 « B 0[0 0 0 0 
GF(4)}: 111 0 B « 110 1 a 8 
al x B O 1 a|O «à B 1 
BIB «x 1 0 BIO B 1 « 


La nature des éléments «& et $ ne nous intéresse pas pour l'instant. 
Nous recommandons au lecteur de s’assurer que la loi de distributivité 
est vérifiée. 

La caractéristique nulle est appelée parfois caractéristique infinie, 
conformément à son interprétation en tant qu'’ordre de l'élément 1 
dans le groupe additif du corps P. De même, la caractéristique finie p 
est l’ordre général de tout élément non nul du groupe additif: 
A Em EE ee 

= +... +t1)z = (pA4)x = 0. 

7. Remarque sur les systèmes linéaires.— Il est déjà temps 
d’envelopper d’un regard, en pensée, la théorie des systèmes d’équa- 
tions linéaires que nous avons exposée au cours des chapitres pré- 
cédents, et la théorie des déterminants qu'elle a fait naître. Comme 
coefficients d'équations linéaires et éléments de matrices nous avons 
utilisé des nombres rationnels ou réels dont le caractère spécifique 
ne nous importait pas. Rien ne nous empêche maintenant de prendre 
au lieu de ces nombres des éléments d’un corps commutatif arbitraire 
P. Dans ce cas, les résultats obtenus doivent être énoncés en termes 
de corps P : les composantes de la solution d’un système linéaire et 
les valeurs de la fonction det appartiendront au corps P. La méthode 
de Gauss de résolution des systèmes d'équations linéaires, la théorie 
des déterminants, les formules de Cramer restent valables (sans modi- 
fications importantes) pour un corps commutatif arbitraire P. 


EXEMPLE 1. — Soient donnés un système homogène d'équations linéaires 
AX = 0 de matrice carrée 
| 2 3 4 


—10 13 141 
12 —9 14 15 
12 13 —8 15 


A=(aij)= 
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et une colonne d’inconnues X = [x,, x, xs, x,l. Le calcul direct montre que 
det À = 2.11%. Par conséquent, pour a;;, x € P, où P est un corps commutatif 
arbitraire de caractéristique nulle ou de caractéristique p £ 2, 11 (dans ce cas 
les entiers 1, 2, 3, 4, —10, ..., 15 sont remplacés par les classes résiduelles 
correspondantes), notre système est un système déterminé qui n’admet qu’une 
solution triviale X = 0. 

Si car P = 2 (disons, P = Z,), la congruence 


1 2 3 4 1 0 4 0 

10 13 14 45 04 0 4 
32 —9 44 45 —|lo 4 o 4|(mod- 2) 
12 13 —8 145 0 4 0 1 


permet de conclure que le rang du système est égal à deux et que le système 
admet deux solutions indépendantes X, — [1, 0, 1, 0], X, = [0, 1, O0, 1]. 
Pour éviter _ tout malentendu, il faudrait écrire X, = [1, 0, 1, 0], X, — 
e [0, 1, O, 1], mais on est assez préparé pour se contenter de la notation simpli- 
iée. 

Si car P = 11, on déduit de la congruence 


4 2 3 4 1 2 3 4 
10 13 44 45 1 2 3 4 
= d. 
12 —9 44 45 RS on 
12 13 —8 45 1 2 3 4 


que le système possède trois solutions indépendantes: 
X1 — [9, 1, 0, 0], Xe — [8, 0, 1, 0], X3 = [7, 0, O, 1]. 


Comme nous le voyons, la réponse dépend essentiellement du 
corps P considéré. En revanche, l’analyse du système re diffère en 
rien de l’analyse ordinaire. Donc, l’un des avantages offerts par le 
passage de R et @ à un corps arbitraire est qu’il permet d'éviter les 
doubles raisonnements similaires. Mais il existe d’autres raisons plus 
profondes qui militent en faveur de ce passage. 

En parlant du groupe linéaire complet, nous l’avons considéré 
jusqu'ici comme groupe de toutes les matrices régulières à coeffi- 
cients dans Q@ ou R. L'ensemble des matrices carrées d'ordre n à 
coefficients dans un corps arbitraire P forme un anneau des matrices 
M, (P), et le sous-ensemble de toutes les matrices régulières À € 
€ M, (P) (des matrices de det 4A=£ 0) conduit à la notion de groupe 
linéaire complet GL (7, P) sur P. Faisant varier le corps P, en 
posant P —F, par exemple, on peut obtenir de façon naturelle 
toute une série de groupes importants (voir chap. 7). 


Les corps de type R, @, Q@ (V2), etc., sont généralement appe- 
lés corps numériques. Le.corps F, est un exemple de corps non numé- 
rique : il serait incorrect d'appeler ses éléments nombres pour cette 
seule raison qu’ils sont souvent identifiés avec les éléments de l’en- 
semble {0, 1, ..., p — 1}. 
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Au chapitre 1, 8 2, il a été posé un problème (sous le numéro 3) concernant 
l’emploi des corps finis dans la théorie du codage. Nous donnons ci-dessous un 
petit exemple à ce sujet. 


EXEMPLE 2. — Pour transmettre l’appel MUPY MP (PAIX AU MONDE) 
il suffit en principe de répéter, un nombre de fois correspondant et dans l’ordre 
convenable, quatre messages élémentaires M = (0, 0), À = (1, 0), P = (0, 1), 
Y = (1, 1), interprétés comme vecteurs lignes d’un espace vectoriel de dimen- 
sion deux F2 sur le corps F, æ Z2 — {0, 1} à deux éléments. Le bruit inter- 
venant dans le canal au cours d’une transmission fait naître des perturbations 
(le remplacement du symbole 0 par 1 ou de 1 par 0), de sorte qu’un message 
PHAMY PUM (ROME à ROME) par exemple peut arriver au point de réception. 
D’après le théorème fondamental de Shannon, l’influence des parasites peut être 
éliminée par une augmentation de la longueur des messages élémentaires (c’est-à- 
dire en diminuant la vitesse de transmission). Supposons connu des conditions 
de transmission que chaque message élémentaire de longueur cinq a tout au 
plus une erreur. On prend alors dans l’espace vectoriel S = F5 le sous-ensemble 
So ={M=(0,0,1,1,0), H—=(1,0,0,1,1), P—=1(0,1,1,0,1), Y = 
= (1,1, 0, 0, 0)} appelé sous-ensemble de vecteurs codes. Le tableau 


Vecteurs codes | 00110 | 10011 | 01101 | 11000 


Vecteurs obtenus à partir des vec- | 00040 00011 00101 01000 
teurs codes par suite d’une dis- | 00100 10001 01001 10000 
torsion 00111 10010 01100 11100 

01110 10111 01111 11001 
10110 11011 11101 11010 


montre que les ensembles de vecteurs déformés des différentes colonnes sont 
disjoints, ce qui signifie que le décodage correct est possible, c’est-à-dire le 
destinataire recoit le message tel qu’il a été émis. 

Nous avons ainsi obtenu un code S, corrigeant une erreur. En passant à des 
espaces F? de dimension n suffisamment grande, on peut construire un code 
analogue permettant de transmettre fidèlement tout l'alphabet, c’est-à-dire 
n’importe quel texte. Pour que le décodage ne soit pas ramené à un très long 
et lent triage, on est amené à choisir S, d’une façon spéciale. A cet effet, on a 
mis au point de nombreuses méthodes, y compris purement algébriques, basées 
sur l'emploi des corps finis F4. 


EXERCICES 


1. En développant l’idée de l’exemple 2 du $ 1, montrer que l’ensemble 
(Q) muni des opérations 


A+B=(AUB)X(A4NB), AB=A NB; 4,BEQ, 


est un anneau unitaire, et que tous les éléments de son groupe additif sont d’or- 
dre 2. 

2. Etablir la commutativité d’un anneau arbitraire dont tout élément z 
satisfait à l'équation x? = x. Est-ce vrai pour 2 = x? 

3. Les corps @ (V2), Q (V5) sont-ils isomorphes ? 
4. Les éléments non inversibles de l'anneau: 1) Z;8: 2) Z,, forment-ils un 
idéal ? 
12—0877 
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5. Montrer que l’image épimorphe d’un anneau commutatif est un anneau 


commutatif. 
6. Démontrer que si X est un anneau unitaire et ZL un idéal, l’anneau 


quotient Æ/L a, lui aussi, un élément unité. 
7. Montrer que tout anneau intègre fini X est un corps. 
8. Soient p un nombre premier et À un anneau unitaire commutatif tel 


que px —= 0 pour tout x € X. Montrer que dans ces conditions 
(x + y) = 28 y, m1, 2, ... 
(Indication. Utiliser la récurrence sur m et le fait que le coefficient 


binomial ( h 0 << k < p, est divisible par p.) 
9. Démontrer qu’un anneau X à cinq éléments est isomorphe à Z, ou est 
un anneau à multiplication nulle. 


10. L'ensemble T — ls ;| |a, bE Z} des matrices triangulaires su- 


périeures forme un sous-anneau de M, (Z). S’en assurer et donner la description 


des idéaux de l’anneau T7. 

11. Un élément x = 0 d’un anneau X est dit nilpotent si x" = 0 pour un 
n € N. Montrer que: 

a (i) l'élément 1 — x est nilpotent dans tout anneau unitaire si x est inver- 
sible ; 
(ii) l’anneau Z,, = Z/m7Z contient des éléments nilpotents si, et seulement 
si, m est divisible par le carré d’un entier naturel >>1. 

12. Démontrer qu’un anneau unitaire À de puissance infinie | À | ne peut 
pas contenir un nombre fini n > 1 d’éléments non inversibles 0.(Indica- 
tion. Raisonner par l’absurde. Soit N = {a,, ..., an} l’ensemble de tous 
les éléments non inversibles -£0 de l’anneau X. L’application p;: a; + xa; 
est une bijection N — N pour tout x € À X (N U {0}). Le noyau Ker p de 
l'application p: xt p+ est infini.) 

13. Soit ÆÀ un anneau associatif arbitraire possédant un élément unité 1 
et soient a, b ses éléments. Montrer que 


{—ab)c—1—=c{(i — ab) = (1 — ba) d = 1 = d (1 — ba), 


où d = 1 + bca, c’est-à-dire si À — ab est inversible dans K, il en est de même 
de 4 — ba. Quel est l’élément 1 + adb? 


14. Montrer que les matrices | 2: , avec a, b € Z:, forment un corps 
commutatif à 9 éléments, dont le groupe multiplicatif est un groupe cyclique 
d'ordre 8. 


15. Le code S, (voir exemple 2 à la fin du paragraphe) est-il capable de 
corriger deux erreurs ? 


CHAPITRE 5 


NOMBRES COMPLEXES ET POLYNÔMES 


Le présent chapitre est consacré à des systèmes algébriques tout 
à fait concrets, qui sont partiellement connus du cours de mathé- 
matiques de l’enseignement secondaire, mais qui méritent d’être 
étudiés avec plus de détails. Le point de vue élaboré au cours du 
chapitre précédent nous permettra de voir sous un jour nouveau le 
« champ d’action » traditionnel de l’algèbre des siècles passés. En 
même temps, l’étude des polynômes, par exemple, rendra plus com- 
préhensibles et tangibles des problèmes tels que l’extension des an- 
neaux et l’unicité de la décomposition en facteurs premiers dans les 
anneaux intègres (dans les domaines d'’intégrité). 


$ 1. Corps des nombres complexes 


L'histoire des mathématiques connaît une lutte opiniâtre entre 
les partisans et les adversaires des nombres « imaginaires » dont 
l’origine est due à l’équation algébrique 


x +1 = 0. (1} 


On peut certes prendre une position simpliste et se contenter d’une 


écriture formelle des solutions de l'équation (1) sous la forme +} —1. 
Or, ceci pouvait être fait sans peine aussi bien dans des temps plus 
éloignés ; il ne restait qu’à donner un sens à cette écriture. Nous allons 
résoudre ce problème à des niveaux différents. Commençons par 
donner quelques considérations heuristiques. 


1. Construction auxiliaire. — Proposons-nous de construire une 
extension du corps R des nombres réels où l’équation (1) possède 
une solution. Considérons à titre de modèle d’une telle extension 
l’ensemble P de toutes les matrices carrées de type 


EM: (R). (2) 


LE 


On affirme que P est un corps commutatif (comparer avec chap. 4, 
$ 4, exercice 14). 


12% 
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En effet, P contient le zéro 0 et l’élément unité £ de l’anneau 


M; R). 
On a aussi les relations 
a b c d a+c b<+d 
—ba | 5° | _éiousl 
a bd —a —b| 
"he | al. u 
a b c d ac—bd ad<+ bc 
—bal|—-dc -| — (ad + bc) ac —bd\||’ 


d’où il découle que P est stable pour l’addition et la multiplication. 
L’associativité de ces opérations résulte de leur associativité dans 1.. 
Il en est de même bien attendu, pour les lois de distributivité et de 


commutativité de l’addition. Ainsi, P est un sous-anneau de M. 
Il reste à démontrer que toute matrice de P de déterminant | al 
— a? + b? = 0 possède dans P une matrice inverse (la commutativi- 


té de P découle des formules (3)). On obtient en effet 
a b||-{ 


—ba 


c d 
—dc 
soit directement par la formule donnant les coefficients de la matrice 


inverse (voir chap. 3, $ 3, théorème 1), soit en résolvant le système 
linéaire 


+ Avec C3 LE d= RE , (4) 


ax — by = 1, 
bx + ay = 0, 
provenant de la condition 
a b x y 4 0 
—ba oil. 


En se servant de la règle de multiplication des matrices par des 
nombres (voir chap. 2, $ 3, règle (5)), on peut écrire tout élément 
du corps P sous forme de 


a b 0 1 
- —aE+bTJ, où a,bER, J— _u1 or (9) 
L'ensemble {aE |a ER} &R est un sous-corps de P, et la relation 


J+E=0 


montre que l'élément J € P est, « à un isomorphisme près », solution 
de l'équation (1). Donc, il ne s’agit ici d'aucun mystère de la « quan- 
tité imaginaire J ». 
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Cependant, ce n’est pas le corps P qu’on appelle corps des nom- 
bres complexes, mais un certain être mathématique qui lui est 
isomorphe et dont les éléments se représentent par des points d’un 
plan. Le désir d’avoir une réalisation géométrique du corps P est 
tout à fait naturel si l’on se rappelle que le corps R est pour nous 
inséparable de la « droite réelle » dont un point fixe représente 0 
et un repère choisi définit la position du nombre 1. 


2. Plan des nombres complexes. — Ainsi, nous voulons construire 
un corps commutatif C dont les éléments sont des points du plan 
R?, alors que l’addition et la multiplication dans € obéissent 
à toutes les règles concernant les opérations dans un corps commu- 
tatif et résolvent notre problème. Rapportons le plan cartésien à un 
repère orthogonal, avec x, l’axe des abscisses, et y, l’axe des ordon- 
nées. Notons (a, b) le point d’abscisse a et d’ordonnée b, et définis- 
sons pour les points (a, b) et (c, d) la somme et le produit : 


(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d), (6) 
(a, b) (c, d) — (ac — bd, ad + bc) 
(l'emploi des mêmes signes + et - que dans le corps R ne doit 
mener à aucune confusion). Une vérification directe, mais assez 
fastidieuse, prouverait que les opérations ainsi définies confèrent à 
l’ensemble des couples (points du plan) une structure de corps com- 


mutatif vérifiant les propriétés exigées. Heureusement, une telle 
vérification n’est pas nécessaire. La correspondance 


a b 
—b a 


(a, b) > 


qui aux points du plan C associe les éléments du corps commuta- 
tif P, et un coup d'œil rapide, jeté sur les formules (3) et (6), nous 
prouvent qu'il y a ici un isomorphisme et que l’ensemble C est 
donc un corps commutatif. C’est à lui qu’on donne habituellement 
le nom de corps des nombres complexes. Eu égard à la réalisation 
géométrique de ce corps, € est encore appelé plan des nombres com- 
plexes (ou encore plan complexe, ce qui arrive plus souvent, quoique 
ce soit une appellation un peu biunivoque). 

L’axe des abscisses que nous avons choisi, c’est-à-dire l’ensemble 
des points (a, 0), ne diffère en rien, par ses propriétés, de la droite 
réelle et nous posons (a, 0) = a. Le zéro (0, 0) et l’unité (1, 0) du 
corps deviennent dans ces conditions des nombres réels ordinaires. 
Pour le point (0, 1) situé sur l’axe des ordonnées, on introduit la 
désignation traditionnelle à de l’« unité imaginaire », qui est racine 
de l’équation (1): i? = (0, 1) (0, 1) — (—1, 0) — —1. Un nombre 
complexe arbitraire z = (x, y) s’écrira maintenant sous la forme 


habituelle 
z=x+iy, x, y ER, (7) 
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qui se rapproche sensiblement de la forme (5) des éléments du corps P. 
Remarquons que GREC. Aussi, C est-il un corps de carac- 
téristique nulle (voir chap. 4, $ 4, n° 6). 


3. Interprétation géométrique des opérations sur les nombres 
complexes. — L’axe des abscisses du plan C est généralement appelé 
axe réel, et l’axe des ordonnées, axe imaginaire, alors que les nom- 
bres iy situés sur cet axe sont dits nombres imaginaires purs bien 
que le terme « imaginaire » ait perdu son sens primitif. Respective- 
ment, dans l’expression (7), le nombre x s’appelle partie réelle du 
nombre z, et iy, partie imaginaire de z. Considérons une application 


Fig. 15. 


qui à chaque nombre complexe z — x + iy associe un nombre com- 
plexe z — x — iy appelé conjugué de z (cette opération s’appelle 
conjugaison imaginaire). Géométriquement, cette application se 
ramène à la transformation de symétrie orthogonale du plan C par 
rapport à l’axe réel (voir fig. 15). On peut énoncer le théorème 
bien instructif suivant : 


THÉORÈME À. — L'application z2+-—- z est un automorphisme d'ordre 2 
du corps € qui laisse fixes tous les nombres réels. La somme et le 
produit des nombres complexes conjugués sont des nombres réels. 


DÉMONSTRATION. — L'’affirmation que x =zx, xE€R, est évi- 
dente, vu la définition du nombre complexe conjugué. 


En particulier, on a 0 = 0 et 1 = 1. L’assertion concernant l’or- 


dre est, elle aussi, évidente : (z) = z. Il ne nous reste qu’à vérifier 
les relations 


Z1 F 22 = 21 + Ze, Z129 — Z1 20. (8) 


Or, elles résultent directement des formules (6) lorsque celles-ci 
sont écrites sous la forme 


(ex + ga) + (te + ige) = (21 + Ze) + à (y1 + Yo), 


9 
(ti + gi) (te + iye) = (ite — Vie) + à (aiÿe + To). ®) 
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Un cas particulier des formules (9) est l’assertion relative à la som- 
me et au produit de deux nombres complexes conjugués z = x + iy 


et z2:z2+2z— Tr; 22 = 1 + y. 


REMARQUE. — L’automorphisme z ++ z se distingue de nombreux autres 
automorphismes du corps © par le fait qu’il est l’unique automorphisme continu 
(qui transforme deux points voisins du plan C en des points voisins). Nous ne 
précisons et ne démontrons pas cette proposition. 


On appelle module (ou valeur absolue) d’un nombre complexe 


z = x + iy le nombre réel non négatif | z| — V 22 — V2? + y. 
On sait que la position du point z sur le plan est entièrement déter- 
minée par la donnée de ses coordonnées polaires : distance r — || 
du point z à l’origine des coordonnées et angle œ entre la direction 
positive de l’axe des abscisses et le rayon vecteur de z (voir fig. 15). 
L'angle @ s'appelle argument du nombre z et se note arg z = . 
En vertu de la définition même, arg z peut prendre toutes les valeurs 
positives et négatives, mais pour un r donné, les angles qui diffè- 
rent l’un de l’autre d’un multiple entier de 2x, correspondent à un 
seul et même nombre. L’argument n’est pas défini pour le nombre 0 
de module | 0 | — 0. Etant appliquées aux nombres complexes, les 
relations « être supérieur à » ou « être inférieur à » n’ont pas de sens, 
autrement dit les nombres complexes ne peuvent pas être réunis par 
un signe d'inégalité : à la différence des nombres réels dont l’argu- 
ment ne peut prendre que deux valeurs principales: O (pour les 
nombres positifs) et x (pour les nombres négatifs), les nombres com- 
plexes ne sont pas ordonnés. 

Les coordonnées polaires r et ® déterminent x et y à l’aide des 
formules bien connues 


T=rcCosSp, y =rsinœp, Zz —= r (cos p + i sin y). (10) 


C’est la forme dite trigonométrique du nombre 2. 

L'opération d’addition des nombres complexes z, z' s'exprime 
de façon très simple en coordonnées cartésiennes, à savoir selon la 
règle du parallélogramme ou, ce qui revient au même, selon la 
règle d’addition des segments orientés (vecteurs) qui partent de 
l’origine des coordonnées et qui correspondent aux nombres z, 2’ 
(voir fig. 16). En comparant les côtés du triangle de sommets aux 
points 0, z et z + z’ (et en identifiant les valeurs absolues à des 
longueurs géométriques correspondantes) on obtient de la même 
figure une inégalité importante 


[z+z[<Iz1+ 7171 (11) 


connue sous le nom d'inégalité triangulaire. Remarquons que l’iné- 
galité (11) qui peut s’écrire sous une forme plus générale 


[zl— Ir 1<Iz2+z1<Iz1+1z] 
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est tout à fait analogue à l'inégalité correspondante valable pour 


les nombres réels. 
Le produit des nombres complexes s'exprime commodément en 


coordonnées polaires. 


THÉORÈME 2. — Le module du produit de deux nombres complexes 
z, Z' est égal au produit de leurs modules, et l'argument, à la somme 
de leurs arguments: 


1zz | = 12-12" |, argz2z — arg z + arg z’. (12) 


D'une manière analogue, |z/z° | = |z [/]z° |, arg z/z° — arg z — 
— ag Z'. 
DÉMONSTRATION, — Soient 
/ 


z = r (cos @ + isin p), z° = r’ (cos p” + à sin p’) 


deux nombres complexes présentés sous la forme trigonométrique 


Fig. 16. 


(10). Par multiplication directe ou en se servant de la formule (9) 
on obtient 


zz' = rr' [(cos @ cos p’ — sin y sin y’) + 
+ à (cos q sin ®’ + sin y cos p')], 


d’où en appliquant des formules connues, il vient la forme trigono- 
métrique du nombre zz' : 


22° = |z [+] 3° |-[cos (® + p') + à sin (® + p’}l. 


Si, ensuite, 2” — z/z', alors z — z'z". Aussi, en utilisant les for- 
mules (12) démontrées pour le produit z’z”, peut-on en déduire les 
formules pour le quotient z/z'. 
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On a, en particulier, 2-1 — | z |! [cos (—œ) + à sin (—œ})]. Pour 
obtenir z-! sur le plan complexe (voir fig. 17), il faut donc appli- 
quer à z d’abord une inversion par rapport à un cercle de rayon unité 


Fig. 17. 


et de centre en 0 (ceci donne le point z') et puis une réflexion par 
rapport à l’axe réel (ou l’automorphisme z° + 2). 


En réalité, les propositions relatives au module du produit et au module 
de la somme se déduisent aisément du théorème 1 sans avoir recours à l’intuition 
géométrique. En effet, premièrement 


| 22" [2 = 22/22 = 2220 = 2ge2'2 = | 2 [2 |" |?, 
d'où |zz | = |z|-|z’ |. Puis, en remarquant que | z| = V2? + y? > V2? = 


—= | x |, on obtient 
[1+zP=(+)1+D=1+(+2)+zz— 
=1+2z+ 128 <1+21:|+12P=41+1z1}, 
d'où |1Â+z|<1<+1|z]. Si maintenant z 0 et z’ 0, alors 
Iz+z|=l2(4+z222) = lzll1 #2 az | << 
<121-(4+121)=l214+I21lr)h=lzI+IZ 

Partant des résultats obtenus, nous pouvons énoncer un certain 
principe général : la forme usuelle (7) des nombres complexes est 
commode pour exprimer leurs propriétés additives, et la forme tri- 
gonométrique (10), pour les propriétés multiplicatives. La non- 
observation de ce principe conduit à des formules extrêmement com- 
pliquées qui voilent le sens des opérations. 

4. Elévation à une puissance et extraction de racines.— De la 
formule (12) pour la multiplication des nombres complexes donnés 
sous forme trigonométrique, découle une formule appelée formule 
de Moivre 


[r (cos @ + i sin p)} = r° (cos np + i sin no), (13) 
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valable pour tous les nr € Z (sous une autre forme: | z* | = |z |”, 
arg z* — n-arg z). Dans le cas particulier de la formule (13), où 
r = 1, la formule du binôme (1) (voir chap. 1, $ 7) et les relations 


= 1, S— 5j, A, jé — ;jl 


permettent d'obtenir les expressions pour les sinus et les cosinus 
d’un angle multiple: 


£os np — à (—1)}* ( . | cos"-2# p-sin?*? p, 
F 


R2>0 


n (14) 
sin nq— > (—1)* ( 2k+1 | cos"-1"2# p.sin2**1 p, 
k>0 


À dire vrai, nous avons déjà utilisé le cas particulier de la formule 
(14) pour n — 2 au cours de la démonstration du théorème 2. 


, ‘ a\n A 
REMARQUE. — Soit e* = lim (1 + =) . On démontre. en Analyse, 
ñn — 00 
par décomposition des fonctions de variable complexe en série de puissances, la 
formule d'Euler | 
et? = cos p + i sin y, (15) 
d’où découlent tous les résultats que nous avons obtenus. Il suffit seulement 
de remarquer que 
eiPeip" — P+P), (eiPin = einp, 


La forme trigonométrique d’un nombre complexe z se ramène à l’écriture 


z=|zlres 


D! 


On voudrait apprendre ensuite à extraire des racines n-ièmes 
quelconques des nombres complexes, et la question principale qui 
s'y pose est de savoir si cela est toujours possible. Il s’avère que 
toujours, et la formule de Moivre fournit au fond une solution com- 
plète de ce problème. Soit donné un nombre complexe z = r (cos @ + 
+ i sin @) et nous voulons trouver un nombre z° = r’ (cos œ’ + 
+ à sin y’) tel que (z’}* = z. Exprimons (z')" d’après la formule de 
Moivre et comparons les modules et les arguments dans les deux 
membres de l'égalité (z')" = z. Il vient (r’)" = r et np" = @ + 2nk 
(le terme 2rxk résulte du fait que l’argument n’est défini qu'à 2rk 
près). Ainsi, 

r’ = 7, Q' = prank 


n 


{par 7 r on entend la valeur arithmétique de la racine n-ième du 


nombre réel positif). Donc, la racine 4 z existe, mais elle n’est pas 
définie de façon unique. Pour k — 0, 1, ..., nr — 1 on obtient 
pour z’ n valeurs différentes qui représentent toutes les racines pos- 
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sibles, car il résulte de k4 = nq +r, 0O<Lr<n— 1, que 


Nous avons ainsi démontré le théorème suivant : 


THÉORÈME 3. — 11 est toujours possible d'extraire la racine n-ième 
d'un nombre complexe z — | z | (cos ® + à sin œ). Toutes les n valeurs 
de la racine n-ième de z forment les sommets d’un polygone régulier de n 


côtés inscrit dans un cercle de centre au zéro et de rayon 4 FA 


PRE p+2nk 
W'2=Y 2 | (cos PET Ba ne a (16) 
k—0,1,...,n—1. E 
COROLLAIRE. — Les racines n-ièmes de l'unité s'expriment par la 


formule 
n/ + 2rk 2nk 
y T=e=cos +isin Te, k=0,1,...,n—1. (17) 


Elles forment les sommets d'un polygone régulier de n côtés inscrit 
dans un cercle de centre au zéro et de rayon 1. 


On déduit immédiatement de (16) et de (17) que le nombre de 
racines réelles V2 est égal à zéro, à un ou à deux, et celui de racines 
*/4, à un ou à deux. 

On dit que la racine n-ième de l’unité est primitive si elle n’est 
pas racine m-ième de l'unité, quel que soit m < n. L'exemple est 
fourni par: 


QI à sn 
= 4 = COS —— + 1SINn —- et En_1. 


Toute autre racine €, est une puissance d’une racine primitive: 
Ep — €}, 


ce qui découle toujours de la formule de Moivre. On a de plus, 
EREr = Ep+y Si & + l'est pris par rapport au module nr. En parti- 
culier, e;! — &,-r, € — 1. Etant déjà suffisamment calés en théo- 
rie des groupes, nous remarquons que les racines n-ièmes de l'unité 
engendrent un groupe cyclique (e) d'ordre n. 

Nous avons ainsi obtenu encore une réalisation d’un groupe 
cyclique d'ordre n. En vertu du théorème 6 (chap. 4, $ 3), il y a une 
bijection entre tous ses sous-groupes et les diviseurs positifs d du 
nombre n. Pour tout d |n' il existe dans (£) un seul sous-groupe 


n 
{ed) d'ordre d. La racine e, est primitive si, et seulement si, (em) = 
— (e), c'est-à-dire si Card (e") — n, ce qui est possible dans le seul 
cas où m est premier avec n. C’est ainsi, par exemple, que pour n = 12, 
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les racines primitives seront &e, eÿ, e7, el. Dans le cas où nr —p 
est premier, toutes les racines z-ièmes de l’unité, différentes de 1, 
sont primitives. Du point de vue algébrique, sans tenir compte de la 
représentation géométrique, toutes les racines primitives n-ièmes 
sont équivalentes. 

En reprenant l’extraction de la racine n-ième d’un nombre com- 
plexe arbitraire z =£ 0, remarquons que, si z’ est une racine fixée 


quelconque (disons z° — | 2 | (cos _. + i sin 2), toutes les 


autres racines sont de la forme z’ez, k — 0, 4, ..., n — 1. Cette 
assertion est en accord avec la formule (16). 


9. Théorème d’unicité.— Nous ne pourrons apprécier que par 
la suite tous les avantages que le corps C présente par rapport au 
corps R. Pour le moment, remarquons que le fait de contenir toutes 
les racines de l’unité justifie, à lui seul, cet intérêt particulier qui 
est porté aux nombres complexes. Il est naturel de se demander si la 
famille des corps ayant des propriétés analogues est suffisamment 
large. Il se trouve qu’on peut énoncer un théorème sur l’unicité du 
corps des nombres complexes, qui est le suivant: 


“= 


THÉORÈME 4. — Soit K un corps isomorphe à R (en particulier: 
K =R) et soit P une extension de K obtenue par adjonction de la racine] 
de l'équation x? + 1 = 0. Alors, P est isomorphe à C. 


DEÉMONSTRATION, — Par la définition donnée au chapitre 4, $ 4, 
u° 5, P = K (j) est un sous-corps minimal d'un corps F, qui con- 
tient X et j. Le corps F étant donné, nous pouvons considérer les 
éléments de la forme a + jb avec a, b € K, où le produit et la somme 
sont entendus au sens des opérations définies dans F. Aux diffé- 
rents couples a, b € K correspondent des éléments différents a + jb, 
car dans le cas contraire, il existerait un élément égal à zéro a’ <- jb”, 
avec a’ == 0 ou b' - 0. Si b” — 0, on a aussi évidemment a’ = (. 
Si b 0, on obtient j — —a'/b" € K ce qui est manifestement 
absurde: Æ &R, alors que dans R l'équation 2x? + 14 — 0 est 
insoluble ; donc, j 6 À. En utilisant la seule égalité j? — —1 et en 
opérant dans le corps F, on obtient les formules 


(a + jb3) + (ae + jbe) = (a + ae) + j (b1 + be), 
(ai + jb1)° (ae + jde) = (ae — bide) + ÿ (abs + ab). 


On a, de plus 


(18) 


HE + À rs pour a? + b?2=£ 0. 


Cela signifie que l’ensemble {a + jb | a, b € K} contenu dans P 
est stable pour toutes les opérations de F et possède donc une struc- 
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ture de corps commutatif. P étant minimal, on a l'égalité 
P = {a +jb|a, bE K}. 


En outre, les formules (18) et (9) sont tout à fait identiques. 
Si f: K—R est un isomorphisme donné, l'application 


ff: a+jbr (f(a), f (b)), 


qui associe aux éléments du corps P les points du plan C de coor- 
données f (a), f (b), sera, du fait de ce qui précède, un isomorphisme 
des corps P et C. 


Au n° 1, nous avons déjà considéré un corps P contenu dans W.. 
Or, le nombre de tels corps est évidemment aussi grand que l’on 
veut (au paragraphe suivant nous considérerons encore un exemple). 
D'après ce qui a été démontré, tous ces corps sont isomorphes. 
Remarquons que dans l’énoncé du théorème 4, il aurait fallu écrire 
x? + 1 = Ô, où 1 et Ô sont les éléments unité et zéro du corps X. 
Par exemple, dans le corps PE M, on a J+1—=0, où 1 =E 
et Ô est la matrice nulle. 

En plus de Q et R, le corps C contient beaucoup d’autres sous- 
corps. Ce sont les extensions du corps @ obtenues par adjonction 


d’un élément quelconque de € non contenu dans @ qui présentent 
un intérêt particulier. 


EXEMPLE 1 (corps quadratique).— Soit d un entier non nul, non néces- 
sairement positif et tel que Y dé Q.. Le corps Q (V d) & Cest dit quadratique 
réel pour d > 0, et quadratique imaginaire pour d << 0. Nous avons fait mention 
du corps @ (V2) au chapitre 4, $ 4. Un raisonnement qui reprend mot par mot 


la démonstration du théorème 4, où l’on remplace j par Y& et la relation j? — 
— —4{ par (V d)? = d, montre que 
Q(Vd)={a+b Vale, beQ}. 
En particulier, les formules (18) s’écrivent sous la forme 
(+61 Vd)+ (a+ be V d)=(a1+02)+(b1+ 02) V'd, 


k : L (19) 
(aÿ+b1 V d) (ao be V d) =(a102 + b1b2d) + (@1b2+ a2b1) V à, 


et 


(+8 Va) 4 Va 


a2— db? 


pour a + b V 4 = 0 (c’est-à-dire pour a et b simultanément non nuls). 
En se servant des formules (19) on vérifie aisément que l’application 


fiatbVdr->a—byd 
est un automorphisme du corps Q(V à) (un analogue de conjugaison complexe). 
On appelle norme d’un nombre & = a + b y 4 le nombre 

N (a) = a? — db? = af (a). 
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Il est évident que N (a) = 0 <= & = 0. f étant un automorphisme, on a 
N (af) = aff (af) = aff (a) f (B) = af (a) -Bf (B) = N (a)-N (B). 


En particulier, AN (æ&)-N (at) = N (œx-1) = N (1) = 1. Voilà pourquoi la 
norme jouit des propriétés essentielles (du carré) du module dans le corps C. 


EXEMPLE 2 (corps des nombres construits).— Supposons donnés sur le plan 
cartésien R? deux points (0, 0) et (1, 0). Toutes les constructions qui suivent 
sont réalisées uniquement au moyen d’une règle et d’un compas. Si l’on a cons- 
truit des points P et Q, on peut évidemment considérer que le segment PQ: 
joignant ces points est aussi construit. Ayant construit un point P et un seg- 
ment r, on peut également construire un cercle de rayon r et de centre P. Les. 
intersections des droites (segments de droite) et des cercles construits, pris deux 
à deux, sont également construites. 

Un nombre complexe a + ib € C est dit construit si, partant des points 
(0, 0) et (1, 0), on peut construire à l’aide d’une suite finie de constructions 
(admissibles) indiquées plus haut, le point P = (a, b). Il n’est pas difficile 
d’établir que la propriété du nombre a + ib d’être construit est équivalente. 
à celle de | a | et de | b |. L'ensemble des points du plan construits au moyen 
d’une règle et d’un compas et, par conséquent, l’ensemble de tous les nombres. 
complexes construits sera désigné par le symbole CS. 


THÉORÈME 5.— L'ensemble CS est sous-corps du corps ©. 


DÉMONSTRATION. — Il résulte immédiatement de la définition d’un 
nombre construit que l’ensemble CS est stable pour l'opération d’addition et 
l'opération de passage de z = a + ib ECS à —z = —a — ib. 

On construit sur les axes des coordonnées les segments de longueurs 1, «&, f 
et l’on considère les triangles semblables construits sur les figures ci-dessous 
(qui peuvent admettre de légères modifications) 


7raN, - 


1 d'=x/8 


Il est facile de s’assurer que le produit y = «B et le quotient Ô = «/f sont aus- 
si dans CS. Puisque la construction de 22° = (a + ib) (a’ + ib') — 
= (aa — bb') + i (ab’ + a’b) et de 1/z = a/(a? + b?) + ib/(a? + b?) se ramène 
finalement à celle des grandeurs de type y et 6, le produit zz° et le quotient 1/z 
appartiennent également à CS. Ceci étant, on a démontré que l’ensemble CS 
est stable pour toutes les opérations définies dans le corps C. 

On convient d’appeler corps des nombres construits tout sous-corps P & CS. 
Il est clair que Q & P et que P est un corps de caractéristique nulle. 


$ 1] CORPS DES NOMBRES COMPLEXES 191 


EXERCICES 


1. Trouver tous les nombres complexes z de module 1, tels que z? + (1+i) z 
Ps valeurs imaginaires pures. Représenter ces nombres par des points. 
u plan C. 
2. Que peut-on dire du corps R(ô) obtenu de R par adjonction d’un nombre. 
complexe Ô qui satisfait à l’égalité 4 — —1? 
3. Soient donnés 4, B € M, (R). Démontrer en se servant du théorème 1 
que det (4 + iB) = det (4 — iB) (le trait désigne un nombre conjugué). 
4, Soient À, BE M, (R), 


A 
c=|z 


_B 
A € Mon (R). 


En appliquant à la matrice réelle C les transformations élémentaires de types (Ï) 
et (II) sur le corps des nombres complexes ©, montrer que 


det C = | det (4 + iB) |?. 


5. (G. Polya et G. Szego.) En utilisant les exercices 3 et 4, expliquer un 
fait « étrange » suivant. Un système linéaire carré homogène 


d121 + De + + din2n = 0, 
e e e e C2 e C2 e e. L2 (2 (+) 

dia +... + dnn£n = 0 
à coefficients complexes dy, = ayy + ibgy et à inconnues z, — x + iy, possède 
une solution non triviale (z,, . .., z,) Si, et seulement si, det (dg;) = a + ib = 
= 0 (voir les remarques générales faites à ce propos au chap. 4,$ 4, n° 7). Cette 
condition entraîne deux équations a = 0, b = 0 qui lient 2r° grandeurs réelles 
apx bg D'autre part, le système (+) peut être présenté sous forme d’un système 
de 2n équations linéaires homogènes à 2n inconnues réelles xy, y,. Maintenant, 
la condition d’existence de solution non triviale s'écrit sous la forme de l'égalité 
à zéro d’un déterminant réel d'ordre 2n, ce qui donne une seule équation liant 
any bd. Comment peut-on mettre en accord ces deux résultats ? : 

6. Ayant en vue que les automorphismes du corps quadratique Q, (V à) 
doivent laisser invariants les nombres rationnels, trouver les automorphismes 
de ce corps (Réponse. L'application identique et l'application 
a+bVdr-a—byd. 

7. Quelle est la somme de toutes les racines n-ièmes de l’unité avec n > 1? 
Que peut-on dire de la somme des racines primitives 12-ième et 15-ième ? 

8. Trouver et représenter géométriquement le noyau et l’image de l’appli- 
cation (R, +) + (C*, +), C* = C X {0} définie par tr>eTit (voir for- 
mule (15)). ; 

9. Montrer que ë = — n’est pas racine de 1, bienque|£| —1.(I1ndi- 
cation. Et=1—(2—in —(2+Hin= (2—i+2in=(2—in +... 
.. + (in = (2 —i) (a Æ ib) = (2 = 5.(a2 + D?) = 220 = 5 | 2?n, 
contradiction.) 

10. Montrer que 


T0 T] .… Tn-1 | 
z z …. T i i mL 
Lo 0 = IT Gotta. +tm-bian ns), 
ne 


Ln-1 To ..e Tn—-2 


où Gest la racine primitive n-ième de 1. 
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$ 2. Anneau des polynômes 


Les polynômes constituent, de même que les systèmes linéaires 
que nous avons considérés aux chapitres 2 et 3, un domaine bien 
étudié de l’algèbre traditionnelle. De nombreux problèmes mathé- 
matiques, les plus variés, sont énoncés et résolus en termes de poly- 
nômes. Ceci s'explique par de nombreuses causes dont l’une est la 
propriété d’universalité dont jouit l’anneau des polynômes et qui 
sera sommairement étudiée aux n°% 1 et 2 du présent paragraphe. 

Soient À un anneau unitaire commutatif (et, comme à l’ordi- 
naire, associatif) et À un sous-anneau contenant 1. Si t€K, le 
sous-anneau minimal de À, contenant À et t, sera manifestement 
constitué par les éléments de la forme 


a (t) = ao + @t + at +... + ant”, (+) 


où a EA,nETZ, n >0. Nous le désignons par le symbole À [t] 
et appellerons anneau obtenu à partir de À par adjonction de l’élé- 
ment £{. Quant à l’expression (*), on appellera polynôme en t à 
coefficients dans À. Des exemples bien simples 


a (t) + b (t) = (ao + ait + at?) + (bo + bit + bit?) = 
= (ao + bo) + (ai + Di) à + (as + bi) À, 
a (t)-b (t) = aobo + (aob1 + ado) t + 
+ (Gode + Gb1 + a2bo) À + (aida + abs) t + asbott 


montrent ce qu’on doit entendre par la somme et le produit des 
polynômes. Il est évident que la réduction des termes semblables est 
basée sur le fait que tous les éléments a;, b;, t* sont deux à deux 
permutables. 

Maintenant il est temps de se rappeler que t est un élément, pris 
au hasard, de l’anneau X. Voilà pourquoi, les expressions (+), ayant 
une forme différente, peuvent en fait s'identifier. Si, par exemple, 


A = ©, t = V2, alors t* = 2 et &# — 2+ sont des relations qui ne 
découlent aucunement des règles formelles. Pour venir à la notion 
habituelle de polynôme, il faut s'affranchir de toutes les relations 
incidentes de ce genre. A cet effet, il convient d’entendre par t 
un symbole arbitraire non nécessairement contenu dans X. Ce der- 
nier est appelé à jouer un rôle purement auxiliaire. Ce sont les 
règles par lesquelles on obtient les coefficients des expressions a (t) + 
+ b (t), a (t) b (t) qui revêtent une importance beaucoup plus grande. 
Ayant en vue ces remarques préliminaires, passons à la définition 
rigoureuse d’un être algébrique appelé polynôme et à l’ensemble 
de tels êtres, c’est-à-dire à l’anneau des polynômes. 


1. Polynômes à une indéterminée.— Soit À un anneau unitaire 
commutatif arbitraire. On forme un nouvel anneau B dont les élé- 
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ments sont des suites ordonnées infinies 


f = o: fa fa s.); fi E À, (1) 


telles que tous les f;, sauf un nombre fini de ses éléments, sont nuls. 
Définissons dans l’ensemble B les opérations d’addition et de 
multiplication en posant 


f + 8 = (os far Pos + + +) + (Sos Las Las + +.) = 


= (fo + Los 1 + Las fe + Los + +) 
f-£ = h = (Pos Rss Re, CRE 2 


hp = 5 TiSj k=0,1,2,... 
R 


i47= 


Il est clair qu’à la suite de l’addition et de la multiplication on 
obtient de nouveau des suites de la forme (1) contenant un nombre 
fini de termes non nuls, c’est-à-dire des éléments de B. La vérifi- 
cation de tous les axiomes de l’anneau (voir chap. 4, $ 4), excepté 
peut-être l’axiome d'’associativité, est évidente. En effet, puisque 
l'addition de deux éléments de B se ramène à l’addition d’un nombre 
fini d'éléments de l’anneau À, (B, +) est un groupe commutatif 


qui admet un élément zéro (0, 0, O0, ...) et un élément —f — 
= (—ÿfo, —f1, —f2, . . .) opposé à un élément quelconque f — 
= (for f1r Jos - - .). La commutativité de la multiplication résulte 


directement de la symétrie de l'expression des éléments *; par f; 
et g;. Cette expression montre aussi que les éléments de B vérifient la 
loi de distributivité (f + g) h — fh + gh. Quant à l’associativité 
de l’opération de multiplication, considérons trois éléments quel- 
conques 


f= (fo: 15 12 °e de g = (Lo 81» G2s :); h = (Ro: R4, Ro, . 2) 
de l’ensemble B. On a fg=d=— (dy, di, de, ...), Où = 2, fig 
i+j=l 


1=0,1,2,...,et (fg)h—=dh=e=(e0, 81,62, ...), où e— >, dh=— 
l+R=S 
= > ( >) Jig;) hp — > figjhr. Le calcul de f (gh) donne 
lth=s i+j=1 i+J+Rk=S 
le même résultat. Ainsi, B est un anneau commutatif et associatif 
à élément unité (1,0,0,...). 


On additionne et multiplie les suites (a, 0, 0, ...) de la même 
façon que les éléments de l’anneau A. Cela permet d'identifier de 
telles suites avec les éléments correspondants de À, c’est-à-dire poser 
a = (a, 0, 0, ...) pour tous les a € À. À devient par là même 
un sous-anneau de l’anneau B. Désignons (0, 1, 0, 0, ...) par X 
et appelons X indéterminée sur A. En utilisant l’opération de mul- 
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tiplication introduite dans B, on obtient 
X = (0, 1, 0, O0, ...), 
X®—=(0; 0; 1, 0,31.) (2) 
XP (0 0, 0 0): 
En outre, compte tenu de (2) et de l'inclusion 4 C B,ona 
(00 ass 0e 0, 9 ax = X7a: 


Ainsi donc, si 7, est le dernier terme non nul de la suite f — 
— (for far + + +» fns 0, 0, . ..), on peut écrire avec les nouvelles 


notations 


f= (Pos ss frs O0, 0, ...) RAT 
= (fo, 9 Ta 0, 0, sv.) + fn 11 + RAT = 
= fo + faX + fX2+ ... +f,XT. (3) 


Une telle représentation de l'élément f est univoque parce que 
fos + + ++ În figurant dans le second membre de l’égalité (3) sont les 
termes de la suite (fo, - . ., fns O0, . . .) qui est nulle si, et seule- 
ment Si, /p 3:42); 0: 


DÉFINITION. — L'anneau B introduit plus haut se note A [X] et 
s'appelle anneau des polynômes à une indéterminée X sur À ; ses élé- 
ments s'appellent polynômes. 


Le nom d’indéterminée ou de variable donné à une lettre fixe X 
ne peut certes être considéré comme une invention terminologique 
bien heureuse mais, ne provoquant aucun malentendu, cette appella- 
tion a été consacrée par l’usage. 

C’est à dessein de ne pas confondre notre polynôme f — X spé- 
cialement! formé et une variable x utilisée en théorie des fonctions 
et qui parcourt un certain ensemble de valeurs, que nous avons 
introduit la lettre À majuscule (convention purement temporaire 
qui ne sera pas obligatoire par la suite). Une écriture plus habituelle 
du polynôme f se présente sous la forme 


f(X) = a0X" + XI +... La, 


c'est-à-dire suivant les puissances décroissantes de X. Dans la 
suite de cet ouvrage, nous utiliserons celle des écritures qui semble 
être la plus commode. Les éléments jf; (et a;) s'appellent coefficients 
du polynôme f. Le polynôme j est dit nul si tous ses coefficients sont 
égaux à zéro. Le coefficient f, de À à la puissance zéro est encore 
appelé terme constant. Si f, 0, f, s'appelle coefficient dominant 
et n, degré du polynôme et l’on écrit n — deg f. Au polynôme nul on 
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attribue un degré symbolique noté —o (—o0o + (—o0) = —0o, 
—00 + n — —oco, —oo <T n pour tout n EN). Les polynômes de 
degrés 1, 2, 3, ... sont dits respectivement linéaires, quadratiques 
(ou carrés), cubiques, etc. 

Le rôle de l’unité de l’anneau À [XT] est joué par l’élément unité 1 
de l’anneau À, considéré comme un polynôme de degré zéro. Il 
s’ensuit de la définition même des opérations d’addition et de mul- 
tiplication dans À [X] que 


deg (f + g) < max (deg f, deg g), deg (fg) < deg f + deg g, (4) 
quels que soient les polynômes 
f=fo+hÂ +... +fÀ?, L = Bi FT AA Fist EaAT (5) 
de degrés respectifs nr et m. 
La deuxième des inégalités (4) est en fait remplacée par l’égalité 
deg (fg) = deg f + deg g 


chaque fois que le produit f,£g, des coefficients dominants des poly- 
nômes (5) est différent de zéro, En effet 


18 = fo8go + Üogi + fa8o) À + . + + (fn8m) AT. (6) 


Or, cela signifie qu’on peut énoncer le théorème suivant : 


THÉORÈME 1. — Si À est un anneau intègre, À [X] est, lui aussi, 
un anneau intègre. 


La place que l’anneau des polynômes occupe parmi les anneaux 
commutatifs, est partiellement illustrée par le théorème suivant: 


THÉORÈME 2. — Soit K un anneau commutatif contenant À comme 
sous-anneau. À lors, pour tout élément t € K, il existe un seul homomor- 
phisme d'anneaux Il,: À [X]— K tel que 


I, (a) = a, Va£EA, TI, (X) = t. (7) 


DÉMONSTRATION. — Supposons d’abord qu’un tel homomorphisme 
Il; existe. Puisque IT; (f;) f; pour tout coefficient du polynôme 
f écrit sous la forme standard (3), et Il; (X*) = (II, (X))*—&* (pro- 
priété de l’homomorphisme et condition (7)), il vient 


[3 0) = Ii (fo + AÂ +ece + fnÀ7) = 

= fo+ht+... + nt, (8) 
ce qui signifie que Il; (f) est déterminé univoquement et s’exprime 
par la formule (8). Inversement, en définissant l'application Il; 
par la formule (8), on satisfait manifestement à la condition (7) 
et l’on obtient l’homomorphisme des anneaux. Cette dernière pro- 
position est évidente pour l’application IT, des groupes additifs des 
anneaux. En ce qui concerne la multiplication, l’application II, 


13* 
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opérant sur le produit (6), l’utilisation de la loi (générale) de dis- 
tributivité donne 


TL, (F8) = fogo + (og1 + f18o) t +... + (fngm) = 
=(2 fut) (2: 8) =], (ÿ)-, (g). 


L'image d'un polynôme f = f (X) par l’application Il;, définie 
par (8), s’appelle substitution de t à X dans f ou (ce qui est moins 
rigoureux) tout simplement valeur de f pour À = {, de sorte que 
IT, (f) = jf (t). Connaître IT, (f) c’est savoir calculer la valeur de f 
pour À = it. Les homomorphismes IT,, x € À, servent de chaînon en- 
tre les points de vue fonctionnel et algébrique sur le polynôme. Par 
définition, un polynôme linéaire X — c — (—c, 1, 0, ...) n’est 
jamais nul, alors que la fonction x > x — c qui lui est associée, 
s’annule pour x = c. Un autre exemple: un polynôme non nul 
X°? + X à coefficients dans le corps F, (où 1 + 1 — 0) correspond 
à une fonction nulle f: F, —+ F, car 0? + 0 = 0 et 12 + 1 — 0. 

On dit qu’un élément t € K est algébrique sur À si IT; (f) = 0 
pour un certain f € À [XI]. Si Il,: À [X]— X est un plongement 
isomorphe (un monomorphisme), £ est un élément téranscendant 
sur À. Dans le cas où À = Q@ et À = C, on parle tout simplement 
des nombres algébriques et transcendants. Comme exemples de nom- 
bres transcendants on peut indiquer e et x définis en Analyse, alors 
que les exemples de nombres algébriques sont V2, V3, V2 + V3. 

Pour mesurer l’écart que l’anneau À [t]  X obtenu au début 
de ce paragraphe présente par rapport à l’anneau des polynômes 
AIX], considérons le noyau J; — Ker IT; de l’homomorphisme Il, 
du théorème 2. Suivant (7), Il; est une transformation identique 
de À et donc À f\J;, — 0. Remarquons, en passant, que J,; — 0 
sit est un élément transcendant sur À. D’après le théorème relatif 
aux homomorphismes d’anneaux (chap. 4, $ 4, n° 4, théorème 2) 


on à 
A li] = À [XVJ,. (9) 


L’isomorphisme (9) sert au fond à exprimer la propriété universelle 
de l’anneau des polynômes À [X]. Elle sera mieux mise en évidence 
par l’assertion suivante qui généralise le théorème 2. 


THÉORÈME 3. — Soient À et K deux anneaux commutatifs quel- 
conques, t un élément de K et @: A — K un homomorphisme. Il 
existe alors un prolongement et un seul de @® à l’homomorphisme 
p:: AIX] — KX de l’anneau des polynômes À [IX] dans K, qui trans- 
forme l'indéterminée X en 1. 

La démonstration de ce théorème n'étant que légèrement diffé- 
rente de celle du théorème 2, nous laissons au lecteur le soin de la 
faire à titre d'exercice. 
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2. Polynômes à plusieurs indéterminées.— Si, dans la situation 
A & X considérée au début de ce paragraphe, on prend n éléments 
arbitraires t,, ..., t, € À et on considère dans X l'intersection de 
tous les sous-anneaux contenant À, £,, . .., t,, on obtient un anneau 
A [t,, ..., t,l. L'écriture formelle de ses éléments suggère, comme 
dans le cas où n — 1, qu'il est nécessaire d'introduire un anneau 
des polynômes à n indéterminées. Cela se fait de façon très simple. 
Rappelons que la construction de l'anneau B — À [X] contenait 
un anneau unitaire commutatif arbitraire À. Nous pouvons main- 
tenant remplacer dans notre construction l’anneau À par B et cons- 
truire un anneau C = B [Y], où Ÿ est une nouvelle indéterminée 
indépendante qui joue par rapport à B le même rôle que celui de X 
par rapport à À. Les éléments de C s’écrivent d’une manière et d’une 


seule sous la forme > b;Y?, b; € B, et B s’identifie avec un sous- 
anneau de C, à savoir avec l’ensemble des éléments bY° — b.1. 


Puisque b; — >) a;;X° est également une écriture unique des élé- 
ments b; € B, tout élément de C est de la forme 

k | 

2 diaiX'Y, &;EAÀ, 

i=0 j=0 
dans laquelle on sous-entend (d’après le sens de la construction) 
que les a;; sont permutables avec X et Y, alors que l’indéterminée X 
est permutable avec Ÿ. L’anneau C s'appelle anneau des polynômes 
à deux indéterminées (à deux variables) X et Y sur À. 

En répétant cette construction un nombre de fois suffisant, on 

obtient un anneau À [X,, ..., X,] des polynômes à n indéterminées 
(ou variables) X,, ..., X, sur À. 


Convenons de noter par (i) une suite (i,, ..., i,) € N? de n 


entiers non négatifs 1, . .., in (N — NU {0}. Alors, tout élé- 
ment fE A [X,, ..., X,] s'écrit sous la forme 
S i) 
= 2 aX, CA, (10) 
1 
où X — Xi... X'n est un monôme, si bien que f est une com- 


binaison linéaire de monômes à coefficients dans À. En vertu de la 
définition des polynômes, tous les coefficients a,;, figurant dans (10) 
sont nuls à l'exception d’un nombre fini d’entre eux. L'’unicité 
de l'écriture (10) découle directement de l’assertion suivante: 

Un polynôme f est nul si, et seulement si, tous ses coefficients 
d;,...in sont nuls. Pour n = 1, cela a été déjà constaté lors de la cons- 
truction de l’anneau À [X]. Pour n >> 1, on peut le plus simplement 
utiliser un raisonnement par récurrence sur n. À savoir, nous pou- 
vons écrire 


î in : 
Î = > 1 ER D: CU A Xn de 2: bi,Xn ; 


n 
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= nu 2 DC in—1 

= 2. His les Ar 

Lis... in—1 

sont des polynômes à un plus petit nombre d’indéterminées. L'’asser- 
tion pour n — 1 et l’hypothèse de récurrence montrent que 


f =0 SE by, —0, Vin — Bios in_qin — 0; V UT 9 in). 


Maintenant, il est naturel de poser que deux polynômes jf, g € 
EAÏIX,,..., X,] sont égaux ou identiques si leurs coefficients de 
monômes égaux coïncident (du fait de ce qui précède: (, . .., à) # 
Ælu sin) Xi... XL Xh...Xm). 

On appelle degré du polynôme jf par rapport à l'indéterminée X k 
et l’on note des, f le plus grand des entiers qui se rencontrent parmi 
les exposants de X, dans ax, X°, avec a;, - 0. C'est ainsi, par 
exemple, que le polynôme 41 + X + XY% + X?Y? est de degré 2 
par rapport à X et de degré 3 par rapport à Ÿ. On appelle degré 
total (ou plus simplement degré) d'un monôme Xñ...X, in l’entier 
lu +... —+i,. Le degré total (ou degré tout court) deg f d'un poly- 
nôme f sera le plus grand des degrés de ses monômes. On convient 
que deg 0 — —. Dans le cas des polynômes, la notion de terme 
dominant suivant le degré n’a pas de sens parce que de tels termes 
(monômes) peuvent être plusieurs. 

De nombreux résultats obtenus au n° 1 pour l’anneau À [X] 
peuvent être étendus à l’anneau À [X,, ..., X,]. C’est ainsi, par 
exemple, qu'en partant du théorème 1 et en utilisant le raisonne- 
ment par récurrence sur n, on s'assure tout de suite que le théorème 
suivant est vrai: 


THÉORÈME 1’. — Si À est un anneau intègre, l'anneau À [X,, ... 
., X,l est, lui aussi, intègre. En particulier, l'anneau des poly- 
nômes à n indéterminées sur tout corps P est iniègre. 


Soient À un sous-anneau d’un anneau commutatif Æ et £,, ... 
., t, les éléments de XÆ. Alors, la correspondance 


IT; us f (Xi res Xn) AU freres tn) V} € À [X:, TS 
 Xn), 


définit un homomorphisme À [X,, ..., X,]— À (comparer avec 
le théorème 2). On dit alors que l’on a affaire à une substitution 
de é,, ..., t, dans f ou qu'il s’agit de la valeur de f pour À, — 
= dt, ..., Xn = tn. Si KerIl,, ..., in — 0, on dit que les éléments 
Li, :  . in de l'anneau K sont algébriquement indépendants sur À. 
Dans le cas où les éléments £,, . .., {, sont algébriquement dépen- 
dants, il existe un polynôme f € A [X,, ..., X,] non nul pour 
lequel f (&, ..., 1,) = 0. 

Enfin, au théorème 3 correspond le théorème analogue suivant : 


HE 


$ 2] ANNEAU DES POLYNOMES 199 


THÉORÈME 3° (universalité de l’anneau des polynômes). — Soient 
A et K deux anneaux commutatifs, t,, . . ., t, les éléments de K 
et p: À — K un homomorphisme des anneaux. Alors, il existe un 
prolongement et un seul de @ à l’homomorphisme pi, ..., in: À [X:, ... 
., X,]— K qui transforme X; ent;, 1<i<n. 


DÉMOXSTRATION. — On démontre le théorème parallèlement à la 
construction de l’anneau À [X,, ..., X,], c'est-à-dire par récur- 
rence. En partant du théorème 3, il est naturel de supposer que nous 
avons un homomorphisme @:,, ...,:, 1: À LX1, . .., Xn1l — K 
qui prolonge @ et tel que ms, ...,1, 4 (Xi) = ti, 1<i<n—1. 
En remplaçant dans le théorème 3 l'anneau À par l’anneau 
À [X1, ..., Xl et l’homomorphisme q par qi, ...,:,_, ainsi 
qu’en utilisant le fait que À [X,, ..., X,] — À [X,, ..., X,1] X 
X [X,], nous trouvons l’homomorphisme cherché ®:,, .., t, 
= (Pa, ..., t_4)t, qui transiorme X, en t,. L’unicité de @4,, ..., tn 
n'exige aucune vérification parce que @4,, ..…., # est entièrement défi- 
ni par l'opération dans À et sur les éléments X,, ..., X, qui engen- 
drent À [X,, ..., X,]. 


COROLLAIRE. — À toute permutation x € S, opérant sur l’ensemble 


{1, 2, ..., n} correspond un seul automorphisme n:fr> nf de 
l'anneau À [X,, ..., X,], identique sur À et tel que 
(xf) (X1, RE X h) = f (X 164) Ads X x-1(n)). 

DÉMONSTRATION. — Dans l’énoncé du théorème 3”, posons ÆÀ — 

= AÎX,,..., Xl, à = Xi) : : ., fn = Xn-1n) et prenons 

pour la restriction de l’application identique ex à À. Il en résulte 

un homomorphisme 1 = Pt,, ..., in de l'anneau AÏÎX,,..., X,]l 


dans lui-même (c'est-à-dire un endomorphisme), qui est de toute 
évidence un automorphisme. 

Une précision utile du théorème 1” est fournie par le théorème 
suivant. 


THÉORÈME 4. — Soient f et g deux polynômes quelconques à n indé- 
terminées sur un anneau intègre À. 


Alors on a 
deg (fg) — deg f + deg g. 
DÉMOXSTRATION. — Appelons polynôme homogène ou forme de 
degré m un polynôme h (X,, ..., X,) dont tous les termes sont 


de même degré total m. Les formes de degrés 1, 2, 3 s'appellent 
respectivement formes linéaires, quadratiques et cubiques. Groupant 
dans jf tous les monômes de même degré à coefficients non nuls, nous 
pouvons représenter univoquement le polynôme f — *, a4,X 
sous la forme de la somme de plusieurs formes j,, de différents degrés : 


f=foth+...+fn k = deg f. 


200 NOMBRES COMPLEXES ET POLYNOMES [CH. 5 


Si, maintenant, 


LE=g+a+...+gn l= deg g, 


il est évident que 


18 = fogo + og1 + ago) + + + + + frgi 


(ce qui ressemble à la relation (6), mais f; et g; y ont un autre sens), 
d’où deg fg < k + I. D'après le théorème 1”, jf, 0, g, = 0 entraî- 
nent ag: Æ 0, c'est-à-dire deg (fg) — deg (fagr) = k + l = deg f + 
+ deg g. E 


3. Division euclidienne des polynômes.— Les anneaux des poly- 
nômes à une indéterminée d’une part et les anneaux des polynômes 
à plusieurs indéterminées d’autre part présentent non seulement des 
propriétés communes que nous avons minutieusement soulignées 
au n° 2, mais aussi des différences essentielles. Si l’on se reporte à la 
description des idéaux d’un anneau des polynômes, on peut tout 
de suite mettre en évidence l’une de ces différences. Nous avons vu 
(chap. 4, $ 3, n° 3) que dans l’anneau Z tout idéal est principal, 
c’est-à-dire est de la forme m7Z. La démonstration de ce fait se basait 
sur la comparaison des nombres d’après leur valeur à l’aide d’un 
mécanisme appelé algorithme de division euclidienne, décrit pour Z 
encore au chapitre 1, $ 8, n° 3. Il se trouve qu’un algorithme tout 
à fait analogue peut être appliqué à l’anneau À [X] sur un anneau 
intègre À (pour À —R, on le connaît en fait du cours d’algèbre 
élémentaire : rappelez-vous la division des polynômesl). 


THÉORÈME 9. — Soient À un anneau intègre et g un polynôme 
dans À [XT dont le coefficient dominant est inversible dans A. Alors, 
à chaque polynôme f € À [XT est associé un couple et un seul de polyn6- 
mes q, r € À [IX] tels que 


f = gg+r, degr< deg g. (11) 
DÉMONSTRATION. — Soit 
f = ax" + aXÂ"1+,,. + a, 
D biN PE DIX ER ESS sb: 


où aobo Æ 0 et b, | 1. Raïisonnons par récurrence sur n. Si n = 0 
et m — deg g > deg f — 0, posons g = 0, r —f, et r — 0, q — 
— a0b sin — m — 0. Supposons le théorème démontré pour tous 
les polynômes de degré <n (n >> 0). Sans restreindre la généralité, 
admettons quem < n; dans le cas contraire prenons g = 0 et r = f. 
S’il en est ainsi, on a 


f = ab Xp + f, 
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où degf << n. En raisonnant par récurrence nous pouvons aussi 
trouver q et r tels que f — qg + r et deg r < m. En posant 


g = ab X"" + Q, 


nous trouvons un couple de polynômes présentant les propriétés 
requises. 

En nous reportant à la propriété d’unicité du quotient q et du 
resle r, supposons que 


g+r=f=qgg+r. 


Il vient alors (q — qg) g —r —r'. Suivant le théorème 1, on 
a deg (r — r’) = deg (g  — q) + deg g, ce qui ne peut avoir lieu, 
dans nos conditions, que sir’ — r et g” — q (rappelons que deg 0 — 
— —oo et que —0co + m — —). 

Les raisonnements qui précèdent montrent que les coefficients: 
du quotient g et du reste r appartiennent au même anneau intègre À, 
c'est-à-dire f, g€ AÎX]= Qq, r E À [XI]. 


REMARQUE. — Le processus de division euclidienne du polynôme f 
par le polynôme g se trouve simplifié si g est un polynôme unitaire, 
c'est-à-dire si son coefficient dominant est égal à l’unité. La divi- 
sibilité du polynôme f par le polynôme unitaire g est équivalente: 
à la condition que le reste r de la division euclidienne de f par g' 
est nul. 


COROLLAIRE. — Tous lesidéaux d'un anneau des polynômes P [XI 
sur un corps P sont principaux. 


DÉMONSTRATION. — Soit 7'un idéal non nul de P [X]. Choisissons 
dans 7 un polynôme t — t (X) de degré minimal. Si f est un poly- 
nôme quelconque de 7, la division euclidienne de f par & (P étant. 
un Corps, on n'a pas besoin de se soucier que le coefficient dominant. 
de t (X) soit inversible) donne l'égalité f = gt + r, deg r < deg t. 
Il en résulte que r € T, puisque f, t, gt sont éléments de l’idéal. 
Du fait du choix de t, il ne nous reste qu’à conclure que r = (0. 
Cela signifie que f (X) est divisible par t (X) et que T — (t) — 
— tP [X], ce qui veut dire que T est formé des polynômes divisibles- 
par t (X).E 

Quant aux anneaux des polynômes à plusieurs indéterminées, 
on peut affirmer a priori que même dans R[X, Ÿ] il existe des: 
idéaux qui ne sont pas principaux. 


EXEMPLE. — L'ensemble 


T={Xf+Yglf, gERIX, Yl}, 
formé de polynômes h (X, Y) tels que h (0, 0) = 0, est évidemment un idéak 
dans R[X, Y]. Puisque 1ER[X, Y], T=t(X, Y)RIX, Y] entraînerait. 
t(X, Y)E T. C'est pourquoi # (0, 0) = 0 et donc deg t > 1. En appliquant. 
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maintenant le théorème 4 aux égalités 
X = tu, Y = tv, 


on trouve que deg u = deg v = 0, c'est-à-dire u, vER et Y = u-lvX: 
contradiction qui démontre que l'idéal T n'est pas principal. 


Le corollaire du théorème 5 s'avère commode pour une descrip- 
tion explicite de l’isomorphisme (9). A titre d'exemple, démontrons 
une assertion qui complète le théorème 4 du $ 1. 


THÉORÈME 6. — Le corps C des nombres complexes est isomorphe 
à l'anneau quotient R [XT/(X? + 1) R [X]. 


DÉMONSTRATION. — D'après (9), on a C=RlilæRIXI/J, 
où J = {fERIX]]|f(i) = 0}. Puisque a + ib Æ 0 pour (a, b) Æ 
(0, 0) et comme i+1—0—X?+16€J, on déduit sans 
peine de la démonstration du corollaire au théorème 5 que J — 
= (X2 + 1)R [IX]. 

Les éléments de l’anneau quotient R[X]/J sont des classes 
{a + bX)+J, avec a, bER; Ia correspondance a + ib—- 
+> (a + bX) + J établit un isomorphisme de C sur R [X[]/J. 


EXERCICES 


1. Les polynômes f(X) = X5 + 3X4 + X3 + 4X2 — 3X — 1, g(X) — 
= X? + X + 1 peuvent être considérés comme appartenant à l’anneau Z [X] 
ou, disons, à l’anncau Z; [X], suivant l'interprétation qu'on donne à leurs 
coefficients. En appliquant l'algorithme de division euclidienne, montrer que 
dans le premier cas f (X) n’est pas divisible par g (X), alors que dans le deuxième 
cas il est divisible par g (X). Une variante opposée est-elle réalisable ? 

2. Démontrer, en partant du théorème 3, que si F est un corps commutatif, 
le groupe de tous les automorphismes de l’anneau F[X], identiques sur PF, 
est isomorphe au groupe des transformations X + aX -+ b, où a, bEF et 
a à 
3. Montrer que le polynôme jf € F[X,, ..., X,] est une forme de degré m 
(voir démonstration du théorème 4) si, et seulement si, f (1X1, ..., tX,) — 
= {Mf (X1, ..., X,), où t est une nouvelle indéterminée. 


4. Montrer que le nombre de monômes distincts à n indéterminées de 


degré total m est égal à ( PER }: indication. Raisonner par 


| m+(n—1)-1 
récurrence sur n et m”m en se basant sur la relation suivante : T ) }+ 
m 


a ie D 


m—1 m 


5. En revenant aux définitions données au n° 1, considérons un ensemble 


D]! 


à ; > sets 
A [[X]1] des séries entières f (X) = Dia; Xi dites formelles à une indéterminée X 
i>0 

ou, si l’on veut, des suites (a, A Go, ...) à n'importe quel nombre, peut-être 
infini, de coefficients a; =£ 0 appartenant à un anneau commutatif A. Les opéra- 
tions sur les séries entières formelles de À [[X]] s'effectuent d’après les mêmes 
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règles que sur les polynômes : 


+ 


(S'aixi) +05 biXt)= S' (ai +b;) X, 


(ax) (Dib;Xi)= D cnXt, cp= D ab. 
i+J=R 
Montrer que l’ensemble À [[X]], muni de ces opérations, est un anneau 
associatif et commutatif ayant un élément unité 1 = (1, O0, 0, ...). 
| : se 
Puisque la série entière f — Dax t comprend des puissances X? de l’indé- 
terminée X avec un à aussi grand que l’on veut, il est logique de considérer, au 
lieu du degré deg f qui n’a maintenant aucun sens, la valuation © (f), égale au 
plus petit indice nr pour lequel a, =£ 0 (on convient aussi que @ (0) — + co). 
Montrer que 


(G) © — 8) > min{o (f), © (g)}; (Gi) © (8) > © (f) + © (8). 


Si À est un anneau intègre, on a w (fg) = © (f) + © (g). En particulier, l’an- 
neau À [[X]] est aussi intègre. 

Montrer également que À [X] est un sous-anneau de 4 [[X]]. 

6. Les polynômes cet les séries entières sont souvent utilisés comme fonc- 
tions génératrices de différentes grandeurs numériques. Expliquons sur deux 
exemples simples le sens des opérations sur ces fonctions. 

a) Etablir la relation 


R 


i—=0 
en partant de la formule du binôme D ( . }xi=a+xy dans Z [X] ct 


du développement évident (1H+X)" (1+X)=({+xX)nin, 

b) Déterminer le nombre /!, de différentes possibilités de mettre les paren- 
thèses dans un produit de nr éléments d’un ensemble muni d’une opération 
binaire. A cet effet, il est commode d'introduire une fonction génératrice sous 
forme d’une série entière formelle 

L(X)= > InÂN=XLXI+2X3E .., 
n>1 

dont les coefficients initiaux ont été calculés encore au chapitre 4, $ 1, n° $ 3. 
De la relation de récurrence évidente 

n—i 

ln = > Ihln-R 

R—1 

il découle que L(X)? = 1(X) — X. En résolvant cette équation du second 


degré on trouve 
1—V1—4X 
2 


(le signe du radical se détermine par la condition Z, > 0). Mais si la série entière 
f(X) est telle que ff = 1+AX,reN,ona 


L(X) = 


CO 


Leo 3 [it (+) 142 


R=1 i—0 
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(c’est un développement dit « en série de Taylor » que nous demandons d'admet- 
tre pour l'instant sans démonstration). Dans notre cas on a r = 2, À = —4. 
Une simple substitution conduit à l'expression définitive 

1 ( 2n —2 ) 


ÉT n— 1 


Nous laissons au lecteur le soin d'effectuer les calculs intermédiaires. 
7. Un anneau À [[X, Y]] des séries entières formelles à deux indéterminées 
indépendantes (mais permutables) X, Y a pour éléments les expressions 
> a;;XtY}. Vérifier que 
iZ0, 520 
B [[Y]] = 4 [X, Y]] = C{XI], 


où B = A[[X]], C — À [[Y]] (réviser la construction d’un anneau des poly- 
nômes à plusieurs indéterminées). Montrer que l'intégrité de À implique celle 
de l’anneau 4 [[X]|. 


$S 3. Factorisation dans l’anneau 
de polynômes 


1. Propriétés élémentaires de la divisibilité.— Dès le chapitre 1, 
nous avons abordé, à de nombreuses occasions, des questions rela- 
tives à la divisibilité dans l'anneau Z des entiers, mais nous n’avons 
pas jusqu'ici démontré le théorème dit fondamental de l’arithmé- 
tique. Maintenant il est temps de non seulement combler cette lacune 
mais aussi d'étendre des assertions correspondantes à une plus large 
classe d’anneaux. C’est l’anneau P [X] des polynômes sur un corps 
commutatif P qui nous intéresse en tout premier lieu. 

Commençons par examiner un anneau intègre arbitraire K. Les 
éléments inversibles de À ont été appelés diviseurs d'unité. Souvent, 
on leur donne encore le nom d'éléments réguliers. Il est tout à fait 
évident qu’un polynôme f € À [XT est inversible (régulier) si, et 
seulement si, deg f — 0 et f — f, est un élément inversible de l’an- 
neau À, car fg = 1 = deg f + deg g = deg 1 = 0. 

On dit qu'un élément b € K est divisible par a € K (ou b est un mul- 
tiple de a) s’il existe un élément c € À tel que b — ac (on le note 
a |b). Sia |bet b | a, les éléments a et b sont dits associés. Alors, 

— ua, Où u | 1. En raison de la remarque faite plus haut, la pro- 
priété des polynômes f, g € À [XT] d’être associés signifie qu’ils ne 
diffèrent l’un de l’autre que par un facteur inversible appartenant 
à À. 

Un élément p € K est dit premier (ou non factorisable) si p n’est 
pas inversible et ne peut pas être présenté sous la forme de p = ab, 
où a, b sont des éléments qui n’admettent pas d’inverses. Dans un 
corps P, tout élément non nul est inversible et il n’existe pas d'’élé- 
ments premiers. Un élément premier de l’anneau À [X1] est le plus 
souvent appelé polynôme premier ou irréductible. 

Les propriétés essentielles que présente la relation de divisibilité 
dans l’anneau intègre Æ sont: 
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1) Si a |b, bc, alors a | c. En effet, on a b = ab”, c = bc”, 
où b’,c'E K. Donc, c = (ab')c’ = a (b'c’). 

2) Siclaetc |b, alors c | (a + b). En effet, on a par hypothèse 
a = ca’, b = cb’ pour certains a’, b’ € K et il résulte de la distri- 
butivité que a + b = c (a + b'). 

3) Si a | b, alors a | bc. Il est clair que b = ab = bc = (ab') c — 
— a (b'c). 

En combinant 2) et 3), on obtient : 

4) Si a € K divise chacun des éléments b,, b:, . .., bm € K, il 
divisera aussi l'élément bic, + boco + . . . + bmCms OÙ Ci, Cas 

...s Cm Sont des éléments arbitraires. W 


DÉFINITION. — On dit qu'un anneau intègre K est un anneau fac 
toriel (à décomposition unique en facteurs premiers) si tout élément 
a 5 0 de K peut être représenté sous la forme 


G = UP1P3 » + » Prs (1) 


où u est un élément inversible et p,, Ps, . . ., p- sont des éléments 
premiers (non nécessairement distincts deux à deux), l'existence d’une 
autre décomposition a = Uq1Q2 . . . q, de même type entraînant r = set 


1 —= UyDys ce 09 Ir —= UrDm 


AVEC Us, + + +9 Ur des éléments inversibles et une numération convenable 
des éléments p; et qj. 


En admettant dans l'égalité (1) que r — 0, nous convenons que 
les éléments inversibles de À admettent, eux aussi, une décompo- 
sition en facteurs premiers. Il est clair que, si p est un élément pre- 
mier et w un élément inversible, l’élément up associé à p est aussi 
premier. Dans l’anneau Z à éléments inversibles À et —1, la rela- 
tion d’ordre (a << b) permet de distinguer un nombre premier positif 
p parmi deux éléments premiers possibles Hp. Dans l’anneau P [X] 
il est commode d’examiner des polynômes irréductibles unitaires 
{c'est-à-dire ayant le coefficient dominant égal à 1). 

On peut énoncer le théorème suivant : 


THÉORÈME 1. — Soit K un anneau intègre arbitraire à décompo- 
sition en facteurs premiers. Pour que l'anneau K soit factoriel, il faut 
et il suffit que tout élément premier p € K divisant le produit ab € K, 
divise au moins l'un des facteurs a, b. 


DÉMONSTRATION. — Soit ab = pc. Etant donné 


a=|[]a;, b=][b,, c=||c, 
des décompositions de a, b, c en facteurs premiers et À, un anneau 
factoriel, il résulte de l'égalité Ila;I1b; = pllc, que l'élément p 
est associé à l’un des a; ou des b;, c’est-à-dire que p divise a ou b. 
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Inversement, établissons l’unicité de la décomposition dans X, 
si p [ab = p | a ou p | b. En raisonnant par récurrence, admettons 
que la décomposition de tous les éléments de ÆX, avec un nombre de 
facteurs premiers  n, soit unique (bien sûr à l’ordre des facteurs 
et à des éléments associés près). Démontrons maintenant cette 
assertion pour tout élément a = 0 qui peut être décomposé en 
n — 1 facteurs premiers. Soient 

n+1 m+1 


a= [pi [7 (2) 
deux décompositions de l'élément a avec m > n. En appliquant 
l'hypothèse du théorème à p — p,+,, nous voyons que p,+, doit 
diviser l’un des éléments r;, . .., rm+1. Sans restreindre la géné- 
ralité (puisqu'il ne s’agit que de la numération), posons p,+1 | rm+1. 
Or, rm+1 est un élément premier et donc rn+1 — UPn+1, Où u est un 
élément inversible. En utilisant la loi de simplification dans Æ 


n 
(chap. 4, $ 4, théorème 3), nous déduisons de (2) l'égalité [] p; = 
i=1 
— u |[Îr;. Le premier membre de cette égalité est le produit de 


j=1 
facteurs premiers. En vertu de l'hypothèse de récurrence, m = n 
et les deux décompositions ne diffèrent l’une de l’autre que par 
l’ordre des facteurs premiers qui peuvent être munis de facteurs 
inversibles quelconques. E 

En général, dans un anneau intègre À quelconque, les éléments 
a == Ô peuvent ne pas admettre une décomposition de type (1). 
Ce qui est plus intéressant, c’est l’existence des anneaux intègres 
dans lesquels la décomposition en facteurs premiers, bien qu’elle 
soit possible, n’est pas unique ; autrement dit, la condition du théo- 
rème 4, qui semble être triviale, n’est pas satisfaite dans tous les cas. 


EXEMPLE. — Considérons le corps quadratique imaginaire Q@ (Y —5) 


(voir exemple du n° 5, $ 1) et, dans ce corps, l'anneau intègre = 
— {a+ by —5la, bEZ}. La norme N (a+ b Y —5) = a? + 5b? de tout 
Béen a € K non nul est un entier positif. Si & est inversible dans Æ, on a 
N (æ)1= N(ax-!)EeZ, d'où N (x) = 1. Cela ne peut avoir lieu que si b — 0, 
a = +1. Ainsi, dans K tout comme dans Z, les seuls éléments inversibles sont 
+1, Si a — eux ...a #0, e = +1, alors N(a) = N (a) . . . N (ay). 
Puisque 14 < N (&;) € N, fe nombre r de facteurs ne peut pas croître indéfini- 
ment pour un & donné. 11 s'ensuit que la décomposition en facteurs premiers est 


possible dans X. 
Ceci étant, le nombre 9 (et non seulement lui) admet deux décompositions 


en facteurs premiers essentiellement différentes : 

9=3.3—(2+V —5) (2—V —5). 
Il est de que les éléments 8 et 2 + y —5 ne sont pas associés. En outre, 
N(B)=N(2+ y —5) = 9. Donc, il résulterait de la décomposition à — 


= ea a — 3 ou 2 + V —5, avec cas a, non inversibles, que 9 = N (a)= 
= N (4) N (œ), c'est-à-dire N (&;) = — 4, 2, ce qui est impossible, car 
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l'équation 2? + 5y? = 3, x, y € Z, est insoluble. Cela démontre que les élé- 


ments 3 et 2 + y —5 sont premiers. 
L'exemple que nous venons de considérer, ne reflète que faiblement un 


grand nombre de questions relatives aux corps quadratiques @ (y d), questions 
qui à présent ne sont résolues qu’en partie. Leur étude relève de la théorie algébri- 
que des nombres. 


Avant de constater, à l’aide du théorème 1, si tel ou tel anneau 
est factoriel, nous allons introduire des notions auxiliaires impor- 
tantes qui présentent un intérêt indépendant. 


2. P.G.C.D. et P.P.C.M. dans les anneaux.— Etant donné un 
anneau intègre K, nous appellerons plus grand commun diviseur de 
deux éléments a, b € K un élément dE À noté par le symbole 
P.G.C.D.(a, b) et ayant les propriétés suivantes: 


(i) dia, db; 
(Gi) cla c\b=c]d. 


IL est clair que tout élément associé à d présente, lui aussi, les 
propriétés (i) et (ii). Réciproquement, si c et d sont deux plus grands 
diviseurs des éléments a et b, on ac |d, d |c, de sorte que c et d 
sont associés. Le symbole P.G.C.D.(a, b) se rapporte indifférem- 
ment à chacun d'eux, c'est-à-dire qu'avec cette écriture, les élé- 
ments associés ne se distinguent pas. Compte tenu de cette conven- 
tion, on ajoutera aux propriétés (i), (ii) de la définition du plus 
grand commun diviseur les suivantes : 


(iii) P.G.C.D.(a, b) =a <a ]|b; 

(iv) P.G.C.D.(a, 0) = a; 

(v) P.G.C.D.(ta, tb) = t P.G.C.D.(a, b); 

(vi) P.G.C.D.(P.G.C.D.(a, b), c) = P.G.C.D.(a, P.G.C.D.(b, c)). 


La vérification de ces propriétés ne présentant aucune difficulté, 
nous laissons au lecteur le soin de la faire. La propriété (vi) permet 
aussi d'étendre la notion de P.G.C.D. à un nombre fini quelconque 
d'éléments. 

Par analogie avec le P.G.C.D.(a, b) on introduit une notion 
duale de plus petit commun multiple m — P.P.C.M.(a, b) des élé- 
ments a, b € K, qui est aussi définie à des éléments associés près, 
par deux propriétés: 


G)alm, b|m; 
(Gi)alc, bic=mle. 
En particulier, en posant c — ab, on obtient m | ab. 


THÉORÈME 2. — Soient a et b deux éléments d’un anneau intègre K, 
possédant un P.G.C.D.(a, b) et un P.P.C.M.(a, b). Alors: 
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a) P.P.C.M.(a, b) = 0 a = 0 ou b = 0; 
b) a, bÆ0, m — P.P.C.M.(a, b), ab = dm = d — 
= P.G.C.D.(a, b). 


DÉMONSTRATION. — L’assertion a) découle directement de la 
définition du P.P.C.M.(a, b). Pour démontrer b) il faut nous assurer 
que l'élément d défini par l'égalité ab — dm, possède les propriétés 
{i), (ii). En effet, (à) = m — a’a, m = b'b. Par conséquent, ab — 
— dm — da’a, d'où, après simplification par a admissible dans 
‘tout anneau intègre, on a b — da”, c’est-à-dire d | b. D'une manière 
analogue, ab = dm — db'b = a — db’, c’est-à-dire d|a. Nous 
avons retrouvé (i). 

Soit maintenant a = fa”, b — fb”". Posons c — fa”b”. Alors 
© = ab” — ba” est un multiple commun à a et b. En vertu de la 
propriété (ii’), c — c’m pour un certain c’ € K, d’où fc'm = fc — 
— f2a"b" — ab — dm, c’est-à-dire d — fc’ et f | d. Nous avons obte- 
nu la propriété (ii). 


Les propriétés (i), (ii), (i’), (ii’), ainsi que le théorème 2, ne 
fournissent ni le mode de calcul, ni la démonstration d'existence 
de P.G.C.D.(a, b) et de P.P.C.M.(a, b). Le théorème 2, b) ne fait 
qu'établir une relation entre eux. 

Supposons maintenant pour un instant que l’anneau Æ soit 
factoriel. Notons un ensemble des éléments premiers de X, tel 
que chaque élément premier de Æ soit associé à un, et un seul, élé- 
ment de %. En considérant les décompositions de deux éléments 
a, bE K, il est commode d'admettre qu’elles contiennent les mêmes 
éléments de $ dont certains sont peut-être munis d’exposants zéro, 
c'est-à-dire 

= uphi...pËr, b = upli... pi, 


(3) 
u |, v |1; k;, > 0, li, > 0; P1EP,1<i<r. 
En utilisant le théorème 1, on peut énoncer le caractère de divisibilité 
suivant, facile à retenir: 

CARACTÈRE DE DIVISIBILITÉ. — Soient a, b deux éléments d'un anneau 
factoriel K, écrits sous la forme (3). A lors, les assertions suivantes sont 
vraies : 

1) a ]b si, et seulement si, k; : li, 1 = 1,2, TS 

te de ps, Où s; = min {k;, L}, Le 


12 
3) B.P.C.M. (2, b) = pti...ptr, où t; = max {k;, li}, i — 
= 2, :,: 7 0 

Ainsi, pour s; il faut prendre le plus petit des deux exposants 
k;, l;, et pour #;, ‘le plus grand de ces exposants. En particulier, 
les éléments a, bEK sont premiers entre eux, c’est-à-dire 
P.G.C.D.(a, b) — 1, si, et seulement si, les facteurs premiers entrant 
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dans la décomposition de l’un des éléments, n’entrent pas dans la 
décomposition de l’autre. L’inconvénient de ce caractère de divisi- 
bilité est qu’en pratique il s’avère assez difficile d’obtenir une dé- 
composition de la forme (3). Même dans le cas où À — Z (ce qui 
ne prédétermine pas encore que Z est factoriel) on est amené à se 
contenter de légères modifications de la méthode d'essai direct des 
nombres premiers inférieurs au nombre nr donné. Il est d’autant 
plus agréable qu'il existe pour les anneaux factoriels que nous 
allons traiter, dans ce qui suit, un procédé efficace de calcul de 
P.G.C.D.(a, b) et P.P.C.M.(a, b). 


3. Les anneaux euclidiens sont factoriels. — La division euclidien- 
ne dans Z et P [X] (voir chap. 1, $ 8, n° 3 et chap. 5, $ 2, n° 3) 
rend naturelle l’étude d’un anneau intègre À dans lequel à tout élé- 
ment a == 0 on fait correspondre un entier non négatif Ô (a), c’est-à- 
dire on définit l’application 


5: KX4{0} = K*—+ N{) {0}, 


de manière à satisfaire aux conditions suivantes: 

(E1) 6 (ab) > Ô (a) quels que soient a, bÆ0 de K; 

(E2) quels que soient a, bE K, bÆ0, il existe q, r E K (q = 
— « quotient », r = «reste »), tels que 


a = qb+r; Ô(r) <Ô(b) ou r = 0. (4) 


Un anneau intègre Æ possédant ces propriétés s'appelle anneau 
euclidien. En posant & (a) — |a | pour a€Z, et Ô(a) = dega 
pour a = a(X) E P [IX] nous arrivons à la conclusion que Z et 
P [X] sont des anneaux euclidiens. 

Il existe dans les anneaux euclidiens une méthode de recherche 
du P.G.C.D.(a, b) qui consiste en la division suivant les puissances 
décroissantes et porte le nom d’algorithme d'Euclide. Soient donnés 
deux éléments non nuls a, b d’un anneau euclidien X. En appli- 
quant un nombre de fois suffisamment grand (mais fini) la prescrip- 
tion (E2), on obtient un système d’égalités de type (4), dans lequel 
le dernier reste est nul: 


a = Gb +, ô (r1) << Ô (b), 
b + Qeri AE To, Ô (r2) = Ô (r1), 
ri = ro + Ta; Ô (rs) < Ô (F2), (9) 


To — QRTh-1 GE Th Ô (rx) sn Ô (ra 1); 
Th-1 — +R) rR41 = 0. 


Il en est réellement ainsi parce que la suite strictement décroissante 
d’entiers non négatifs Ô (b) > Ô (r;) > Ô (r:) >... doit s’inter- 


14—0877 
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rompre, et cette interruption ne peut se produire que grâce à l’annu- 
lation de l’un des restes. 

Il s avère que le dernier reste non nul r; est justement le plus 
grand commun diviseur des éléments a et b au sens de la définition 
donnée au n° 2. En effet, par hypothèse, r,; | r,_. En se déplaçant 
de bas en haut dans le système (5) et en utilisant la propriété 4) de 
la relation de divisibilité énoncée au n° 1, on obtient une suite 
TR Tps Th Trees ce. TR |Tos Tr 17 et, enfin, rr | b, rx | a. Cela 
signifie que r4, est diviseur commun à a et b. Réciproquement, soit 
c un autre diviseur quelconque des mêmes éléments. Alors on a 
c |r,. En se déplaçant maintenant de haut en bas dans le système 
(5), on obtient une suite de relations de divisibilité c | ro, c | rs, . .. 
..., C Ir, dont la dernière nous assure définitivement que le 
P.G.C.D.(a, b) existe et qu’on a l'égalité 


r, = P.G.C.D.(a, b). (6) 


Il importe ensuite d observer que chaque reste r; dans le système 
(5) s'exprime par une combinaison linéaire à coefficients dans X 
de deux restes précédents r;_, et r;_. Ceci étant, r, s'exprime par 
a et b: r, = a — q,b, alors que r,, exprimé par b et r;, représente 
par là même aussi une combinaison linéaire de a et b. Effectuant 
dans r; les substitutions successives de r;_ et r;_, exprimés en fonc- 
tion de a et b, on obtient pour i — k l'expression 


Tr = au + bv (7) 


faisant intervenir des éléments quelconques uv, v € X. 
En comparant (6) et (7) et en tenant compte du théorème 2, b), 
on peut énoncer le théorème suivant: 


THÉORÈME 3. — Dans un anneau euclidien K, tout couple d'élé- 
ments a, b possède un plus grand commun diviseur et un plus petit 
commun multiple. En se servant de l'algorithme d’'Euclide on peut 
trouver deux éléments u, v € K tels que l’on ait la relation 


P.G.C.D.(a, b) — au + br. 


En particulier, les éléments a, b € K sont premiers entre eux si, 
et seulement si, il existe des éléments u, v € K tels que l’on ait 


au + bv = 1. 


COROLLAIRE. — Soient a, b,c des éléments d’un anneau euclidien K. 
(i) Si P.G.C.D.(a, b) = 1 et P.G.C.D.(a, c) = 1, alors 
P.G.C.D.(a, bc) = 1. 
(ii) Si a | bc et P.G.C.D.(a, b) = 1, alors a |c. 
(ii) Sibla,claet P.G.C.D.(b, c) = 1, alors bc | a. 
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DÉMONSTRATION. — (i) D’après le théorème 3, on a les égalités 
au, + bv, = 1, au, + cv, = 1. En multipliant respectivement leurs 
premiers et seconds membres, on trouve a (au,u, + buav, + cuve) + 
+ bc (viv,) = 1, ce qui donne l’assertion avancée. 

(ii) On a au + bu = 1, d’où ac:u + (bc) uv = c. Or, bc = aw, 
donc c — a (cu + wv), c’est-à-dire a |c. 

(ii) En vertu de la propriété (ii’) du P.P.C.M., on a 


bla, cla—=P.P.C.M.(b, c)|a=bcla, 


puisque bc = P.G.C.D.(b, c)-P.P.C.M.(b, c) et P.G.C.D.(b, c) = 1 
par hypothèse. E 

Le lecteur pourra étendre aisément l’assertion du théorème 3 
au Cas d’un nombre arbitraire fini d'éléments appartenant à un 
anneau euclidien. 

Un pas direct en vue d'établir qu’un anneau euclidien est facto- 
riel, est fait grâce au lemme suivant: | 


LEMME. — TJ'out anneau euclidien K est un anneau à décomposition 
(c'est-à-dire tout élément a == 0 de K s'écrit sous la forme (1)). 


DÉMONSTRATION. — Soit un élément a € K, qui possède un divi- 
seur propre b : a — bc,.où b et c sont des éléments non inversibles 
(en d’autres termes, a et b ne sont pas associés). Démontrons que 
Ô (b)  Ô (a). 

En effet, d’après (E1) on à immédiatement 6 (b) < 8 (bc) — 
— Ô (a). Supposons vraie l’égalité Ô (b) = 6 (a) et utilisons la con- 
dition (E2). On obtient q, r avec b = qa + r, où à (r) à (a) ou 
bien r — 0. Le cas où r — 0 doit être éliminé, car a et b ne sont pas 
associés. Pour la même raison 1 — gc 0. Par conséquent, en 
appliquant de nouveau (E2) (à condition de changer a en b), on à 


6 (a) = 8 (b) & 8 (b (1 — gc)) = Ë (b — qa) = 6 (r) < À (a), 


ce qui est contradictoire. Donc, à (b) < 6 (a). 

Si maintenant a — ads . . . 4, où tous les a; sont non inversi- 
bles, alors am+14m+9 : : - An eSt'un diviseur propre de AmAm+1 - + : An; 
et d’après ce qui a été démontré 


Ô (a) = 0 (aa...a)>0(&œ...a4»)>...> 6 (a) > 6 (1). 


Cette suite strictement décroissante d'’entiers non négatifs a une 
longueur n < Ô (a). Cela signifie qu'il existe une décomposition 
de a de longueur maximale, qui est une décomposition en facteurs 
premiers. 


THÉORÈME 4. — Tout anneau euclidien K est factoriel (autrement 
dit, K possède la propriété de décomposition unique en facteurs pre- 
miers). 


14* 
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DÉMONSTRATION. — Compte tenu du lemme et du critère d’unicité 
de la décomposition énoncé dans le théorème 1, il ne reste qu’à 
montrer que si p est un élément premier de l’anneau X qui divise 
le produit bc des éléments quelconques b, c € K, alors p divise b 
ou bien c. 

En effet, pour b — O0 ou c — 0 il n’y a rien à démontrer. Si 
bc Æ 0 et d — P.G.C.D.(b, p), alors d qui est diviseur de l’élément 
premier p, est soit égal à 1 (plus exactement, est diviseur de 1), 
soit associé à p. Dans le premier cas, b et p sont premiers entre eux, 
et l’assertion (ii) énoncée dans le corollaire du théorème 3 permet 
de conclure que p |c. Dans le second cas, d — up, u | 1 et donc 
p lb. 


CoROLLAIRE. — Les anneaux Z et P [ÜX] sont factoriels (P est un 
corps commutatif quelconque). 


L'’unicité de la décomposition dans l’anneau de polynômes 
PIX,,..., X,], nr > 1, qui n’est plus un anneau euclidien, sera 
établie au chapitre 9 dans lequel on trouvera d’autres exemples 
d’anneaux euclidiens. 


4. Polynômes irréductibles. — En spécifiant la définition de 
l'élément premier donnée plus haut, soulignons encore une fois 
qu’un polynôme f € P [XT] de degré non nul est dit premier ou irré- 
ductible dans P [X] (ou irréductible sur le corps P) s’il n’est divi- 
sible par aucun polynôme g € P [X], tel que 0 << deg g < deg f. 
En particulier, tout polynôme de degré 1 est irréductible. Il est 
tout à fait évident que l’irréductibilité d’un polynôme de degré 1 
ou sa décomposition en facteurs irréductibles sont des notions qui 
dépendent essentiellement du corps de base P, comme le montre le 
polynôme X? + 1 — (X + i) (X — i) que nous avons déjà ren- 
contré lors de la construction du corps des nombres complexes. 
Ainsi, le polynôme X# + 4 est réductible sur le corps @ des nombres 
rationnels, bien que cela ne soit pas assez évident : 


XE + 4 — (X2 —9X + 2) (X? + 2X EL 9). 


Les deux facteurs qui figurent au second membre de cette égalité, 
sont irréductibles non seulement sur @ mais aussi sur R, en admet- 
tant cependant la décomposition dans C [XI]. 

Tout comme dans Z il y a une infinité de nombres premiers 
(voir chap. 1, $ 8), le nombre de polynômes unitaires (dont le coeffi- 
cient dominant est égal à 1) irréductibles sur un corps arbitraire P 
est infiniment grand. 

Dans le cas où le corps P est infini, cela est clair: il suffit de 
considérer les polynômes irréductibles de la forme À — c, c € P. 

Si le corps P est fini, on peut appliquer le raisonnement d’Euclide. 
À savoir, supposons qu'on ait déjà trouvé x polynômes irréductibles 
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Pis + + + Pn- Le polynôme f — p,p3 ...p, + 1 a au moins un divi- 
seur premier unitaire, parce que deg f > n. Désignons-le par p,+1. 
Il est distinct de p,,..., Ph, Sinon P,+, — p, pour uns < n quel- 
conque entraînerait p, | (f — Py... Ph), C'est-à-dire p, | 1. M 

Puisque le nombre de polynômes de degré donné sur un corps 
fini est fini, on peut faire la conclusion utile suivante: 

Sur tout corps fini il existe des polynômes irréductibles de degré 
aussi élevé que l’on veut. E 

Cette assertion de nature qualitative sera précisée dans le cha- 
pitre 9. 

Les polynômes irréductibles sur le corps Q sont d’une importance 
particulière dans la théorie des corps des nombres algébriques. 
La multiplication par un entier naturel convenable permettant. 
toujours d'effectuer le passage d’un polynôme de Q@ [X] à un poly- 
nôme de ZI[XT], il est logique de préciser d’abord la relation qui 
existe entre les propriétés de la réductibilité sur @ et sur 7. Ayant. 
en vue d’autres applications, nous allons démontrer une proposition 
générale relative aux polynômes sur un anneau factoriel Æ. Asso- 
cions à tout polynôme f = a + &aX +...+a.X"E€ K IX] le 
plus grand commun diviseur d — d (f) de tous ses coefficients. 
Jusqu'ici, nous avons opéré avec le P.G.C.D.(a, b) de deux élé- 
ments, mais les propriétés (i) à (vi) du P.G.C.D. permettent d’éten- 
dre aisément cette notion à n'importe quel nombre fini d'éléments 
d’un anneau intègre. Si d (f) est un élément inversible de X, on 
dit que le polynôme f est primitif. 


LEMME DE Gauss. — Soient K un anneau factoriel et f, g € K [XI]. 


À lors 
d (7g) & d (f)-d (g). 


En particulier, si deux polynômes sont primitifs il en sera de même 
de leur produit (ici et plus loin on considère les égalités à l'association 
près, ce qui veut dire que d (fg) et d (f)-d (g) sont des éléments associés). 


DÉMONSTRATION. — Commençons par la dernière assertion. 
Soient 


f=a4a+aX+...+a À, g=bo+bX +...+b,X" 


« 


deux polynômes primitifs à coefficients dans À dont le produit fg 
n’est pas primitif. Cela signifie qu’il existe un élément premier 
p € K qui divise d (fg). Choisissons les plus petits indices s, £ tels 
que pias, ptb:. De tels indices existent du fait que f et g sont pri- 
mitifs. Le coefficient de X‘** dans fg sera 


Cs+i — as0+ + (as+10:- + As+20 1-0 +. .) dr 
+ (as-1d541 + As-oi+e + . . +). 
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Puisque a,-; et b;_;, i > 0, sont divisibles par p conformément 
à l'énoncé, et p | c,+: en vertu de l’hypothèse faite, on a la relation 


pu = ab; + pv, 


dont il ressort que p | ab;. L’anneau Æ étant factoriel, on a p | a, 
Où p | b;, ce qui est contradictoire. L’assertion est donc démontrée. 

En passant au cas général, écrivons des polynômes quelconques 
f, gEKIXT sous la forme 


f = dO)fo £g = d (8) 8 


Où fo, £o Sont des polynômes primitifs. Puisque fg = d (f) d (g)-fo£o 
et, d’après ce qui vient d’être démontré, d (fogo) Æ 1, on a d (fg) Æ 
# d ()d(g). 8 


COROLLAIRE. — Si un polynôme f E ZX] est irréductible sur Z, 
âl l’est aussi sur Q (deg f > 0). 


DÉMONSTRATION. — D'après le corollaire du théorème 4, Z est 
un anneau factoriel, et donc le lemme de Gauss est applicable à 
Z [IX]. Supposons f = gh, où fEZI[IX]let g, kEQIXI En mul- 
tipliant les deux membres de cette égalité par le plus petit commun 
multiple des dénominateurs de tous les coefficients de g et À, nous 
la mettrons sous la forme af = bgho, où a, b € Z et gs, h, sont des 
polynômes primitifs sur Z. Suivant le lemme de Gauss on a a d (f) = 
— b (dans ce cas, il est possible, sans restreindre la généralité, de 
remplacer Æ par =), si bien qu’on obtient une décomposition f — 
—= d (f) £ohto dans Z [XI]. Il ne reste qu’à se rappeler que f est irré- 
ductible dans Z [X1. 


CRITÈRE D’IRRÉDUCTIBILITÉ (Eisenstein). — Soit 
Î (À) — A7 + aX + . … + En 1 À + ln 


un polynôme unitaire sur Z dont tous les coefficients a;, ..., @n 
sont divisibles par un certain nombre premier p, et a, n'est pas divisible 
par p°. Alors, f (X) est irréductible sur Q. 

En effet, en raisonnant par l’absurde et en utilisant le corollaire 
du lemme de Gauss, écrivons f sous la forme du produit de deux 
polynômes unitaires sur Z: 


f(X) = (A+ bXtL +, + D) (Xt + aX TE... + ct), 
st > 0. 


Cette décomposition restera valable aussi dans l'anneau quotient 
Z [X]/(p) & Z, [IX] dont les éléments sont obtenus à partir des 
polynômes sur Z, en prenant leurs coefficients par rapport au 
module p. Par hypothèse, on a a; = 0, où a; est une classe résiduelle 
modulo p, correspondant à l’entier a;. Or, l’anneau Z, [X] est fac- 
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toriel (corollaire du théorème 4). En comparant les deux décompo- 
sitions 


XX = (XL EX +... )(Xt LaXt 14...) s +i=n, 
nous arrivons inévitablement à cette conclusion que b, = 0 — Ci, 
c'est-à-dire que tous les coefficients b;, c; sont divisibles par p. 
Dans ce cas, a, — b.c; est divisible par p?: contradiction qui démon- 
tre le critère d'Eisenstein. 


REMARQUE. — Le critère d’'Eisenstein reste valable dans le cas 
où le coeïficient dominant «a, est différent de 1 et n’est pas divi- 
sible par p. 


EXEMPLE.— Le polynôme f (X) = XP-1+ XP-2+,.,.+ X + 1 est irré- 
ductible sur @ quel que soit le nombre premier p. 

Il suffit d'observer que la propriété de f (X) d’être irréductible est équiva- 
lente à celle du polynôme 


A+ set (5) xt 4 2.) x4 (2), 


dont tous les coefficients, sauf le premier, sont divisibles par p (propriété des 
coefficients binomiaux que nous avons indiquée dans le chap. 4, $ 4, exercice 8), 
et auquel on peut donc appliquer le critère d’Eisenstein. Æ 


EXERCICES 


nZ + mZ = Z:P.G.C.D. (n, m), 
nZ NmZ = Z°P.P.C.M. (n, m). 

2. Soient f, g deux polynômes unitaires de Z [X]. Montrer que dans l’ex- 
pression P.G.C.D. (f, g) = fu + gv, avec u, vE Z[X], on peut considérer 
deg u < deg g, deg v < deg f. 

3. Les anneaux 7Z [y —3] et Z&[X] sont-ils factoriels ? 

4. Décomposer en facteurs irréductibles dans Z [X] les polynômes X7 — 1, 


5<n<12. 
5. Démontrer que les facteurs irréductibles du polynôme homogène 


f(X, Y) = aXr + aXNA1Y +... +a,nsXYnl+a YrE QIX, Y] 
sont homogènes, et f (X, Y) est irréductible si, et seulement si, le polynôme 
f(X, 1) = aX + aXn1+ ,,. + anX + an € @ IX] est irréductible. 

6. Soient P un corps commutatif et f (X) = >, a;Xi une série entière 


1. Montrer que 


iZ>0 
formelle de P [[X1]] (voir exercice 5 du $ 2). La condition a, 0 ou, ce qui est 
équivalent, & (f) — 0 est une condition nécessaire et suffisante pour qu'existe 
une série entière g (X) € P [[X]] inverse de f : fg = 1. Par exemple, (1 — X)-1=— 
— ÿ) Xi. X est le seul, à l'association près, élément premier de P [[XI]. 
>0 


î 
L'anneau P [[X11 est factoriel. Justifier toutes ces assertions. 
7. Montrer que det (zx;;) = > Extnt, 1° +: Tnin,n St un polynôme 


>! Q Lé Q # LAS Sn Q # Q # Q Lé . 
homogène irréductible de degré nr à n° indéterminées indépendantes x;;. (In di- 
cation. En raisonnant par l’absurde, supposer que det (x;;) = 
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= Goes Lis + ++) Lo (. + ., Zi, . ..). Puisque det (x;;) est un polynôme 
homogène linéaire à indéterminées se trouvant dans une seule colonne fixe, 
l’un des facteurs g,, g, est un polynôme homogène linéaire en x;;, 1 <i<n, 
pour un j fixe, alors que l’autre est tout à fait indépendant de x;;, 1<i<n. 
Les raisonnements analogues restent valables si l’on remplace les colonnes par 
les lignes. Supposons, par exemple, que x,, appartienne à g,. Alors, g, ne con- 
tient pas z15, 1 <j < n, d’où il résulte que g, ne contient pas x;;, 1 <i,j <n, 
ce qui signifie que g, est une constante.) 


$ 4 Corps des quotients 


1. Construction du corps des quotients d’un anneau intègre. — 
Au cours de deux paragraphes précédents nous avons établi beaucoup 
de propriétés communes à Z et à PIX]. Maintenant, notre but 
immédiat est d'inclure P [X] dans un corps et de le faire par le 
procédé le plus économique, comme par exemple l'inclusion de Z 
dans Q@. Au fait, le problème posé ne serait pas plus délicat s’il 
s'agissait d’un anneau intègre arbitraire À. 

Considérons l’ensemble À X A* (4* — AX{0}) de tous les 
couples (a, b) des éléments a, b € À, avec b 0. Faisons une par- 
tition de cet ensemble en classes, en posant que les couples (a, b) 
et (c, d) appartiennent à une seule et même classe dès que ad = bc, 
ce qui est noté (a, b) — (c, d). Il est clair que l’on a toujours 
(a, b) — (a, b). On a aussi (a, b) — (c, dd (c, d) — (a, b) et 
(a, b) — (c, d), (c, d) — (e, f) = (a, b) — (e, f). En effet, on a les 
égalités ad — bc, cf — de, d’où adf — bcf — bde, ou bien d (af—be)— 
— 0. Or, d Æ 0 par hypothèse. L’anneau À étant intègre, on obtient 
af — be, ce qui signifie justement que (a, b) — (e, jf). Aïnsi, la 
relation — est réflexive, symétrique et transitive, c'est-à-dire elle 
est (voir chap. 1, $ 6) une relation d'équivalence dans l’ensemble 
A X A* et définit donc la partition de cet ensemble en classes 
disjointes. 

Soit Q (4) l’ensemble de toutes les classes d'équivalence ou, ce 
qui revient au même, Q (À) est un ensemble quotient À X A*/— 
de l’ensemble À X A* par la relation d'équivalence —. Nous dési- 
gnons par le symbole [a, b] la classe qui comprend le couple ordonné 
(a, b). Par définition, 


La, b] = [c, dl > ad = bc. . (1) 


Si, dans l’ensemble À X A*, on définit les opérations d’addi- 
tion et de multiplication par les formules 


(a, b) + (c, d) = (ad + be, bd); (a, b) (c, d) = (ac, bd) 


(cela est possible parce que, dans À, bÆ0, d-Æ0 impliquent 
bd = 0), ces opérations binaires peuvent être appliquées à Q (4). 
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En effet, il nous faut montrer que 
(a, b)+(c, d) — (a, b')+(c, d), 
(a, b):(c, d) — (a', b')-(c, d). 
La même chose s'exprime par les relations 
(ad + bc) b'd = (a'd + b'c) bd, 
ac -b'd = a'c-bd, 


dont la vérité découle immédiatement de la condition a'b = ab’. 
Le résultat est analogue si l’on remplace (c, d) par (c’, d'), où cd” — 
— c'd. On peut conclure que 


la, b}] + [c, dl = [ad + bc, bd]; la, blc, dl = lac, bd] (2) 


définissent dans Q (A) les opérations d’addition et de multiplica- 
tion, indépendamment des représentants choisis dans les classes. 
d'équivalence. Ici, il faudrait mieux écrire [a, b] @ [c, dlet la, blO 
Olc, dl, mais, sans nuire à la clarté, les signes @ et ©) sont rempla- 
cés par les signes habituels d’addition et de multiplication. 

Vérifions maintenant que l’ensemble Q (4) muni des opéra- 
tions (2) est un corps commutatif. En effet, l’associativité de- 
l’addition découle, par exemple, des relations 


la, b] + (lc, dl + Le, fl) = [a, b] + [cf + de, dfl — 
— [adf + bcf + bde, bdf], 
(la, b] + Ic, dl) + Le, fl = [ad + bc, bd] + Le, fl — 
— [adf + bcf + bde, bdf]. 
L’associativité de la multiplication est évidente. Les relations 
(la, db] + [c, dl)-le, fl — [ade + bce, bdfl, 
[a, blle, fl + [c, dl] le, f] — [adef + bcef, bfdf] — 
— [(ade + bce) f, (bdf) f] 


et la condition (1) d'égalité des classes d’équivalence montrent 
que la loi de distributivité est, elle aussi, remplie. On vérifie aussi 
sans peine la commutativité des opérations d’addition et de mul- 
tiplication. L'élément neutre pour l'addition est [0, 1] ([0, 1] + 
 [a, b] = [a, b]), et [1, 1] pour la multiplication. On a aussi 
—[a, b] = [—a, b] puisque La, b] + [—a, b] — [0, b?] — [0, 11. 
Tout cela, pris ensemble, signifie que Q (4) est un anneau unitaire 
commutatif. Si la, b] = [0, 1], alors a = O dans À, donc [b, al €. 
EQ(A)et la, b] [b, al = [1, 1}, de sorte que l’inverse de [a, b] 
2 [0, 1] est [b, al. Nous avons démontré par là même que Q (4} 
est un corps commutatif. 


(a', b') — (a, b) = 
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La correspondance a ++ [a, 1] définit une application injective 
f: A—Q (A) qui est en fait un (mono)morphisme des anneaux 
Ge DEL + LOL Qt) = 1 @ 1 @ a # D + 1 (@ # 
f (b)). Pour tout élément x = [a, bEQ (A) on a 


[Lb, 1]x = [a, 1], 


de sorte que x est le « quotient » f (a)/f (b) des éléments de f (4). 
C’est la raison pour laquelle Q (4) s’appelle corps des quotients de 
l'anneau À. 

Il est commode d'identifier chaque élément a € À à son image 
f (a) = La, 1] € Q (A), c'est-à-dire de remplacer À par f (A). On 
peut faire autrement : remplacer chacun des éléments [a, 1] € Q (4) 
par a € À, en conservant tous les autres éléments du corps Q (4), 
et effectuer des substitutions correspondantes dans les formules (2). 
A savoir, il convient de poser 


a + [b, cl = [ac + b, cl; a lb, cl = (ab, cl. 


Il en résulte que l’anneau intègre À sera dès le début un sous-anngau 
d’un corps isomorphe à Q (A) et représenté généralement par le même 
symbole Q (4). Après une telle convention il est logique de donner 
aux éléments la, b] le nom de fractions et de les écrire sous la forme 
habituelle plus courte 


[a, b]=— 


Les opérations sur les classes [a, b]l, introduites plus haut, répètent, 
comme il est facile de s’en apercevoir, les opérations sur les fractions 
dans un corps commutatif (voir chap. 4, $ 4, n° 5, (10)). Nous avons 
ainsi démontré le théorème suivant : 


THÉORÈME 1. — Pour tout anneau intègre À il existe un corps des 
quotients (ou corps des fractions) Q (A) dont les éléments sont de la 
forme a/b, a € À, 0  b € A. Les opérations sur les fractions obéissent 
aux règles (1), (2) dans lesquelles il convient de poser la, b] = a/b. 


La construction de corps des quotients est assez fréquemment 
utilisée en mathématiques. Son naturel se justifie ne serait-ce par 
le fait que le corps @ n'est rien d’autre que le corps des quotients 
@ (Z) de l’anneau Z. Il est facile de voir (vérifiez-lel) que Q (4) = 
æ À si À est un corps. 


REMARQUE. — On peut démontrer que, si un anneau intègre À 
est un sous-anneau d’un corps P dans lequel chaque élément zx s’écrit 
sous la forme du quotient a/b des éléments a € À, 0ÆbEA, alors 
PæQ(4A) Par exemple, @ (V4) æ Q (Z [IV dl). 

2. Corps des fractions rationnelles. — Soit P un corps commutatif 


et soit P [X] un anneau des polynômes à coefficients dans 2. Le 
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corps des quotients Q (P [X]) de l’anneau P [X] se note P (X) (on 
remplace les crochets par les parenthèses) et s'appelle corps des frac- 
tions rationnelles à une indéterminée X et à coefficients dans P. 
Il importe de remarquer que le corps des fractions rationnelles 
P (X) contient toujours un nombre infini d'éléments et que sa 
caractéristique coïncide avec celle du corps ?P. Le corps F, (X) 
fournit un exemple de corps infini de caractéristique p > (0. 
Toute fraction rationnelle du corps P (X) s'écrit (et de plusieurs 


manières) sous la forme f/g (ou À si l'on ne cherche pas à économiser 


sur le papier), où f, g sont des polynômes de l’anneau LP [X1], g 0. 
Par définition, f/g = f/g, <= fg1 = f1g. Il est naturel d'appeler 
f numérateur et g dénominateur de la fraction f/g. La fraction ne 
change pas si son numérateur et son dénominateur sont multipliés 
par un même polynôme non nul ou simplifiés par un facteur commun 
quelconque. En particulier, l’entier (positif ou négatif) deg f — deg g 
ne dépend pas de la représentation de la fraction rationnelle non 
nulle sous forme de rapport (de quotient) f/g de deux polynômes. 
Ce nombre s’appelle degré de la fraction. Une fraction rationnelle à 
une indéterminée X est dite irréductible si son numérateur et son 
dénominateur sont premiers entre eux. Toute fraction rationnelle 
f/g est définie d’une façon unique, à un facteur de P, commun au 
numérateur et au dénominateur, près, par une fraction irréductible. 
En effet, la division de f et g par le P.G.C.D.(f, g) aboutit à une 
fraction irréductible. Or, l'égalité f/g = f,/g, de deux fractions irré- 
ductibles exprimée sous la forme fg, = f,£g donne f = cf, cE P, 
g —= cg, (utiliser le corollaire au théorème 4 du $ 3). 

Si deg (f/g) — deg f — deg g 0, on dit que la fraction (irré- 
ductible) f/g est propre (le polynôme nul est une fraction propre 
parce que nous avons convenu de considérer deg 0 = —oo). 


THÉORÈME 2. — Toute fraction rationnelle de P (X) peut se repré- 
senter d’une manière et d’une seule sous forme de la somme d'un poly- 
nôme et d’une fraction propre. 


DÉMONSTRATION. — L'’algorithme de division euclidienne appli- 
qué au numérateur et au dénominateur de la fraction f/g donne l’éga- 
lité f — gg + r, où deg r << deg g. Maintenant, f/g = q + r/g est 
l'écriture cherchée dont _la comparaison avec toute autre écriture de 
même type f/g = q + r/g (q, r, g E PIX], deg r << deg g) conduit 
à la relation LD D 

g—gq=r/g—rlg = (rg — rg)l/gg. 
Puisque qg — ge PIX1, et 


deg ((rg — rg)/gg) = deg (rg — rg) — deg g — deg g <0, 


cela ne peut avoir lieu que dans le cas où g — g=0et r/g = r/g.Ul 
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3. Fractions simples.— On dit qu'une fraction rationnelle pro- 
pre f/g E P (X) est simple si g — p", n > 1, où p — p (X) est un 
polynôme irréductible et deg f < deg p. 

Le théorème fondamental relatif aux fractions rationnelles est 
le suivant : 


THÉORÈME 3.— Toute fraction rationnelle propre peut se décom- 
poser d’une manière et d’une seule en somme de fractions simples. 


DÉMONSTRATION.— Elle se subdivise en deux parties: la démons- 
tration de l’existeuce de la décomposition et celle de son unicité. 

I. Soit donnée une fraction rationnelle propre f/g € P (X) dans 
laquelle le polynôme g peut, sans restreindre la généralité, être con- 
sidéré comme unitaire. Supposons que g = g,g, soit le produit de 
deux polynômes unitaires premiers entre eux. Conformément aux 
résultats du $ 3, on a la relation 


À = uigs + Uo£o 


avec certains u,, us € PIX]. La multiplication par f des deux 
membres de cette égalité donne 


Î — juigs + fUogo 
Si fu, — qQge + LV, deg v, <deg g,, alors 
Î = Vigo — Vo81 (3) 


OÙ VU, — Qg1 + fu,. La fraction étant propre, on a deg f << deg g, 
si bien que la relation (3) ne peut avoir lieu que pour deg v, << deg g,, 
car deg v, << deg ga. 

En divisant les deux membres de la relation (3) par g:£8,, on 
obtient la décomposition de la fraction f/g en somme de deux frac- 
tions : 

flg = Vilgi + Valga 


ceci étant, les deux fractions figurant au second membre de cette 
égalité sont propres. Si le dénominateur g; de l’une de ces fractions 
se représente de nouveau par le produit de deux polynômes premiers 
entre eux, on peut appliquer à cette fraction les raisonnements 
précédents et obtenir donc pour elle une décomposition de même 
type. En opérant de cette façon, on obtient finalement une somme 


Î \ dj 
i—1 Pi 


P.G.C.D.(a;, p;) = 1, deg a; <n; deg p;, où les dénominateurs 
sont les puissances pit des polynômes unitaires irréductibles p; 


S 4] CORPS DES QUOTIENTS 221 


dans la décomposition de g: 
8 — Pipe... Pme (9) 


(pi Æp; pour iÆj) | 
Décomposons plus loin la fraction propre a/p". Puisque par 
hypothèse deg a <n deg p, l'algorithme de division euclidienne 


nous amène à un système d'égalités 
a—=q3p" +, 
T1 = Q2P" 2 + To; 


Tn-2 = Qn-1P + Tn-1 
Tn-1 = n) 
où deg q; << deg p pour tous les quotients q,, . .., g,. On voit que 


a = Gp + gp? +... + Qn-1P + Qm 
d’où 


a q q n- q 
pp pt top pr 
Puisque deg g;, < deg p, les fractions g;/p° sont simples. 

IT. En passant à l’unicité de la décomposition, supposons qu’en 
plus de la représentation 


FD (2%), desay< de ri " 
i=1 j=1 


obtenue pour la fraction propre f/g sous la forme de somme des frac- 
tions simples, il existe encore une décomposition 


Vi 


f . bi 
125 (34%), 
k=1 1 À 

dans laquelle peuvent se rencontrer des termes ALES dont les déno- 
minateurs q} ne sont pas dans (6). Introduisons, s’il y a lieu, dans 
les deux expressions de f/g les termes à numérateurs nuls a;; et b,, 
et retranchons membre à membre une expression de l’autre. En 
réduisant les termes semblables (ayant les mêmes dénominateurs), 
on obtient l'identité 


M NN; . 
TAN dj 0 \ 
- È Pi 7 @) 


Ici, M<m +u, p;, i> m, désigne un élément g, quelconque, 
alors que les NV; sont choisis de manière que 


ai,N, —bi,N, F0. (8) 
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i ? 


M 
En multipliant (7) par [| pi, on obtient l'identité polynomiale 
i=1 


M 
(a, N,— 01, Ni) ill p\i+pu= 0. 


La forme du polynôme v ne nous intéresse pas. Il importe que cette 
M 


identité entraîne la divisibilité de (a; nv, — b:, x.) [T pi par p.. 
i=2 


M 
Or, P.G.C.D.(|] p}?, Ps) = 1, donc p: (an, — bin). Il reste 


à se rappeler que deg (1, nv, — b1, N,) < max {deg a, n,, deg b, n,}< 
<< deg p,. Par conséquent à; nv, — bn. = 0: contradiction avec 
l'hypothèse (8). 

La démonstration du théorème 3 est parfaitement constructive 
(si l’on suppose connue la décomposition (4)) et peut être utilisée 
en pratique pour représenter une fraction propre sous la forme d’une 
somme des fractions simples. 

Remarquons que si g=(X — c)"h, h(c) 0, on a 


APN AT AE 2 LE 
= PA EC LT 


pour tout b, € P. En posant b, = f (c)/h (c), on obtient f (c) — 
— b,h (c) = 0 et par conséquent f — b,hk = (X — c) f, (voir chap. 5, 
$ 1 et chap. 6). Ainsi 
f—bih f3 
Xe h — (X—cIR * 


En appliquant à cette fraction le même procédé, nous réduisons 
encore d’une unité l’exposant de À — c au dénominateur et ainsi 
de suite. Après nr pas, nous obtiendrons la décomposition 


n 
f Î fo A Dirn-i 
CR ht 2 eg EP. 
FE 
Si À (donc g = (X — c)* h) se décompose entièrement en facteurs 
linéaires, nous pouvons, en détachant l’une après l’autre les fractions 
simples bz;/(X — c;)* et en utilisant la propriété d’unicité de la 
décomposition, venir par une voie lécèrement différente au résultat 
énoncé dans le théorème. 

Dans le cas où tous les facteurs irréductibles p; dans (4) sont 
linéaires ou quadratiques et par conséquent les fractions simples sont 
de la forme 

d dX+e 


(X — ec)? UE (X?2+aX +b)r 5 b, C;, d, eCP, (9) 
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il est aussi commode d’appliquer une méthode appelée méthode des 
coefficients indéterminés. Elle se résume ainsi: on écrit f/g sous 
la forme d’une somme des fractions de type (9), on multiplie les 
deux membres de l'égalité par g et dans la relation obtenue pour les 
polynômes, on donne à X des valeurs convenables de P, afin de 
déterminer les coefficients d, e, ... Les résultats qui seront obtenus 
au chapitre suivant, montreront que la méthode des coefficients 
indéterminés est applicable sans restriction si P est le corps des 
nombres complexes ou des nombres réels. Or, c’est justement sur 
ces corps qu'on considère le plus souvent les fractions simples dont 
on se sert comme d’un instrument technique lors de l'intégration des 
fonctions rationnelles. 


EXERCICES 


1. Construire le corps des quotients R ((X)) de l'anneau R [[X]] des séries 
entières formelles à une indéterminée X à coefficients dans R. En se servant 
des résultats obtenus dans l’exercice 6 du $ 3, montrer que chaque élément 
du corps R((X)) a la forme d’une série entière dite méromorphe 


E (X) = aumX% + GcmtaX TE +... 

oran X Et + ap + aX + aX? +... a; ER, 
qui admet un nombre fini d’exposants négatifs. En d’autres termes, @ (X) = 
— X-mf(X), où f (X) est une série entière ordinaire de R [[X]]. 

2. Entendons par R (X, Y) (respectivement par R((X, Y))) le corps des 
quotients de l’anneau des polynômes R[X, Y] (respectivement de l’anneau 
intègre R[[X, Y]]; voir exercice 7 du $ 2). Montrer que 

R(X, Y) ={R (X)} (F) = {R [X]} (PF). 


Les corps R((X, Y})) et {R ((X))} ((Y)) sont-ils isomorphes? (Réponse. 


Non). 

3. Soit aps Ag» es . . . une suite infinie de nombres réels, périodique 
à partir d’un certain terme. Montrer que la série entière f (X) = ao + a X + 
+ a2X2 +... s'écrit sous forme d’une fraction rationnelle de R (X). 


4. Soient À un anneau commutatif ayant un élément unité 1, non néces- 
sairement intègre, un sous-monoïde du monoïde multiplicatif dans X, S$ = 
— X X M. Montrer que la relation binaire de graphe !L' & S? définie par la 
condition 


T'—{(a, b), (c, d)) € S?|(ad—b)u=0, uE M} 


(on a en vue un certain u € M) est une relation d'équivalence dans S. (In di- 
cation. La réflexivité et la symétrie de la relation sont évidentes. Si mainte- 
nant ((a, b), (c, d)E T' et ((c, d}), (e, f)) E l', si bien que (ad — bc)u = 0 
et (cf — de) v = 0 pour certains u, v € M, alors il convient de multiplier la 
première égalité par fv et la deuxième par bu. Leur addition membre à membre 
donnera l'égalité (af — be) duv = 0, avec duv € M, puisque d, u, vE M et M 
est un monoïde. Donc, ((a, b), (e, f}) € T et la transitivité est démontrée. 

5. En copiant la démonstration du théorème 1, montrer que sur l’ensemble 
quotient S/T de l’ensemble S — X X M par la relation d'équivalence de l’exer- 
cice 4, on peut introduire une structure d’anneau unitaire commutatif. Cet 
anneau Qy (X) s'appelle anneau des quotients sur K par rapport à M. Pour un 
anneau intègre X et pour M — K* on obtient le corps des quetients ordinaire 
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Q(K). (Indication. Soit a/b = [a, b] une classe d'équivalence de repré- 
sentant (a, b) € S. Introduire deux opérations binaires @ ©: 


alb @ cld = (ad + bc)/bd,  alb © cl& = ac/bd 


et montrer que cette définition ne dépend pas du choix des représentants. 
Puisque a/1 = cl <> (a — chu = 0 pour un certain uw € M, l’homomor- 
phisme des anneaux ar a/1 n’est un monomorphisme (un plongement) que 
pour l'anneau intègre X et son sous-monoïde M ne contenant pas zéro). 

6. Appliquer la construction de Q,, (Æ) à l’anneau À = 7 et au monoïde 
M = 7% X pZ formé de tous les entiers qui ne sont pas divisibles par un nombre 
premier fixe p. Montrer qu’on peut identifier Q,, (Z) à l’ensemble de tous les 
nombres rationnels a/b, avec b non divisible par p. 


CHAPITRE 6 


ZÉROS DES POLYNÔMES 


Nous abordons maintenant un sujet pour lequel on étudiait jadis 
l'algèbre, à savoir les zéros (ou racines) des polynômes. Ce domaine 
a cessé d'être dominant en algèbre, mais personne ne s’avise de mettre 
en doute son importance. Le fait est qu’en mathématiques de nom- 
breux problèmes se ramènent finalement au calcul de certaines ra- 
cines des polynômes concrets ou à la description qualitative de l’en- 
semble de ces racines. Nous ne pourrons traiter que les plus simples 
propriétés des racines, mais elles seront quand même suffisantes 
pour permettre d'apprécier, à juste titre, la place particulière occupée 
par le corps C des nombres complexes. 


$ 1. Propriétés générales des racines 


1. Racines et facteurs linéaires. — Soit À un anneau commutatif 
unitaire contenu dans un anneau intègre X. 


DériniTion, — On dit qu'un élément c € K est un zéro (une racine) 
du polynôme f € À [XÏ si f (c) = 0. On dit aussi que c’est une racine 
de l'équation f (x) = 0 


La nécessité de considérer les anneaux dont À est une partie 
propre, sera compréhensible si l’on se rappelle que le polynôme 
f(X) = X? + 1surR n’a pas de zéros dans R, alors que f (i) = 0, 
iEC—ÛRlil. Commençons pourtant par considérer le cas où 
K = À. 


THÉORÈME 1 (théorème de Bézout). — Un élément c € À est zéro 
d'un polynôme f € À IX] si, et seulement si, X — c divise f dans l’an- 
neau À [X]. 


DÉMONSTRATION.— Ce théorème présente un cas particulier d’une 
assertion plus générale que nous aurions pu démontrer depuis long- 
temps. À savoir, l'algorithme de division euclidienne (voir chap. 5, 
$ 2, théorème 5) dit que f(X) =(X —c)q(X) +r (X), où 
deg r (X) <deg (X — c) = 1. Par conséquent, r (X) est une cons- 
15-0877 
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tante. La substitution de c à X (c’est-à-dire l’utilisation de l’ap- 
plication I], du théorème 2, $ 2, chap. 5) donne f (c) = r, si bien 


qu’on a toujours 
FX) = (ZX — c) q(X) + f (0). (1) 
En particulier, f() =0<f(X)=(X —c)qa(X). E 
Effectuant la division d’un polynôme ÿ (X) à coefficients dans 
un anneau intègre À par un polynôme linéaire À — c, il est commode 


d'utiliser un schéma, dit schéma de Horner, qui est plus simple que 
l'algorithme général de division euclidienne. À savoir, soit 


f (X) = aX" + aXt +... +a,, a; € À. 


D'après la formule (1), on a 

q(X) = bX" "+ DIX 2 +... +b,1, b;EAÀ. 
En comparant dans (1) les coefficients des mêmes puissances de X 
(en commençant par les coefficients dominants) on obtient, après 
une simple transformation, 
bRr—=dp-;c—+ap|... 


bo= aol... bn-1 =bn-2c+an-1l  (c) = bn: en] 9 (2) 


si bien qu’on calcule à la fois la valeur de f pour À = c. Les formules 
récurrentes (2) qui traduisent justement le « schéma de Horner » 
s'avèrent bien commodes pour le calcul. 

Etant donné le théorème 1, il est logique d’introduire une défi- 


nition plus générale suivante : 


DÉFINITION. — On dit qu'un élément c € À est un zéro d'ordre de 
multiplicité k (une racine d'ordre de multiplicité k) du polynôme 
fEA [IX] si f cst divisible par (X — c)° , mais n'est pas divisible par 
(X — chti, Si k — 1, on dit que c'est un zéro (une racine) simple 
(respectivement, si k = 2 et 3 on dit que c'est un zéro double et triple). 


Ainsi, € € À est un zéro d'ordre de multiplicité 4 du polynôme 
fE AIX] si, et seulement si, f (X) = (X — ch g(X), où 
P.G.C.D.(X — c, g (X)) = 1. Eu égard à la formule 1, la dernière 
condition s'exprime aussi par l'inégalité g (c) = 0. En tenant compte 
du théorème 1, $ 2, chapitre 5, remarquons que deg f = k + deg g, 
d'où 4 < deg f. On peut énoncer le théorème important suivant: 


THÉORÈME 2. — Soient À un anneau intègre, f == O un polynôme 
de À [IX] et c,, ..., c, ses zéros dans À d'ordres de multiplicité res- 


pectifs k1, . .., k,.. Alors, on a 
f (À) = (ZX — 0)... (X — c)*r g (X), 


où g(X)E AIX}, g(c)ÆO0i=1,...,r. 
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En particulier, le nombre de zéros distincts du polynôme f € À [XI, 
considérés avec leurs ordres de multiplicité, est au plus égal au degré 


du polynôme : 
ki+hk+...+8k, < deg f. (3) 


DÉMONSTRATION. — [Il suffit de passer au corps des quotients 
Q (4) (si l’anneau À n'était pas, dès le début, un corps) et d'utiliser 
l’unicité de la décomposition en facteurs premiers (dans le cas con- 
sidéré, de la décomposition en À — c;3, ..., À — c,) dans l’anneau 
Q (4) [IX] (voir résultats obtenus au chap. 5, $$ 3 et 4). Cependant, 
pour l'instant, on n’a pas besoin d’avoir recours à une arme si puis- 
sante. Raisonnons directement. 

Puisque deg f = (k,  +...+%k,) + deg g, l” inégalité (3) est 
une conséquence de la divisibilité de f par (X — c,)1. . (À — Cr) 
que nous établirons par récurrence sur r. Pour r — 1, il n’y a rien à 
démontrer. Supposons que nous sachions déjà que 


f(X)=(X — 0)... (X — cr) 71R(X). 


Etant donné que c — ca 0, ..., c — cr Æ O0 et À est un 
anneau intègre, l'élément c, n'est pas un zéro du polynôme 
(X — ch. .. (X — c,_)#r-1. Or, c, est un zéro de multiplicité 
k, du polynôme f, c'est-à-dire f (X) — (X — c,)*r u (X). Donc, 
h (c,) = 0. Respectivement, k (X) = (X — c,jv (X), s << k,. On a 


(X — cr) u (X) = f (X) = 
= (X—c)t...(X — cp)r-t (X — oc) v (X). 


En utilisant la loi de simplification dans l’anneau intègre À [XI], 
on conclut que s = k,. 


Si l’anneau À n’est pas supposé intègre, le théorème 2 cesse 
d’être vrai comme le montre l’exemple du polynôme f (X) — X% 
sur l’anneau Z3: f (0) = f (2) = f (4) — Î (6) = 0. La décomposition 
de f en facteurs premiers dans Z3 [X] n’est pas unique non plus: 
f= X=X(X — 4) = (X — 2) (X? + 2X + 4) = (X — 6) X 
X (X? — 2X + 4). 

Du théorème 2 résulte le corollaire suivant : 


COROLLAIRE.— Si deux polynômes f, gE À [X\ de degré n pren- 
nent les mêmes valeurs lors de la substitution de n + 1 éléments dis- 
tincits de l'anneau intègre À, ils sont identiques : f = g. 


DÉMONSTRATION. — Posons À = f — g, de sorte que deg h<n 
Par hypothèse, h (c,) = ... — h (c,+:1) = 0 pour des éléments deux 
à deux distincts ci, . . ., Cn+1 € À, c’est-à-dire le polynôme h de 
degré <n a au moins » + 1 zéros. Cela nous conduit à une contra- 
diction avec l'inégalité (3), contradiction qui ne peut être éliminée 
qu'en reconnaissant que À = 0. 


15* 
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2. Fonctions polynomiales. — Le corollaire du théorème 2 per- 
met de résoudre le problème que nous avons abordé plus haut (voir 
chap. 5, $ 2, n° {), à savoir, le problème de la relation qui existe 
entre les notions de polynôme adoptées en théorie des fonctions et 
en algèbre. À tout polynôme f € À [X] nous faisons correspondre une 
fonction 


f: ar-f(a), Vale. 


L'ensemble de telles fonctions forme un anneau 4,,; des fonctions 
polynomiales (on dit encore des fonctions polynômes ou des fonctions 
rationnelles entières), qui est un sous-anneau de l'anneau des fonctions 
AÂ = {A —+ A} avec l'addition et la multiplication (voir chap. 4, 
$ 4, n° 1, exemple 3 et chap. 5, $ 2, théorème 2). En opérant tout à 
fait de la même manière, on introduit les fonctions polynomiales 
à plusieurs variables indépendantes. 


Comme cela a été dit plus haut, le polynôme non nul X?+ X EF, [X] 
définit une fonction nulle. En général, si f(X) = (XP — X)g(X)est un poly- 


nôme sur un corps fini à p éléments, 7 est une fonction nulle, parce que PP —2= 
= æ(xP-1 — 1) — 0 pour tous les x EF). C’est seulement dans le cas où deg f < 


< p — 1, que le polynôme f € Fp [X] est défini par sa fonction 7. Un polynôme 
arbitraire f EF IX] peut être ‘remplacé par un polynôme réduit f* de degré 
<p—1, univoquement déterminé, si l’on prend Su f* le reste de la division 


de f par XP — X. Il est alors évident que f — 
Dans le cas des corps infinis ou des anneaux ‘intègres infinis la situation 
est beaucoup plus simple. 


THÉORÈME 3.— Si À est un anneau intègre ayant un nombre infini 
d'éléments, l'application de l'anneau des polynômes À {XT sur l'anneau 


des fonctions polynomiales Apo, définie par la correspondance ff, 
est un isomorphisme. 


Ce théorème n’est au fond qu’un autre énoncé du corollaire au 
théorème 2, puisqu'il s’agit seulement du fait qu’au polynôme 
f - 0 est associée une fonction non nulle f, c’est-à-dire que f (a) = 0 
pour au moins un & € À. Or, en réalité, f possède au plus n zéros 
dans À si degf = n. 

En s'appuyant sur le théorème 3, on identifie l’anneau des poly- 
nômes sur un corps infini P à l'anneau des fonctions polynomiales 
notées f (x) (avec un z minuscule), si bien qu’il ne reste qu’à répondre 


à la question : comment, à partir de 7 (en réalité, à partir de quelques 
valeurs du polynôme f), rétablir sous une forme explicite le poly- 
nôme jf lui-même. 

Un énoncé No du problème d’« interpolation » est le suivant. 
Soient bo, by, . . ., D, (respectivement, cs, © .- . ., cn) n + 1 élé- 
ments quelconques (respectivement, distincts) d’un corps commutatif 
P. On demande de trouver un polynôme f € P {X] de degré < n, 
tel que f (c;) = b;, i = 0, 1, ..., n. Suivant le corollaire du théo- 
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rème 2, la solution de ce problème, si elle existe, est unique. Or, 
comme le montre la formule d'interpolation de Lagrange : 


n 
X —co) ... (X —cy1) (X — Ciyx) +. (X —Cn) 
X) — b. ( 0 1 + n 4 
FO À Di Grec) +2 Creed Gide Crem)  () 
i= 
il existe toujours un polynôme f vérifiant les propriétés requises. 
D'ailleurs, l'existence et l’unicité de la solution découlent tout 
de suite du système linéaire 


GoCÿ + ac" { + CRC + An == Do, 


Go? + cn +... + An = bn 
écrit pour les coefficients &5, &1, . . ., 4, du polynôme f cherché. 
Le déterminant de ce système, qui est un déterminant de Vander- 
monde, diffère de zéro, et les coefficients a; se déterminent d’après 
les règles de Cramer. La formule (4) est bien commode parce qu'elle 
est simple et facile à retenir. Parfois, il est plus avantageux d’utili- 
ser la formule d’interpolation de Newton: 


f (X) = uo + W (X — Co) +... 

+ Un (X — (À — ci)... (X — cn), (5) 
dans laquelle les coefficients wo, u,, . . ., u, sont déterminés par 
une substitution successive des valeurs X = c,, À — c,, ..., X — 
= c,. Les formules d’interpolation (4) et (5) sont pratiquement uti- 
lisées pour le calcul et la représentation graphique de la fonction 
p: R—R donnée par un tableau de ses valeurs ou obtenue expé- 
rimentalement. Si l’on sait, à partir des considérations indirectes 
quelconques, que le comportement de la fonction œ sur un intervalle 7 
de la droite réelle R est assez bon, on cherche à rapprocher o sur 7 
par une fonction aussi « lisse » que la fonction polynomiale. 


En le faisant, on utilise comme «nœuds d’interpolation » des points 


Co» C15 + + +» Cn» ŒUi appartiennent à l'intervalle 7, ces derniers 
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étant les (seuls) points, où sont connues les valeurs de æ: ® (c;) = b;. 
Les problèmes bien délicats du choix des nœuds d'interpolation et 
de l'élaboration des méthodes générales d’approximation des fonc- 
tions font l’objet de nombreux chapitres des mathématiques. Il 
y a lieu de noter que l’emploi de processus d’interpolation a joué 
un grand rôle dans le développement de la théorie des nombres 
transcendants (pour la définition des nombres algébriques et trans- 
cendants on se reportera au chap. 5, $ 2), si bien que les intérêts 
de la théorie des fonctions, de la théorie des nombres et de l’algèbre 
s’y allient. 

Notons en conclusion qu’à toute fraction rationnelle irréductible 
f/g € P (X) (voir chap. 5, $ 4) et à toute extension F = P à nombre 


——, 
infini d'éléments, est associée une fonction rationnelle flg: F(sygy + F 
à domaine de définition F8) obtenu à partir de F en supprimant 
un nombre fini d'éléments, à savoir les zéros du polynôme g dans F. 


On peut démontrer que dans ces conditions l’application f/g--f/g 
est bijective. Nous n’aurons pas besoin de cette assertion. Intuitive- 
ment, elle est évidente. Malgré cette correspondance, il faut savoir 
distinguer très soigneusement les fonctions rationnelles des fractions 
rationnelles. La fonction rationnelle xt 1/x n’est pas définie en 
z = 0, alors que la question, si la fraction rationnelle 1/X est définie 
ou non, ne se pose même pas. 


3. Dérivations de l’anneau des polynômes.— La notion de poly- 
nôme adoptée en théorie des fonctions rend naturelle la définition 
suivante. Soit 


f (X) = aoXZ" + aX" 1 +... + anuX + On 


un polynôme de degré nr sur un corps commutatif P. On appelle 
sa dérivée le polynôme 


f (X) = naX" + (in —1)aXt 2 +... + a (6) 


Si P — R est le corps des nombres réels et f est la fonction poly- 
nomiale associée à f, la définition (6) coïncide avec la définition 
ordinaire de la dérivée en tant que limite: 

lim ZEH+AD=T 
Ax—0 Az 
Quant au cas où P est un corps commutatif arbitraire, il serait 
absurde de parler des propriétés quelconques de la continuité d’une 


fonction polynomiale (que doit-on entendre dans Z, par suite con- 
vergente?) et il faut donc se baser sur la définition formelle (6). 


$ 1] PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES RACINES 231 


Pour la dérivation des polynômes sont valables les relations 
bien connues, établies en Analyse: 


(af + Pg) = af + fg’, a, BE P. (7) 
Je) = fe + fg". (8) 
La relation (7) découle directement de (6) et de la définition de 
la somme des polynômes. En se servant de (7) et de la définition du 
produit des ne on peut ramener la vérification de (8) au 
cas où f — XF, g — X!: 
(x) _ (k +1) xhrt- Le (kX*- 1) XIE NE ax! 1) = 
= (X?)' NE X®À (X!)'. 
Une généralisation de (8) est donnée par la formule suivante qui est 
facile à démontrer par récurrence sur k: 


h 
(fifa. fr) = à face. fi-afifies fre 
En particulier, 
(F5) = kf*-1f". (9) 
Les relations de (8) écrites en termes d’application ff’ 


(on dit aussi que = est un opérateur de dérivation) incitent à intro- 


duire pour un Ra arbitraire À une application Z: X— K, 
ayant les propriétés suivantes 


Du + v) = Du + Lov, (77) 
D(uv) = (Zu) v + u (Zv). (8') 


De telles applications de l’anneau À dans lui-même, appelées déri- 
vations, s'avèrent très utiles pour l'étude de X, alors que leur en- 
semble Der (X) est un être extrêmement intéressant qui introduit 
dans un vaste domaine des mathématiques (groupes de Lie et algè- 
bres de Lie). 

La relation (8') est généralisée par la formule de Leibniz: 


I" (uv) = >, ( “ } D'uD" *v, (8”) 
k=0 
obtenue par récurrence sur m > 1 (l’application de % à (8”), l’uti- 
lisation de (8’) et la relation ( D 1) 2 Fe | — Er donnent (8”) 
pour m + Î). 
Dans le cas où À = P [X], les relations (7), (8'), complétées 


de la règle 
ZM) =1%f, LEP, 
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entraînent immédiatement que 
Df(X) = f' (À) FX. 
On voit donc que toute dérivation de l'anneau des polynômes 
P IX] est définie par la donnée d’un seul polynôme ZX. Pour 


ZX = 1, on obtient l'opérateur de dérivation ordinaire _. ; 


4, Facteurs multiples. — En appliquant successivement m fois 


l'opérateur _. au polynôme f (X), on obtient le résultat désigné 


généralement par le symbole f”(X). Il est évident que 

f(X)=a0X"+aX" +. ta, = f9(X)=nlas, fT9(X)=0. 

Si P est un corps commutatif de caractéristique nulle, on a 
deg f” — deg f — 1. 


Cependant, il n’en est plus de même pour les corps de caractéristique 
finie p, parce que 
(XP) — HpXFP-1 — 0, 


Pourtant, l'étude de la dérivée permet de tirer un certain profit 
même dans le cas général. En divisant un polynôme quelconque 
fEPIXIpar(X — c},cEF, F = P, et en écrivant ensuite le reste 
(linéaire) sous la forme (X — c)s + r, où s, r € F, on obtient les 
relations f — (X — ct +(X —c)s+r, f = (X — c) [2t + 
+ (X — c)t'] + s. En y portant la valeur de X = c, il vient r — 
— f (c), s — f' (c), c'est-à-dire 


f (À) = (ZX — cf (X) + (X — c) fc) + f (c). 
On peut donc énoncer le théorème suivant: 


THÉORÈME 4. — Soient P un corps commutatif arbitraire et F une 
extension quelconque de ce corps. Le polynôme f € P IX] possède un 
zéro multiple cE F si, et seulement si, f (c) = f' (c) = 0. 


ÆXEMPLE 4. — Dans tout corps commutatif de caractéristique p, le 
polynôme X7% — 1 n’a que des zéros simples si n n’est pas divisible par p. En 
effet, les zéros du polynôme dérivé nX"-1 ne peuvent pas être zéros de À? — 1. 


On suppose maintenant que P est un corps commutatif de carac- 
téristique nulle et, sans restreindre la généralité, on peut entendre 
par P l’un des corps @, R ou C. Le polynôme unitaire irréductible 
p; (X) figurant dans la décomposition 


f(X) = Am (X)...p; (Xi... p, (x), LEP, (10) 


du polynôme f (X) € P [X] s'appelle (par analogie avec la défini- 
tion du zéro multiple) facteur de multiplicité k; de f. Comme cela 


Di 


a été dit plus haut, la décomposition (10) est difficile à obtenir 
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dans la pratique. Décrivons succinctement une méthode basée sur 
la notion de dérivée et permettant de connaître si f (X) possède des. 
facteurs multiples sur un corps donné P (ou sur son extension). 


THÉORÈME 9. — Soit p (X) un facteur irréductible de multiplicité k: 
du polynôme f E PIX] (k > 1, deg p (X) > 1). Alors, p (X) est 
facteur de multiplicité (k — 1) du polynôme dérivé f' (X). En particu- 
lier, pour k = 1, f" n'est pas divisible par p (X). 


DÉMONSTRATION. — Conformément à l'énoncé, f (X) = p (X}*g(X), 
où P.G.C.D.(p (X), g (X)) = 1, c’est-à-dire g (X) n’est pas divisible 
par p (X). En appliquant les règles (8) et (9), on trouve 

jf (ZX) = p (XŸ 7 Tkp' (X) 8 (À) + p (X) g' (X)I. 
I1 suffit de montrer que le polynôme entre crochets n’est pas divi- 
sible par p (X). S'il n’en était pas ainsi, le polynôme kp' (X) g (X} 
serait divisible par p (X), ce qui est pourtant impossible (voir chap. », 
$ 3, corollaires des théorèmes 3 et 4), parce que g (X) n’est pas divi- 
sible par p (X), et deg kp’ (X) < deg p (X). 

Il est à noter que la démonstration ci-dessus s'appuie aussi bien 
sur l’irréductibilité de p (X) que sur la condition car P = 0. 


COROLLAIRE 4. — Pour un polynôme f (X) à coefficients dans un 
corps P de caractéristique nulle, les deux conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) f possède dans une certaine extension F = P du corps P un zéro 
de multiplicité k; 

(ii) D ()=0, 0O<Kj< k—1, mais f® (c) Æ 0. 


Pour démontrer cette assertion, il faut appliquer # fois le théo- 
rème 5, ayant en vue le facteur linéaire p (X) = X — c et, s’il 
y a lieu, en remplaçant dès le début, le corps P par son extension F 
contenant le zéro c. EX 


CoROLLAIRE 2. — Si un polynôme f € P [X] de degré > 1 possède 
la décomposition (10), la décomposition du plus grand commun diviseur 
de f et de sa dérivée f' est de la forme: 


P.G.C.D.(f, f) = pa (A)! p, (X)he TT... pr (X)*r! (11} 

(le P.G.C.D. peut toujours être considéré comme un polynôme unitaire). 

En effet, d’après le théorème 5, chacun des diviseurs premiers 

P: (X) du polynôme f (X) à décomposition canonique (10) intervient 

dans la décomposition de f’ (X) avec l’exposant k; — 1, c'est-à-dire 
FX) = pa (AT pa (AY pr (À) eu (X), 


où P.G.C.D. (u, pi) =1,1 << i < r (on suppose que p; (X)9 — 1). 
Aussi, en partant du critère de divisibilité déjà rencontré (voir 
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chap. 5, $ 3, n° 2), peut-on conclure que le P.G.C.D. (f, f') se cal- 
cule par la formule (11). Æ 


En se servant de l’expression (11) pour le P.G.C.D. (f, f’), on 
obtient un moyen permettant de s'affranchir des facteurs multiples 
figurant dans la décomposition de f (X). À savoir, le polynôme 


X 
= + 5 = Pa (X) pa (X) pr (X) 


contient les mêmes diviseurs premiers que f (X), ces derniers inter- 
venant avec la multiplicité 1. Il importe de noter qu’on peut trouver 
le polynôme g (X) sans connaître au fait les décompositions de f et 
f', uniquement à l’aide de l’algorithme d’Euclide. 


EXEMPLE 2 — Le polynôme f(X) = X5 — 3X4+ 2X5 + 2X2 — 3X +1 
et son polynôme dérivé f’ (X) = 5X4 — 12X3 + GX2 + 4X — 3 possèdent 
comme P.G.C.D. le polynôme unitaire X5 — 3X2 + 3X — 1 — (X — 1}. 
Le polynôme «libre de carrés » g (X) = f(X)/(X —1} = X?2—1—=(X —1)Xx 
X (X + 1) possède deux zéros +1. Ainsi, f (X) = (X — 1)4 (X + 1) a un zéro +1 
de  ultiplicité 4 et un zéro simple —1. 


5. Formules de Viète.— Nous avons déjà parlé, à l’occasion 
de la théorie des systèmes d'équations Jinéaires, de l'influence fa- 
vorable qu'a eue sur le développement de cette théorie un bon systè- 
me de notations qui a amené en particulier aux déterminants. Ce 
mérite revient aux mathématiciens du XVIIIe et du début du XIX:® 
siècles. Or, beaucoup plus tôt, à l’époque où l’algèbre était encore 
identifiée avec «l'analyse des équations», un perfectionnement 
décisif des notations algébriques, réalisé par Viète et Descartes, a 
grandement favorisé le développement de la théorie des polynômes 
et des équations algébriques. Des cas particuliers d'équations à coef- 
ficients numériques qui voilaient les lois générales, on a passé ré- 
solument aux équations à coefficients littéraux. Il n’est pas rare 
qu’un nouveau procédé d'écriture fait naître de nouveaux résultats. 
Dans les travaux de Descartes, cela a été couronné par une applica- 
tion révolutionnaire de l’algèbre à la géométrie. Nous passerons en 
revue un résultat plus modeste, acquis par son prédécesseur Viète. 

Supposons qu’un polynôme unitaire f € P [X] de degré n possède 
dans le corps commutatif P ou dans une extension de ce corps ñn 
ZÉTOS Cys Cos + + + Cn dont quelques-uns sont peut-être identiques. 
Alors, en vertu du théorème 2, on a la décomposition 


FX) = (Z — @) (À — c;) +... (À — cn). 
Ecrivons f (X) sous la forme usuelle, suivant les puissances de X': 
f(X)=X"+aX" 14... +aX È +... +a, 


à cet effet, multiplions tous les binômes À — c; et réduisons les 
termes semblables. Les coefficients a, . .., 4, s'expriment alors 
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en fonction des Zéros Cy, . . ., Cn:! 


di= — (ci +co+ ... +Cn), 


Ar — (—1)* . >, . Ci,Ci, see Ci) (12) 
da, = (1) "0.0: 


Les formules (12) sont connues sous le nom de formules de Viète. 

Si le polynôme jf n’était pas unitaire, c’est-à-dire si son coeffi- 
cient dominant était ao & 1, les formules analogues à (12) donneraient 
les expressions pour les rapports a;/a,. 

Les formules de Viète qui établissent une liaison explicite entre 
les zéros et les coefficients d’un polynôme arbitraire (unitaire), sont 
remarquables par ce que leurs seconds membres ne changent pas pour 
toute permutation des zéros c,, . .., c,. Cela nous permet d’introdui- 
re la notion de fonction symétrique, tout comme à l’occasion des dé- 
terminants il s’est trouvé commode de considérer des fonctions sy- 
métriques gauches générales. En vertu de la définition donnée dans 
le corollaire au théorème 3’ du chapitre 5, $ 2, n° 2, un élément x 


du groupe symétrique $, opère sur la fonction Î (&u Le 43 Æn) à 
n arguments, suivant la règle: 
(x1f) (1, 1.9 Tn) LE Î (Zn-14: . 3 Xn-lUn)): 


On dit que la fonction f est symétrique si sf — f pour tout x € S,. 
A titre d'exemple des fonctions symétriques, on peut indiquer les 
Jonctions Sx dites symétriques élémentaires : 


SR (CZE ….. Tn) = >, | Lili, -.. Lie (13) 
1Lii<ie<. se LIRE 


Elles permettent de mettre les formules (12) sous la forme 
an = (—1}sx (y, ..., cn), k— 1,2, ...,n, (12°) 


si bien que le coefficient a; du polynôme f est, au signe près, la var 
leur de la fonction s, sur l’ensemble des zéros du polynôme f. Portons 
notre attention sur le fait que, par définition, ay € P, bien que dans 
le cas général les zéros c1, . . ., ©, appartiennent à une certaine ex- 
tension F = P. Quant à la question relative à l'existence de PF, 
nous la laissons pour l'instant. Mais parfois, la décomposition d’un 
polynôme en facteurs linéaires est une conséquence directe des pro- 
priétés du corps P. 

EXEMPLE. — Considérons le polynôme XP-1 — 1 sur le corps commutatif 


fini FL, (voir chap. 4, $ 4, n° 6). Nous savons que zP-1— 1 pour tout x € F,*, 
c’est-à-dire que tous les éléments non nuls sont zéros du polynôme XP-1 — 1, 
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On a donc la décomposition 


XP1—4—(X —1)(X —2)...(X — (p —1)). (14) 
On suppose que nous nous sommes familiarisés avec le corps F, au point de 
pouvoir distinguer la dualité des nombres 1, 2, ..., p — 1 qui sont des élé- 


9 


ments ordinaires de Z d'une part, et des éléments du corps F, & Zlp Z (repré- 
sentants des classes résiduelles {i},) d'autre part. Si p > 2, ôn déduit de (12°) 


que 
Sp (1, 2, ..., p —1) = 0 (mod. p)}, k — 1, 2, ..., p — 2, 
Sp=1 (1, 2, ..., p — 1) = —1 (mod. p). 
La dernière relation mise sous la forme 
(p — 1)! +1 = 0 (mod. p) (15) 


est connue sous le nom de théorème de Wilson. Elle exprime au fait une condition 
(un critère) nécessaire et suffisante pour qu'un entier p soit premier. En effet, 
nous venons de démontrer que la relation (15) est vérifiée pour les p premiers. 
D'autre part, p = pipe = (p—1)1= pt=(p—-1)1+1 & 0 (mod. p;) = 
= (p—1)1+1 + 0 (mod.p). Æ 


EXERCICES 


1. L’anneau des fonctions polynomiales sur un corps à p éléments est-il 
intègre ? 

2. Soient P un corps commutatif infini et f un polynôme non nul de 
PIX,,..., X,]. En s'appuyant sur le théorème 3 et en raisonnant par 
récurrence. sur nr, démontrer l'existence de a, ..., a, € P pour lesquels 
f (ay, . .., an) 0. Il en résulte un isomorphisme entre P[X,, ..., X,] et 
l’anneau des fonctions polynomiales à x indéterminées sur P. | 

3. Un polynôme non nul f € Z, [X1, ..., X,] de degré <p par rapport 
à chaque indéterminée, vérifie la propriété énoncée dans l’exercice 2: 
f (a, : -., an) = 0 pour certains a,, . .., a, € Z,. Montrer que tout polynôme 

Zp1X1 - +, X,] peut s’écrire sous la forme 


FOX ces Xn)= D &(Xus ce Xn) (XP — Xi) HF (Xis ee Xn)o 
{=1 


où f* est un polynôme réduit (deg xf<p—i,i=1,2,...,n) de degré 


deg f* < deg f. Tirer une conclusion justifiée que l'application fi= F* 
est un épimorphisme de l'anneau Z, [X,, ..., X,] sur l'anneau des fonctions 


n 
polynomiales à n indéterminées sur Z,, avec noyau L — 2 (X? — X;) X 
X ZplXu ++. Xl]. 


4. THÉORÈME (Chevalley).— Soit f (X1, ..., X,) un polynôme homogène 
(une forme) sur Z, de degré r < n. Alors, l'équation f (ty, + - ., tn) —= 0 possède 
au moins une solution non triviale. (Indication. Puisque f est une forme, 
il est évident que f (0, ..., 0) = 0. En raisonnant par l’absurde, supposer que 
(aus - .., an) (0, ..., 0) = f (ay, . .., a,) 0. En partant de l'exercice 3 
et du théorème de Fermat, en déduire que le polynôme réduit, associé à 
& (Zu . Xn)=1—f(X3, ..., X,)P”}, sera de la forme g* (X1, . .., Xn) — 
= ({ — XP41),..(1— XP), Or, 


deg g=(p —1) degf =(p —1)r <(p—1) nr = deg g*. 
La contradiction obtenue démontre le théorème.) 
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En modifiant légèrement le raisonnement (ayant calculé par deux procédés 


la somme à. g (T1, + + +, Tn)) démontrer que le nombre total de 
Vis: ses AN 
solutions est toujours divisible par p. 
5. Soit f (z1, . . ., ï,) une forme quadratique à coeïficients entiers. Le 


théorème de Chevalley (voir exercice 4), énoncé en termes de la théorie des 
congruences, affirme que pour nr > 3, la congruence 


f (Æus + + Tn) = 0 (mod. p) 


possède une solution non nulle. Vérifier que toutes les solutions de la congruence 
zx? — 2y? = 0 (mod. 5) sont triviales, et que la condition r << n est donc néces- 
saire. 

6. Montrer que P.G.C.D. (f', f) = 1 si car P = 0, f est un polynôme 
irréductible sur un corps commutatif P et f’ sa dérivée. 

7. Démontrer que f’ = 0 = f — const pour un polynôme f (X) sur un 
corps de caractéristique nulle, et ÿ = 0 = f (X) = g (XP) pour un polynôme 
{ (ZX) sur un corps de caractéristique p > 0 (g est un autre polynôme). 

8. Au n° 3 nous avons vu que toute dérivation de l’anneau des polynômes 
P [X] est de la forme T,,: fr>uf', u E P[X]. Démontrer les assertions suivan- 
tes : 

(i) l’ensemble des constantes (ce qui s’annule lors de la dérivation) est un 
sous-anneau de P[X|; 

(ii) le produit 7,7, n’est pas en général une dérivation, mais si car P = 
= p > 0, la puissance (7,)P est une dérivation; 

(iii) le commutateur [T,, T,] = Tulr — ToTu est toujours une dériva- 
tion de la forme T4, où w = uv — u'v. 

9. Dans le cas d’un anneau P[X,, ..., X,] des polynômes à n indétermi- 
nées, il est naturel d'introduire un opérateur de dérivation partielle par rapport 
à la k-ième indéterminée: 


Ô i i 5. ea 4, —1 i 
Fe Éd RS SACS 
(i) Montrer que l’ensemble des constantes pour En est l’anneau P[X,,... 
. À, ..…, Xh] des polynômes à n — 1 indéterminées. 
(ii) Soit f(X1, . -., X,) une forme (un polynôme homogène) de degré m. 


S'assurer que l'identité d'Euler 


n 

Ôf 
D Xe = mt (Aus ces Xn) 
R=1 


est vraie. Réciproquement, si car P = 0, l'identité d’Euler n'est vérifiée que 
par les formes de degré m = 1, 2, 3, ... 

10. Montrer que l’absence de facteurs linéaires dans la décomposition du 
polynôme XR + aXn1+,,,+ a, € Z, [X] est une condition nécessaire et 


suffisante pour que soit vérifiée la relation a, (1 + > a;) 0. Pour n <3, 
les seuls polynômes irréductibles sur Z, sont les suivants: X, X + 1, X?2 + X + 
+1, X8+X +1, X$8+ X?+1. Ecrire tous les polynômes irréductibles 
sur Z, pour n = 4 et 5 (ils seront au nombre de 3 et 6 respectivement). 

11. En partant de la congruence 


X5— X —1—(XS + X2 + 1) (X2 + X — 1) (mod. 2) 
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établir que le polynôme X56 — X — 4 est irréductible sur Q. (Indication. 


Appliquer le corollaire du lemme de Gauss (chap. 5, $ 3), utiliser l’exercice 
précédent et tenir compte du fait que l’anneau Z, [X] est factoriel.) 

Procédant de façon analogue, démontrer que le polynôme X5 — X?2 —1 
est irréductible sur Q@ après avoir constater qu’il est irréductible modulo 2. 


$ 2. Polynômes symétriques 


1. Anneau des polynômes symétriques.— Suivant la définition 
des fonctions symétriques qui a été donnée à la fin du paragraphe 
précédent, nous introduirons une notion analogue dans l’anneau 
A [X,, ..., X,] des polynômes sur un anneau intègre À. Il semble 
à première vue qu'étant étendu aux polynômes et aux fonctions à 
plusieurs indéterminées, le théorème 3 du $ 1 rend inutile un tel 
report. Or, il faut ne pas perdre de vue que dans cethéorèmel’anneau 
intègre À de coefficients est infini, alors que nous voulons avoirune 
construction universelle. 

Ainsi, en revenant au corollaire du théorème 3° (voir chap. 5, 
$ 2, n° 2), nous faisons correspondre à chaque permutation x € S, 
un automorphisme nm: A[X,,..., X,]— AIX,, ..., X,] qui 
transforme un polynôme arbitraire f € À [X,, ..., X,] en poly- 
nôme x}: 

(rtf) (A; es Xn) GE f (X x-160: ° X run): 


On dit que le polynôme f est symétrique si nf = f pour tous les x € S,. 
De même que dans le cas des fonctions, on introduit les polynômes 
symétriques élémentaires s; : 


Sr (X1, is X ») = 
= > Xi 


1<ia<ie< .. <ip EN 


Ko Et ess (D 


1 


Il faudrait, en général, considérér le polynôme 


f®) = — À1) (Ÿ — Xo) -.. (Ÿ — À) = 
= Yr— sY TH s,Y 2 +... +(—1}s, (2) 


sur À [X,, ..., X,] à une nouvelle indéterminée Ÿ et remarquer 
que s, est un polynôme symétrique, car le premier membre de l’iden- 
tité (2) reste inchangé pour toute permutation des facteurs linéaires 
VX TX; 

Portons notre attention sur le fait qu’en substituant zéro à X, 
dans les deux membres de l'identité (2), on obtient (Y — X,) ... 
en X, Ye pre (a) CT (6,07, 
où (s:), est le résultat de la substitution X, = 0 dans s4. En simpli- 
fiant les deux membres par Ÿ (en vertu du théorème 3 du chap. 4, 
$ 4 et du théorème 4 du chap. 5, $ 2, appliqués à À [X,, ..., X,, 
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Y]), on est conduit à l'identité 
(Ÿ — Xi) (Ÿ — Xe)... (Ÿ — An) = 
= PRE — (s1)0 +... + (—1)T (Sn-1)o. (3) 


En comparant (2) et (3) on arrive à la nt que (S1)o, | 
…… (Sn-1)o Sont des polynômes symétriques élémentaires à n — 1 

indéterminées X1, ..., Xn_1. 

Etant donné que x est un automorphisme de l’anneau À [X,, ... 

, X,], toute combinaison linéaire de polynômes symétriques, 
ainsi que tous leurs produits seront de nouveau des polynômes sy- 
métriques. Cela signifie que l’ensemble de tous les polynômes symétri- 
ques forme un anneau qui est un sous-anneau de l'anneau À [X,, ... 

, Xhl. Proposons-nous maintenant d’étudier tout d’abord com- 
ment est construit ce sous-anneau. 


2. Théorème fondamental sur les polynômes symétriques. — Il se 
trouve que le procédé le plus général, permettant d'obtenir les poly- 
nômes symétriques, est le suivant. Il faut prendre un polynôme ar- 
bitraire g € À [Y,, ..., Ÿ,] et y substituer respectivement s,, . .. 

Sn à y» +... Yn. Le polynôme 


RE, CE CR CR 0 TE) 


qui en résultera sera, certes, symétrique. 

Notons encore que le monôme Yi... Yir faisant partie de g, 
se transforme lors de la substitution Y, = sx (X,, ..., X,) en 
un polynôme homogène à indéterminées X,, . .., À, de degré i, + 
+ 2 +. + nin, Car deg s; —= k. La somme i, + 2i, + ... 

du in est généralement appelée poids du monôme Yi... Yin. 
ll cé naturel d’appeler poids du polynôme g (Y1, ..., Y,) le plus 
grand des poids des monômes figurant dans g. 

L’assertion fondamentale relative aux polynômes symétriques 

est exprimée par le théorème suivant : 


THÉORÈME 1. — Soit f E A [X,,..., X,] un polynôme symétrique 
de degré total m sur un anneau intègre A. A lors, il existe un polynôme 
gEATY,, ..., Yhl de poids m, et un seul, tel que l'on ait: 


f(Ai sous A) =r6. 5:88) 
La démonstration se compose de deux parties. 


I. DÉMONSTRATION DE L'EXISTENCE DU POLYNOME g. — Raisonnons 
par récurrence sur deux paramètres » et m (voir chap. 1, $ 7). Pour 
n = 1, le théorème est évident parce que s, = X, et f (X,) = f (s:). 
En supposant que l’assertion sur l’existence de g soit démontrée pour 
les polynômes à < n — 1 indéterminées, raisonnons, dans le cas de 
n indéterminées, par récurrence sur m — deg f. Puisque, pour m — 0, 
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il n’y a rien à démontrer, supposons m >> 0 et considérons comme 
établie l’existence de g pour tout polynôme de degré <<m. 

Soit maintenant f (X,, ..., À,) un polynôme symétrique donné 
de degré m. En posant X, = 0, on aura, par hypothèse de récurrence, 


(Aus es Any 0) = 81 ((S1)os + + +» (Sn-1)0) 
où g, est un polynôme quelconque de À [Y,, ..., Y,_1) de poids 
<m (le degré de f a pu s’abaisser lors de la substitution X, — 0) 
æt (S3)os + + +, (Sh_1)0 Sont des polynômes symétriques élémentaires 
de X,,..., X,-, (voir (3)). Ceci étant, il est évident que deg g,(5,, ... 
.» S$n-1) L M. Ainsi donc, le polynôme 


fa (Au ose An) = (Au... Àn) — 81 (Su, «+ « Sn) (4) 

a le degré total par rapport à X,, ..., À, au plus égal à m, et est 
symétrique (en tant que différence de deux polynômes symétriques). 
De plus, f1 (X,, ..., Xn-1, 0) = 0, d’où l’on déduit que X, di- 
vise f1: f1 = Xn-f. Or, il vient par suite de la symétrie que f, — 
= nf, = Xam (nf), Vin e S,, c’est-à-dire que f, contient com- 
me facteurs À, X,, ..., À, donc leur produit s, = X,X, ... X,. 


Ainsi, 
fa (A1; + Xn) = $n fa (A; + Xn); (9) 


où ÿ, est de nouveau un polynôme symétrique, cette fois de degré 
deg f, = deg f, —n << m—n. Par hypothèse de récurrence, il 
existe un polynôme g, (Y,, ..., Y,) de poids < m—n, pour 
lequel f, (X3, . .., XÀn) = £o (81, + . ., 8h). En tenant compte de 
(4) et (5), on obtient pour f l’expression 


Î (X1 Sa Xn) — 81 (S1 ue 69 Sn 1) HS Sn£e (S1: Lier Sn): 


Il s'ensuit que l’existence du polynôme g = g, (Y,, ..., Y,) + 
+ Yn£o (Vus : + + Yn) de poids <m est établie. Puisque deg f = m, 
le poids du polynôme g ne peut pas être inférieur à m, il est donc égal 
exactement à m. 


IT. DÉMONSTRATION DE L'UNICITÉ. — S'il existait deux polynômes 
non identiques g:, g, satisfaisant à la condition f = g, (s,, ... 
. Sn) = Lo (Sur + + +, Sn), On aurait un polynôme g (Y,, ... 
se. Vn) = Li — L2 5 0 pour lequel g (s,, ..., s,) — 0. En d’au- 
tres termes, S,, ..., S, seraient algébriquement dépendants sur 
A au sens de la définition donnée au chapitre 5, $ 2, n° 2. Montrons 
(de nouveau par récurrence sur n) qu'il n’en est pas ainsi. En effet, 
en raisonnant par l'absurde, choisissons un polynôme g(Y,, ... 
., Yhn) de degré minimal, qui s’annule lors de la substitution 
Y, = 52. En considérant g en tant que polynôme en Y, sur A[Y,,... 
 Yn1l, écrivons-le sous la forme 


FAO ÉTARE — 
—= Lo (Y:, se "03 Y:) + “€ à + £R (T1 . + >) Y», k — deg, £. 
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Si go = 0, alors g=Y,h, où hE AIY,, ..., Y,l. Par hypothèse, 
Snh (Sy + - …, Sn) = 0, et puisque l'anneau À [X,, ..., X,] est 
intègre (chap. 5, $ 2, théorème 1’), on en déduit l’égalité À (s,, . .. 
-..., Sn) = 0. Pourtant, cela n’est pas possible, parce que 
deg h (Y1, ..., Yh) = deg g(Y,, ..., Y») —1. Donc, g #0. 


n 
Considérons maintenant dans À [X,, ..., X,] l’identité 
Bo (Eur + ee Sn) Hoce + nu een Sin) 8 = 


= LS 8) 0 


et substituons 0 à X,.. Il en résulte que tous les termes sauf le premier 
s’annulent, et on aura 


Lo ((S1)os + + +» (Sn-1)0) = 0, 


OÙ (S3)9» + + +» (Sn-1)0 Sont les polynômes symétriques élémentaires 
à indéterminées X,, ..., Xn-, (voir (3)). Par hypothèse de récur- 
rence, ils sont algébriquement indépendants sur À. En même temps, 
on a go = 0. La contradiction obtenue démontre l’unicité du poly- 
nôme et donc le théorème 1. 

Remarquons que la démonstration de la première partie du théo- 
rème a été constructive; elle peut donc être utilisée pour la re- 
cherche pratique du polynôme £g. En outre, les raisonnements faits 
au cours de la démonstration entraînent que les coefficients du poly- 
nôme cherché g sont contenus dans un sous-anneau de l’anneau 4, 
engendré par les coefficients du polynôme donné f. En particulier, 
lorsque À = Z, les coefficients des polynômes f et g seront des en- 
tiers. 


COROLLAIRE. — Soit f(X) = X" + aX" +... + anX + 
+ a, un polynôme unitaire de degré n à une indéterminée X sur un 
corps commutatif P, possédant n zéros c,, . .., c, dans un certain 
corps plus grand F > P. Soit ensuite h Ce ... 3 XÂn) un polynôme 
symétrique quelconque de P IX,, ..., X,]. Alors, sa valeur h (c1, ... 
«.. Cn) obtenue par suite de la substitution de c; à X;, i = 1,... 
., n, appartient au corps P. 


DÉMONSTRATION. — En effet, suivant le théorème fondamental 
sur les polynômes symétriques, il existe un polynôme g (Y,, ... 
….. Ya) EP ÎY1..., Yrltel que k (X1,..., Xh) = g (s1 (X3, ... 
es Ânsee es Sn (y ++ + Xn)). C’est pourquoi À (c,, . .., Cn) = 
= g (S3 (C1, + . + Cn)s + + +» Sn (C1, + + +» Cn)) et, puisque d’après les 
formules de Viète (12) du $ 4, sx (cy, . . ., cn) = (—1)*az € P, 
on a aussi g (—a;, ..., (—1)" a,) € P. 


3. Méthode des coefficients indéterminés. — Il existe plusieurs 
démonstrations différentes du théorème fondamental sur les polynô- 
mes symétriques et donc, respectivement, plusieurs méthodes per- 
mettant d'exprimer un polynôme donné f par des polynômes symé- 


16—0877 
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triques élémentaires. Pour pouvoir décrire l’une des méthodes les 
plus employées, introduisons un nouveau type de polynômes sy- 
métriques. Pour fixer les idées, prenons pour À l’anneau Z ou le 
corps R. Soit v — Xf1 ... Xîn un monôme quelconque. Convenons 
d'appeler v monôme monotone, si y > i9> «+ > in. Désignons par 
S (v) la somme de tous les monômes différents dans la famille de 
n\ monômes de la forme nv, x € S,. Autrement dit 
S (v) = De TW, 
nes, / 

où la condition x € S,/H signifie que x parcourt l’ensemble des re- 
présentants des classes à gauche nr du groupe S$, suivant le sous- 
groupe H = {TE S, | tv = v} (on peut vérifier aisément que le sous- 
ensemble }7 ainsi défini est réellement un sous-groupe). Par exemple 


Pr (asc Xn) = S(XE) = XE + Xhk +... + XE, 
k > 0, (6) 


est une somme appelée somme de puissances. Il est évident qu'ici 
H = S,_,. On a ensuite S(X,X, ... Xp) = Sp (Ày, - : ., Àn) 
(avec quoi À coïncide-t-il ici ?). [l est clair que S (v) est un poly- 
nôme homogène symétrique du même degré total que v. Puisque 
S (v) = S (ov), Vo E S,, il est logique de ne considérer que des 
sommes $ (v) ayant pour termes des monômes monotones v. D'a- 
près le sens, il est aussi clair que tout polynôme symétrique f sur À 
est une combinaison linéaire à coefficients dans À des polynômes 


de type S (v): 
f= D as (). 


D'ordinaire, une telle écriture s’obtient instantanément (« au jugé »). 
Ainsi, le problème se ramène à exprimer S (v) en fonction des poly- 
nômes symétriques élémentaires. 

Convenons de disposer les monômes constitutifs de :S (v) dans 
l'ordre lexicographique (d’après le principe d'établissement d’un 
dictionnaire), c’est-à-dire de la manière suivante: le monôme v — 


— Xi: Xi: ... Xin précède le monôme w — X:X%# ... Xir (ou 
So Déreue à ce dernier, v > w) si et seulement si, la “it — ja 
— js ee in — jn est de la forme 0, . Ce 0 


hs peut arriver qu'à droite de £ se placent : aussi des différences né- 
gatives i — jy). Il va de soi que ce principe lexicographique de 
disposition des termes s'applique non seulement à $S (v), mais à 
tout polynôme f € A [X,, ..., X,]. Au sens lexicographique, le 
premier terme de la somme S (v) à monôme monotone v sera v. Pour 
un monôme monotone v = XhXf ... Xin nous sommes en droit 


de considérer le produit 
i11—12 12—13 î 1, _i 
8 — S1 25 .…. 8, rs + Si—S; (A4 sr Ân)s (7) 
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dans lequel le premier terme sera de nouveau 
U — Xi is (XX o)i2T te . (X; . Xh-1)ir-17 in (X, . … e Xh)în 


(pour obtenir le premier terme du produit, il faut prendre le pre- 
mier terme de chacun des facteurs). On en déduit que le premier ter- 
me de la différence S (v) — g, sera inférieur à v. Donc, 


S (L)—g, = > nwS (w), 


où 7» E Z, et la sommation est étendue à l’ensemble des monômes 
monotones w << v. Les degrés totaux de v et de tous les w coïncident. 
On peut maintenant esquisser la méthode suivante pour exprimer 
le polynôme S (v) par des polynômes symétriques élémentaires. 
Soit deg v — m. On prend toutes les partitions « monotones » 


Mm=j+tiatee timh>hiz... 2h 20, 


de l’entier m, telles que l’on ait w— XX}. Xin <v. On 
considère l’ensemble 47, de tous les monômes w de ce type. Pour 
chaque w € M, on compose le monôme g,, (voir (7)). Nous savons 
déjà que 


S (v)= 8, + 2 MwB: (8) 


où nr, sont des entiers quelconques. Les coefficients indéterminés 
ny (d'où l’appellation de « méthode des coefficients indéterminés ») 
sont calculés en substituant successivement, dans (8), à X,, ... 

.. Ân, des entiers quelconques, généralement, les zéros et les. 
unités. Les valeurs de £,, g, et S (v) sont dans ce cas connues, si 
bien qu’on obtient pour nr, un système d'équations linéaires a 
priori compatible. 


EXEMPLE. — Soit vu — X%, S (v) — ps (Xy 0, Xnhs nn > 3 En = Sh 
Mo |XÎXe X1X2X3 
Bw | S152 S3 
L'équation (8) est dans ce cas de la forme 


= 5$ + ass, + bsa. 


Si À = Xe = 1, À; = 0 pour i > 2, alors ps = 2, s, = 2,5, = 1, 53 = 0. 
Si Xi, = X2 = Xa = À, X;, = 0 pour i > 8, alors p3 = 3, s, — 3, So = 3, 
$3 = 1. Du "système obtenu 
2= 2% + a.2.1 + b.0, 
3 = 35 + a.3.3 + b.1 
on trouve a — —3, b — 3, c'est-à-dire ps = 5 — 85,5, + 353. 
Les sommes de puissances pz (X,, ..., X,) peuvent aussi être 


représentées sous forme de polynômes en s,, 8,,..., 8, à l’aide des 
16* 
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formules plus commodes, appelées formules de Newton: 
Pr — Pha181 + Ph-2So + 0. 
ce + (A PiSns + (—Dfksx = 0 (9) 
pou 1<k<n; 
Pr — Ph-1$1 + Pre2So + . « 
cs. + (—1) Pantin + (—1Pr-nSn = 0 (10) 
pour k> n. 


Pour démontrer leur validité, servons-nous des relations évi- 
dentes 


XP —5aXT +. + (I sn Xi + (—1) sa =0, 


obtenues par substitution Ÿ = X; dans (2). En multipliant chacune 
de ces relations par X°" (k > n): 

XP — KE + + (A) sn XP HA SEXE = 0 
et effectuant ensuite la sommation sur i de À à n, nous obtenons non 
seulement la formule (10), mais aussi la formule (9) pour 
k—n(ps = À +... +Xn = n). Considérons ensuite le poly- 
nôme homogène symétrique f: , de degré k < n (ou de —o, si 
Jan A 0) : 
fn,n (Z;; 9 Xn) + 

= Pa — PrnSs + eee + (A) pins + 0e + (—Dksx. 
Démontrons par récurrence sur r = n — k, que f:, est identique- 
ment nul. Pour r = 0, ce fait vient d’être établi. En posant X, = 0 
et en remarquant que les polynômes symétriques (S;)s, (pi)o COoïn- 
cident avec les polynômes s; et p; définis pour nr — 1 indéterminées 
X,, ..., Xh- (voir (3) et (6)), nous obtenons l'égalité 
het (ZX 9 Xn=10 0) + 

= (Px)o — (Pro (S1o + ++ + (— 1) (p1)o (Sa -1)o + 

+ (—1)*% (Sx)o - ET n-1 (X 1 es X n 1) = 0, 

ca n—1—k%k—7r — 1 <r et l'hypothèse de récurrence est ap- 
plicable. 

La relation fy.n (Xu, + + +» Ân-1, 0) = 0 montre que le polynôme 
frn est divisible par Xh: fnn = Xnf. En utilisant le fait que fun 
est symétrique (voir la démonstration de la première partie du théo- 
rème 1), on obtient 


fnyn (A3 ee? Xn) = $n (À, .. X n) di (X, ee... Xh)s 
ce qui, pourtant, ne peut avoir lieu que pour g = 0, car deg s, =n 
et deg fan = k <n. Ainsi, f,,n — 0, ce qui achève la démonstra- 
tion de la formule (9). 
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4. Discriminant d’un polynôme.— Considérons . dans l'anneau 
PIX,,..., X,] le polynôme 


An= [] (Xi—X)), 


1<I<i<n 


qui peut évidemment être représenté sous la forme d’un détermi- 
nant de Vandermonde 


4 4  ... 1 
pe (1) 
xn- Î 7. n—î1 


Puisque le déterminant est une fonction symétrique gauche de ses 
colonnes, n (A,) = &1A», où &1 est la signature de la permutation 
mn ES,. Mais, dans ce cas, A% est un polynôme symétrique et, en 
vertu du théorème fondamental, il peut être représenté sous la for- 
me d'un polynôme à fonctions symétriques élémentaires : 


A = H(X,— X,ÿ — Dis (Sp, + +.» Sn). 


Le polynôme Disen s, (X,, ..., À,), ..., Sn (À1, . . ., X,) s’ap- 
pelle discriminant de la famille X,, ..., X,. Ses coefficients sont 
évidemment contenus dans Z. En substituant zx, € F à X;, i — 
= 1,2,..., n (Fest une extension quelconque du corps commuta- 
tif P), on peut parler du discriminant de la famille de n'importe 
quels nr éléments du corps F. Si tous les xz,, . .., x, € F ne sont pas 
distincts, le discriminant de cette famille s’annule, parce qu’au 
moins un des facteurs z; — x; sera nul. C’est à sa propriété de dis- 
criminer ce Cas, que le polynôme Dis doit son appellation de dis- 
criminant. 

Un procédé bien commode permettant d'obtenir le discrimi- 
nant est basé sur l'interprétation de A’ en tant que produit du dé- 
terminant (11) par le déterminant transposé : A4 = A, ‘A, (rappelons 
que det ‘A — det À pour toute matrice carrée À). 

En appliquant la règle de multiplication des matrices, on obtient 
tout de suite 


NO D  Pe ‘... Pn-1 


| P1 P2 P3 +. Pn 
Dis (S4, ., Sn) — P2 Ps P: .… Pn+1|l? (12) 


Pn-4 Pn Pn+1 °°. Pon-2 


où p, sont des sommes de puissances connues (6). En calculant 
px au moyen des formules récurrentes (9) et (10), on arrive à l’ex- 
pression explicite de Dis (s1, ..., 81). En particulier, p, = 81, 
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P: = s° — 2s,, de sorte que 
2 S4 


Dis (s:, S2) = CEE 
1 


= 81 — 482 (13) 


Soit maintenant donné un polynôme unitaire 
f(X)= ZX" +aX" +... +anaX + a, € P [XI], 


possédant n zéros c,, . .., c, dans P ou dans une extension quelcon- 
que F de ce corps. Comme on le sait des formules de Viète, ay — 


= (—1)fs, (c1, . . ., Ch). 


DÉFINITION. — Le discriminant d'une famille de zéros c1, ... 
+. Cn d'un polynôme f ou, ce qui est équivalent, la valeur du discri- 
minant Dis (s,, ...,S,) obtenue en substituant (— 1)*az à sx, s'appelle 
discriminant du polynôme f et se note D (f). Il s'appelle aussi discri- 
minant de l'équation algébrique 


fa) =" +ast+... +a,_x + a = 0. (14) 


Il est clair que D (f) € P (rappelons à ce sujet le corollaire du théorè- 
me 1). De la définition du discriminant on déduit aussi la proposi- 
tion suivante: 


PROPOSITION. — D (f) — O si, et seulement si, l'équation (14) 
possède des racines multiples (au moins une racine de multiplicité 
k>1). 


Compte tenu du corollaire 2 au théorème 5 du $ 1, nous avons 
maintenant deux procédés qui n’exigent pas de considérer les exten- 
sions du corps de base P et permettent de déterminer si un poly- 
nôme f € P [X] possède des zéros multiples. Or, l'importance du 
discriminant ne se limite pas seulement à cela. Par exemple, la 
formule (13) appliquée au trinôme du second degré f (X) — X? + 
+ aX + b à coefficients réels a, b, donne D (f) = a — 4b, ex- 
pression connue en Algèbre élémentaire. En particulier, c’est sui- 
vant le signe de D (f) que les racines de l'équation x? + ax + b = 0 
sont réelles ou imaginaires conjuguées. 


Calculons encore, à titre d'exemple, le discriminant de l’équation cubique 
dite incomplète 


f(a)=+ar+b=0. (15) 
ni s Le S1 = 0 et le calcul de pz à l'aide des formules récurrentes donne 
= 0, p9 —= 5 — 25, — —2a, Ps = 8 — 35182 + 353——3b, pa=si — 
— RU R + Ls153 + 253 — — 0. Donc, d’après Ja formule ( (12), il vient 


3 O  —2a 
0 —2a —3b 
—2a —3b 2a? 


D (f)— = — hgi— 27h24 (16) 
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L'expression pour D (f) prend une forme plus compliquée (par rapport à (16)) 
dans le cas de l’équation cubique complète r$ + a;x? + a,r + a3 = 0, pourtant 
il est possible de ne pas le considérer comme le montre le raisonnement général 
suivant. 


Passons de l'argument x à y = x + + . En portant x = y — 7 dans 


l'équation (14) et en se servant de la formule du binôme, on trouve que 


g (y) =} (y) =yr+ayr-2+ se —=0, (17) 


c'est-à-dire que dans la nouvelle équation le coefficient de y" -l est nul. Connais- 
sant la racine y, de l'équation (17), on calcule sans peine la racine xo = yo — 


— _ de l'équation initiale (14). Aussi, sans restreindre la généralité, peut-on 


poser a, = 0. 

Si l’on essaie de trouver une formule générale, donnant la solution de l’é- 
quation (15) (ce qu’ont réussi à faire les mathématiciens de Moyen Age Spicione 
dal Ferro, Cardan et autres), on devra inévitablement mettre en jeu le discrimi- 
nant (16) (voir formules (2) du chap. 1, 8 2). 

9. Résultant.— La propriété essentielle de D (f), énoncée dans 
la proposition du numéro précédent, peut aussi être interprétée 
comme un indice de ce que le polynôme f et sa dérivée f’ possèdent 
des zéros communs (ou des facteurs communs). C’est l’algorithme 
d’Euclide qui est, en fin de compte, à la base de cet indice. Cela 
nous permet de supposer qu'il existe un critère analogue, permet- 
tant de déterminer directement d’après les coefficients de deux 
polynômes quelconques f, g € P IX] si ces polynômes possèdent ou 
non un facteur commun. 

Ainsi, soient 


f(X) = uaiX TR AT E is EGAX-ba, 
g(X) = bX" + BXL EH + bm1X + bm 


deux polynômes à coefficients dans un corps commutatif. P. Ici, 
n>0,m>0, mais il n’est pas exclu que a, — 0 ou b, = 0. 


DÉFINITION. — On appelle résultant Res (f, g) des polynômes f 
et g un polynôme homogène (une fonction polynomiale homogène) à 
coefficients de f et g (de degré m par rapport à as, ..., a, et de degré 
n par rapport à bp, + . ., Om) de la forme 


do a: e. e An 


do UP e. . e Zn 


m lignes 


n lignes 
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Cette définition contient une certaine affirmation concernant 
les degrés du résultant en tant que polynôme. Or, cette affirmation 
découle directement des propriétés des déterminants: si, dans les 
m premières lignes, on remplace a; par lai, on obtient Res (tf, g) — 
= €" Res (f, g), après quoi il ne reste qu’à se reporter à l’exercice 
3 du chap. 5, 

Etablissons nat les propriétés essentielles du résultant. 


Res 1. Res (f, g) = 0 si, et seulement si, ay = 0 = b, ou bien f et 
g possèdent dans P IX] un facteur commun de degré > 0. 


Assurons-nous d’abord que la condition « a, — 0 — b, ou bien 
les polynômes f et g possèdent dans P [X] un facteur commun de 
degré > 0 » est satisfaite si, et seulement si, il existe des polynômes 
f1» £1 simultanément non nuls, tels que l’on ait 


Îg1 + 18 = 0, deg f, <n, deg g, <m. (18) 
En effet, soit h — P.G. C.D. (f, g), deg k > 0. Alors, f = hf,; 
g = — hg, et donc fg, + gf, = 0. De plus, deg f, <n, deg g, <m, 


si bien que la condition (18) est satisfaite. Pour a, — 0 b,, nous 
pouvons poser f, = jf, & = — £. 

Réciproquement, en supposant que P.G.C.D. (f, g) = 1, la 
condition (18) étant satisfaite, nous obtenons du fait que P [IX] 
est factoriel (voir chap. 5, $ 3), l'implication fg, = — gf; = f | fa 
g | g,. Par conséquent, deg f << n, deg g <m, d'où ay = 0 = by. 

Démontrons maintenant l’équivalence des conditions (18) et 
Res (f, g) = 0. En posant 


hi = CoX 7 + OX + ce + C1 
81 — d XP + GA . CRUE + ds 


et calculant, d’après les règles formelles, les coefficients du poly- 
nôme f£g, + f.g de degré < n + m — 1, nous écrirons la condition 
(18) sous la forme d’un système homogène carré d’équationslinéaires 


à (n + m) inconnues do, di, . . ., dm-1» Cos Cas + + + Cn-1: 
TEE RE DR sus et 0u0y ais scie el, 
Gido + ad + ...... ses se dis bb 282 = 0, 
Aodo + Ads + dods +. “: beco + bac + boco = 0, 59) 


. . ee. + + ee ee ee ee 0, © = + ee + ee + ee 


Le déterminant de la matrice du système (19) 7. exactement, le 
déterminant de la matrice transposée) coïncide justement avec 
Res (f, g). Il s'ensuit que le système (19) admet une solution non 
nulle si, et seulement si, Res (f, g) — 0. Or, toule solution non 
nulle entraîne l’existence d’un couple de polynômes f,, £g, qui satis- 
font à la condition (18). 
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Res 2. Soient f et g deux polynômes qui se scindent dans P [X] en 
facteurs linéaires 


f (À) = ao (Z — &) . .. (X — an), 


g (X) = bG (X — 1) + + + (A — Pr). 
Alors, on a 


Res (f, 8) = ag [] ga) = (— 10 [IT 5) = ares ÎT (œi— 8). 


DEMONSTRATION. — Il est clair que, si elles sont vraies, les for- 
mules indiquées ci-dessus doivent avoir un caractère universel, in- 
dépendant des types particuliers des polynômes f, g. Cette « philo- 
sophie » assez simple dont la nature ne sera pas examinée ici, per- 
met de nous borner à étudier le « cas général » où, disons, tous les 
g (ai), . . ., g (an) et tous les f (B,), . .., f (Bm) sont deux à deux 
distincts. 

Puisque Res (g, f) = (—1)"* Res (f, g) (voir définition), il 
suffit de vérifier la relation Res (f, g) — am] g (œ;). À cet effet, 
introduisons une nouvelle indéterminée Ÿ et considérons les poly- 
nômes f (X), g (X) — Y sur le corps P (Y) des fractions rationnelles. 
De la définition du résultant, où il convient de remplacer b,, par 
by — Ÿ, on déduit que 


Res (f, g— Y) = (—1)'anY? +... + Res (f, £) 


est un polynôme de degré n par rapport à Ÿ, dont le coefficient do- 
minant' est (—1)"a® et le terme constant Res (f, g). Les polynômes 
f(X}et g (X) — g (x;) ayant le zéro commun «; sont divisibles par 
X — a;. En raison de la propriété Res 1, on a Res (f, g — g (&;)) = 0. 
D'après le théorème de Bézout, le polynôme Res (f, g — Y) 
doit être divisible par g(æ)—YŸ, 1<i< n. Puisque tous les 
g (c;) sont distincts, on à Res (f, g — Y) = am LL (g (@œ;) — Y). 
= 
Pour Ÿ = 0, on obtient l'expression requise. 
Etendons la définition du discriminant, donnée au point 4, 
au cas des polynômes non unitaires, en posant 


D(fj=aÿ * [|]  (œ—a;)=[ai [|] (&—a;)l", a #0. 
1<I7<i<n j<i 
Res 3. On a la formule suivante 


n(in—1) 


D()=(—1) ? a Res(f, f). (20} 


En effet, suivant Res 2, on a 


Res (f, f')=:a6" Il f (ai). 
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Or, 
f' (œ:) = ao |] (a; — «;), 


<e qui est une simple conséquence de la substitution X = «; dans 
l'expression générale 


f'(X)=a0 > [ (X—o, 
i=1 Ji 
obtenue par dérivation du produit f(X)=a@ [| (X —a@;). Ainsi, 
j=1 


RP Eee 


n—1) n(n—1) 


= Go (— 1) Ta? |] (@;—a;)2=a(—1) 2?  D(f). B 
J<i 


La formule (20) fournit une expression explicite du déterminant. 


EXERCICES 


1. Etant donné un nombre premier p, montrer, en se servant des formules 
de Newton (9), (10), que 


eo mm = { — 1 (mod p}, si m est divisible par p—1, 
0 (mod p), si mn'est pas divisible par p—1. 


2. Soient cy, co, ca les racines complexes du polynôme X3 — X + 1. 
Que peut-on dire de l'extension @ (029 + 039 + c28)? 

3. On dit qu’un polynôme f(X,, ..., x.) sur un corps commutatif P 
de caractéristique -£2 est antisymétrique (ou alterné) si (nf) (X1, ..., Xn) = 
—E, ) (Ass, A), Vre Sn (comme toujours, Ex, est la signature de la 
med Cr Comme exemple de polynôme antisymétrique on peut indiquer 


= [ (X; — X; j)- Montrer que tout polynôme antisymétrique f € P[X,,... 


à n: 2: est de la forme f = A, :g, où g est un polynôme symétrique. (I n d i- 
C a 1 i . n. Considérer f comme "polynôme en X} à coefficients dans P Le te 
«., Ân-1]. Porter attention sur le fait qu étant Hu Le f = 0 pour 


= X.. et donc f est divisible par X, — X,- 
4. En utilisant la propriété Res 2 et le fait qu “il existe un corps de décom- 
position du polynôme (voir théorème 2 dans le paragraphe suivant), montrer que 


Res (fg, h) = Res (f, h)-Res (g, k). 
5. En utilisant les résultats de l’exercice 4 et la propriété Res 3, obtenir 
la formule 
D (fg) = D (f) D (8) [Res (f, 8)f°. 
6. Quelle est la valeur du résultant Res G (X), À — a)? 


n (n—1) 


7. Montrer que D (X2 + a) = (—1) ©?  nnan-1, 
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8. Soit f(X) = XN1+ Xn2 LE ,,,—+ 1, A partir de la relation X7 — 
—1—=(X—1)f(X) et des exercices précédents, montrer que D (f) — 
(n—1) (n—2) 
— (—1) 2 nn-3, 


$ 3 Le corps C est algébriquement clos 


1. Enoncé du théorème fondamental.— Soient P un corps com- 
mutatif et j un polynôme quelconque sur ?P. Comme il a été déjà 


dit au $ 1, n° 2, le comportement de la fonction polynomiale f: 
P — P associée à f dépend fortement du corps P. En particulier, 
Im j — P si deg f > 0 et on peut appliquer à P la définition sui- 
vante : 


DÉFINITION. — Un corps P est dit algébriquement rlos (ou parfois 
algébriquement fermé) si tout polynôme de l'anneau P TXT] se décompose 
en facteurs linéaires. 

On peut donner un énoncé équivalent : un corps P est algébrique- 
ment clos si les seuls polynômes irréductibles sur P sont les polynômes 
de degré 1 (des polynômes linéaires). 

Si tout polynôme f € P [X] admet au moins une racine dans P, 
de corps P est algébriquement clos. 

En effet, on a alors f(X) — (X —a)h(X),a EP, he PIX]. 
Or, par hypothèse, le polynôme h à coefficients dans P admet, lui 
aussi, au moins une racine, c’est-à-dire A (X) — (X — b)r (X), 
bEP,rEPIXI. En réitérant cette opération, nous obtiendrons 
finalement la décomposition complète de f en facteurs linéaires. 
Puisque f était un polynôme arbitraire, le corps P satisfait à la dé- 
finition d’un corps algébriquement clos. 

Bien que l’assertion que tout corps P admet une extension 


P> P qui est un corps algébriquement clos (théorème de Steinitz), 
soit vraie, il est tout de même difficile, en tout cas les premiers 
temps, d’assimiler non seulement la construction d’une extension 
algébriquement close, mais l’idée même d’une telle extension. Il 
est d'autant plus agréable de constater que nous avons un exemple 
magnifique et très important de corps algébriquement clos, comme 
l’énonce le théorème que l’on appelle « théorème fondamental de 
l'algèbre » : 


THÉORÈME 1Â.— Le corps € des nombres complexes est algébrique- 
ment clos. 


Enonçons encore une fois cette assertion fondamentale, mais 
maintenant en termes de racines: 


Un polynôme arbitraire f (X) de degré n > 1 à coefficients complexes 
(ou réels) possède exactement n racines complexes, comptées avec leur 
multiplicité. 
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Le titre de « fondamental » a été conféré au théorème 1 encore 
à l’époque où la résolution des équations algébriques était une des 
occupations principales des algébristes. De nos jours, le théorème 1 
se range dans la catégorie des assertions ordinaires, bien qu’impor- 
tantes. 

La première démonstration rigoureuse du « théorème fondamen- 
tal » a été donnée par Gauss en 1799. Beaucoup de variantes de dé- 
monstration, qui se distinguent entre elles par le degré d’algébricité, 
si l’on peut dire ainsi, ont été proposées par la suite. La nécessité 
de s’appuyer sur la propriété de continuité des corps R et C (autre- 
ment dit sur leur topologie) se manifeste sous une forme ou sous une 
autre ; il existe même une démonstration tout à fait non algébrique 
et bien courte qui se base sur une notion assez profonde de fonction 
analytique d’une variable complexe. La démonstration que nous 
donnons ci-dessous est, par son esprit, la plus algébrique de toutes 
qui nous soient accessibles. La plus naturelle serait peut-être la 
démonstration qui utilise les moyens fournis par la théorie de Galois, 
mais nous nous contenterons de cette seule mention. 

La partie non algébrique de la démonstration du théorème 1 est 
représentée par deux lemmes suivanis: 


LemME 1 (lemme sur le module du terme de plus haut degré). — 


Soit 
IX) = XX aXTE Es ssb04X Fa (1} 
un polynôme de degré n > 1 à coefficients complexes arbitraires. Alors, 
pour l'application polynomiale z + f (z) du corps C dans lui-même, 
on peut indiquer un nombre positif r € R tel que pour |z|>r on 
ait l'inégalité 
Lao > last + ee + an 12 + an |. 
DÉMONSTRATION, — Posons À = max ([a, |, ..., | a |) et 


r= + Si l’on prend |z2|[>r > 1, on obtient |«a, | > 


> — 1, d’où, suivant les règles relatives aux opérations sur 
les modules des nombres complexes (voir chap. 5, $ 1), on a: 


Az ‘Az 
jañl=lallz"> AS > AUTO 
= A(|2/1+...+1214+102lul1z 14... 
+ansllzl+lal=taz 114... +lanszt+laml> 


>|azT1+...+Hassztal. & 
COROLLAIRE.— Soit (1) un polynôme de degré n>1 à coefficients 
réels. Alors, pour tout x ER, suffisamment grand en valeur absolue, 


le signe de f (x) (du nombre réel) coïncide avec le signe du « terme de 
plus haut degré» ax”. 
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LEMME 2. — Un polynôme de degré impair à coefficients réels 
admet au moins une racine réelle. 


DÉMONSTRATION.— Puisque nr est impair, le terme de plus haut 
degré asx” de l'application polynomiale f: R—R prendra des 
signes différents pour des x € R positifs et négatifs. En prenant ces 
valeurs de x suffisamment grandes en valeur absolue, nous pouvons 
affirmer, en vertu du corollaire au lemme 1, que les f (x) seront 
aussi de signes différents. Si, par exemple a, > 0, on aura f (—r) 0 
et f(r) > 0, où r est un nombre réel pris de la démonstration du 
lemme 1. Comme on l’apprend en Analyse mathématique (d’ailleurs, 
ce qui est facile à montrer directement), l'application polynomiale 


f est continue (autrement dit, une fonction rationnelle entière 
zr-— f (x) est continue). La fonction continue f possède la propriété 
de prendre sur l'intervalle —r < x < r toute valeur intermédiaire 
entre f (—r) et f (r). En particulier, pour un c quelconque tel que 
|[c|<r, on aura f (c) = 0. Le même raisonnement est applicable 


>] 


Nous terminons nos raisonnements non algébriques par cette 
assertion qui est géométriquement et intuitivement claire. Nous 
développerons l'étape suivante de la démonstration dans un con- 
texte qui n’a pas de rapport direct avec le corps C, et considérerons 
une structure présentant un intérêt indépendant. 


2. Corps de décomposition d’un polynôme.— Comme il arrive 
bien souvent, un nouveau coup d'œil jeté sur un exemple bien connu 
permet de mieux comprendre cet exemple et de passer à des géné- 
ralisations raisonnables. Rappelons la réalisation du corps C sous 
la forme de l'anneau quotient R [X1]/ (x? + 1) R [IX] (chap. 5, 
$ 2, théorème 6). En y remplaçant R par un corps commutatif 
quelconque P, et X°? + 1 par un polynôme arbitraire f € P [X1, 
nous obtenons un « anneau des classes résiduelles modulo, (f) » ou, 
ce qui revient au même, un anneau quotient P [X{|/(f), où (f) — 
—= f.P [X] est un idéal de P [X1. L'idéal (f) se compose de tous les 
polynômes divisibles par f et, en vertu du corollaire au théorème 5 
du chap. 9, $ 2, est l’idéal le plus général de P [X]. L’analogie qui 
existe entre les anneaux Z et P [X] s'étend aux anneaux corres- 
pondants des classes résiduelles Z, = Z/(n) et P [X1/(f). Il est 
utile de reprendre les étapes principales de la construction de Z, 
décrites au chapitre 4, $ 4. 

Les éléments de l’anneau quotient P [X1]/(f) sont des classes 
résiduelles g = g + (f) dont chacune peut être représentée sous la 
forme r + (f), où deg r << deg f. Tout comme dans le cas de Z, 
la démonstration est fournie, cette fois aussi, par la division euclidien- 


ne: sig=qgf+r,onag + (f) =r+ af + (f) =r + (f), puisque 
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gf € (f). Il est facile de voir que les éléments a, a € P, forment dans 
P IX]/ (f) un sous-anneau isomorphe au corps P. La réductibilité du 
polynôme f sur P, c'est-à-dire la possibilité de sa représentation 
sous la forme f — fie où f, EPI[IX]et 0 < deg f, < deg f, entraîne 
l'existence dans P [X1]/(f) de diviseurs non triviaux de zéro; à 
savoir : f, 0, i — 1, 2, mais file = fifa = = 0. 

Supposons maintenant que f soit un polynôme irréductible. Si 
deg r < deg f(r=Æ 0), alors P.G.C.D. (r, f) = 1 et ur + vf = 1 
pour certains u, v € P [IX] (voir chap. 5, $ 3, théorème 3). En d’au- 
tres termes 


{+ ()} u + ()} = ru +) = 1 — vf + D = 1 + (0), 


d’où 


Cela signifie que tout élément r 0 admet dans P [X]/(f) un in- 


verse u — r”!, Cette remarque montre que dans le cas où le poly- 
nôme f est irréductible, l'anneau quotient P [X]/ (f) est un corps 
contenant un sous-Corps isomorphe à P. 

Portons notre attention sur l'élément spécial X € P [X|/ (f)- 
Quels que soient &s, 4, ..., a, EP, on a 


2, aX= D {a+ (}X + (D = 
= 2 {a+ (DH (= Daxt)+() = 2 ax" 


En bref, si g (Y) = Z'aY* € P [Y], alors g (X) = g (X). L'écriture 
g (X) a, certes, son sens lorsqu'on identifie P et le corps qui est 
contenu dans P [X]/ (f) et est isomorphe à P. En particulier 


f(X) = FX) = f +) = (f = 0, 


c’est-à-dire l'élément X € P [X]/ (f) est un zéro du polynôme (f). 
Ainsi, on peut énoncer le théorème suivant : 


THÉORÈME 2.— J''anneau des classes résiduelles (l'anneau quotient) 
P [X1/ (f) est un corps si, et seulement si, f est un polynôme irréductible 
sur P. 


COROLLAIRE.— Pour tout polynôme f (X) irréductible sur un corps 
P, il existe une extension F= P dans laquelle f (X) admet au moins 
un zéro. Pour F, on peut prendre le corps isomorphe à P [X1]/ (f). 


Conformément à la terminologie en vigueur, on convient de 
dire que l’extension F est obtenue par adjonction à P d’un zéro c 
du polynôme f: F— P(c). Ceci étant, f (X) = (X — c) g (X), 
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où gE€ FIX]. Nous avons donc une possibilité réelle de construire 
une extension du corps P dans laquelle le polynôme f se décompose 
complètement en facteurs linéaires. 


DÉFINITION.— Soient P un corps et f un polynôme unitaire (non 
nécessairement irréductible) de degré n de PIX]. Alors, on dit que 
l'extension F = P est un corps de décomposition de f sur P si f (X) — 
= (X —c,) ... (X —c,) dans F [X] et F = P (cy, ..., cn), c’est-à- 


-dire Fest obtenue à partir de P par adjonction des racines c,, ... 
«…., Cn du polynôme Ï]. 


THÉORÈME 3. — Pour tout polynôme unitaire f € P [X] de degré 
n > 0, il existe au moins un corps de décomposition. 


DÉMONSTRATION. — La condition pour que le polynôme soit 
unitaire n'est pas trop nécessaire, elle n’est utilisée que pour la 


commodité. Soit 
f (X) = f1 (X) + «+ fr (X) 


la décomposition de f en facteurs unitaires irréductibles dans P [X]. 
En vertu du corollaire au théorème 2 il existe une extension P,3= P 
qui contient au moins une racine du polynôme f,. Cette racine c; 
sera évidemment aussi racine de f. Supposons qu'on ait déjà trouvé 
une extension P,2 ...7 P,7= P sur laquelle f possède la dé- 
composition 


FX) = (X — ©) ee (À — Cx) 81 (À) + + + 85 (À) 


avec k facteurs linéaires (non nécessairement distincts), #4 n. 
En appliquant de nouveau le corollaire du théorème 2 au corps Pz 
et au polynôme unitaire irréductible g, € P, [X1, nous construirons 
un Corps Px+1— P, sur lequel il sera possible de scinder le poly- 
nôme g, (X) et, par conséquent le polynôme f (X) en obtenant le 
facteur linéaire À — cx4,, avec Cx41 € Pr+,. Par application répé- 
tée de ce procédé nous obtiendrons une décomposition complète 
de f en facteurs linéaires sur une certaine extension P, = P. Soit 
P,, soit son sous-corps quelconque F sera justement le corps de 
décomposition de f. Il n’est pas exclu que F peut coïncider avec P. 

La démonstration du théorème 3 comporte trop d’arbitraire pour 
qu'on puisse parler de l’unicité du corps de décomposition du poly- 
nôme jf; et bien qu’en réalité le corps de décomposition soit déter- 
miné de façon unique, à un isomorphisme près, il est assez difficile 
de le démontrer. Pour le moment, nous n’aurons pas besoin de cette 
propriété supplémentaire des corps de décomposition. 


ExEMPLES. 1) Le corps quadratique @ (y d) est un corps de décomposition 
du polynôme X? — d. 

2) Si l’on adjoint à Z, la racine 6 du polynôme irréductible X?2 + X +1, 
on obtient le corps Z: (0) = {0, 1, 6, 1 + 6} à quatre éléments, qui est isomor- 
phe tant au corps Z, [X]/(X2 + X + 1) qu’au corps GF (4) (voir chap. 4, $ 4, 
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n° 6). Remarquons que X?+ X +1 = (X — 6) (X — c'est-à-dire que 
Z: (8) est un corps de décomposition du polynôme X? + X + 1. 

3) Le polynôme X? + 1 est irréductible non seulement sur R, lorsque son 
corps de décomposition sera ©, mais aussi sur certains autres corps, par exemple 
sur Z3. Soit 02 = —1 (si l'on veut, 0 = X + (X2 + 1) Z;[X] est un élément 
du Due des classes résiduelles Z; [X1/(X2 + 1)). Puisque X? + 1 = (X —6) x 

x (X — 28), le corps Z3 (8) = £a + b0 | a, b € Z;} est un corps de décomposition 
rs X2 + 1 sur Z,. Signalons en passant que Z; (0) est isomorphe au corps des 


-: 4 , 4, bEZ3 ee exercice 14 du wr 4, $ 4). L'application 


correspondante est: a + b0 => a 5 1| +b 2 u . Portons notre atten- 


tion sur . fait que 2 24 Des = x Je = 1 LIL 6, A2 = 6 M = 1 — 0, 4 = 
À5 = —1 — 6, A6 = 1 + 6, A8 — 1, c'est-à-dire que le groupe mr 
plicatif du corps Z: 6) . non seulement abélien mais aussi cyclique. 

&) D'après le critère d’Eisenstein, le polynôme X3 — 2 est irréductible 


sur Q@. Toute racine de X3 — 2 n'étant pas réelle, Q@ (2) ne peut pas être un 


corps de décomposition. Le corps de décomposition de X3 — 2 est @ (Ÿ2, e), 
où & est la racine primitive cubique de l'unité: 


X3—2=(X—Y2)(X—ey2) (X—eÿ/2). 

3. Démonstration du théorème fondamental. — Du numéro précé- 
dent, nous n’aurons besoin que de la définition du corps de décom- 
position et de l’assertion du théorème 3. 

Conformément à la remarque faite immédiatement après la 
définition du corps algébriquement clos, il est nécessaire d'établir 
que le polynôme (1) admet au moins une racine complexe. Suppo- 
sons d’abord que tous les coefficients de ce polynôme soient réels 
& admettons sans restreindre la généralité que ay = 1Â, a, 0. 

oit 


matrices 


deg f = 2"n,, 


où n, est un entier impair. Dans le cas où m — 0, le polynôme f 
possède, d’après le lemme 2, une racine qui est même réelle. En 
raisonnant par récurrence sur m, considérons le théorème démontré 
pour tous les polynômes à coefficients réels, dont le degré est de la 
forme 2°"’n,, avec m'< m — 1 (le facteur impair n; n’est soumis 
à aucune limitation). 

Considérons le corps de décomposition F du polynôme (X°? + 

+ 1)f(X), qui existe en raison du théorème 3 et contient © 
comme sous-corps. Soient WU, Uo, - « ., Un les racines du polynôme f 
dans F. Considérons dans F les éléments. 


Vi = ujuj au +uÿ, 1<Li<j<Ln (2) 
où a est un nombre réel fixe quelconque. Il faudrait 6 écrire v;; (a), 


mais pour ne pas compliquer les notations nous ne le ferons pas. 
Le nombre n' d’éléments de la forme (2) est égal à 


, n n(n—1) 2Mn0o (2"n0— 1) 1,7 
n =(5)=— = #7 EN =?" in, (3) 


où 7, est un entier impair 
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Le polynôme 
FO. [ll et) =X" XL... LH. 


1<i<ji<n 
de l’anneau F [X1] est de degré n’ et, par définition, tous les élé- 
ments (2) sont ses racines. D’après les formules de Viète (12) du $ 1, 
les coefficients b,, ..., b, du polynôme f, (À) seront, au signe 
près, des fonctions symétriques élémentaires s, de v;;. En introdui- 
sant dans S; (Us, Us, « + +» Un_1,n) leS expressions des éléments v;; 
PAT Uj, . . ., Un, On obtient la fonction 


hp (Us ..sUn) = 82 (...,uju;+a(u;+u;), ...), 
ES ROM | 


qui est aussi symétrique. En effet, pour toute permutation rn ES, 
(S, est le groupe symétrique de degré n) on a 


M ;j = Uni) Uncÿ + a (Uni) + Uni) — Uni), xt) 


(Ou Lac, nu Si TN (i) > x (j)), de sorte que x induit une permuta- 
tion x sur l’ensemble des éléments de la forme (2). Etant symétrique, 


SR (Vos Vig» + + > Un-1n) ne Change pas lors de la permutation des 
arguments et donc 


(rh) (Us,  . Un) — SR (TV) TU,3;, . + Wn-1n) — 


— Sh (V9 V135 . Un 1, n) — Pin (u, . + Un). 


Remarquons que h}; (u,, . .., u,) est, pour X; —u;, i—1,... 

. A, la valeur du polynôme symétrique À; (X,, . .., X,) à coeffi- 
cients réels qui ne dépendent que de a ER. 

En raison du théorème fondamental sur les polynômes symétri- 
ques ($ 2, théorème 1), il existe un polynôme gx (Y,, ..., Ÿ) 
à coefficients réels, tel que l’on ait h4 (X,, . .., Xn)—=£gn (81 (X1,... 

ss Mens. à ser Sn (is &.cs A)): “Donc, 

(— ba = Rg (us, + +. Un) = 
= Bas is sourds dis Less SUR. U)} = 
= Eh (—@u 0. (—1jar) ER 
(rappelons que a; sont les coefficients du polynôme unitaire f € 
€ R [X] que nous considérons). 

Ainsi, les coefficients b, du polynôme f, (X) se sont avérés réels 
pour tout a ER. Puisque deg f, = n° = 2®-în, (voir (3)), le poly- 
nôme jf, possède, par hypothèse de récurrence, au moins une racine 
complexe qui doit coïncider bien sûr avec l’un des éléments v,;. En 
faisant varier le paramètre a ER, nous obtiendrons d’autres poly- 
nômes f, (X) à coeïficients réels. Or, à chacun de ces polynômes 
il correspond un couple d'indices. i <j (dépendant de a), tel que 
17—0877 
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l'élément v;,; = u;u; + a (u; + u;) € F soit contenu dans le sous- 
corps C du corps F. Puisque les couples d'indices i << j distincts ne 


sont qu'au nombre de (2) , alors que l’ensemble des nombres 


réels a ER est infiniment grand, il existe deux nombres réels dis- 
tincts a, a’ auxquels il correspond un seul et même couple d’in- 
dices, disons à — 1, j — 2 (ce n’est que la question de numération 
des racines u,, . .., u,) pour lesquels 


Ulo + 4 (Uy + U+e) = 0C, &) 
us +a' (uw +u)=c,azÆa, 
seront des nombres complexes. Du système d’équations (4) on déduit 


que 


c—c’ c—c 
WU , UiUs —C—ûQ 1— a 


appartiennent, eux aussi, au corps C. S’il en est ainsi, les éléments 
U,, U, seront racines du polynôme du second degré 


(X — us) (X — us) = X° — (ui + ue) À + ul 


à coefficients complexes. D’après les formules connues on a 


u u u Uo \2 
U, = He +) (Him) — Ur, 


si bien que u,, u, sont aussi des nombres complexes. Aïnsi, pour le 
polynôme f (X) à coefficients réels considéré, nous avons trouvé 
même deux racines complexes. 

Soit maintenant 


f(X) = aX" + aX"t+ ,... aux +a 


un polynôme de degré n à coefficients complexes arbitraires (on 
peut poser 4) = 1, mais cela n’a pas d'importance). En remplaçant 
tous les a; par leurs conjugués, on obtient un polynôme 


(2) = 00 À" + a X 1 +... + annX + One 
Introduisons un polynôme 
e (X) = f(X)f (X)= 60 X + XP +, + En 
de degré 2n à coefficients 


ex= >) aa, k—=0,1,...,2n. 
i+j=R 
Puisque l'opération de conjugaison z-+ z est un automorphisme 


d'ordre 2 du corps € (chap. 5, $ 1, théorème 1), on a e; — 


— Ÿ aa; —ex, ce qui signifie que e, ER. En vertu de ce qui a 
i+3=kh 
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été démontré, le polynôme e (X) à coefficients réels admet au moins 
une racine complexe c: 


f (c)-f(c) = e(c) = 0. 

On en déduit que, ou bien f (c) = 0 et le théorème est donc  démon- 
tré, ou bien f (c) = 0, c’est-à-dire ape" + act Æ ,.,. La, c + 
+ 4, = 0. En appliquant aux deux membres dé cette égalité 
l’automorphisme de conjugaison complexe, on obtient asc + 
+ act lt, + an c + a = 0, c'est-à-dire f (c) — 0. Æ 

La propriété du corps € d’être algébriquement clos (ainsi que 
le fait d'existence d’un corps de décomposition des polynômes)} 
est avantageusement utilisée pour la résolution de différents pro- 
blèmes. 

Exemple. — Soient S, (f) l’ensemble de toutes les racines différentes du 


polynôme f EC [X], et S, (f) l’ensemble de toutes ses «unités»: dE Si (f) 


<— f (d) = 1. Soient maintenant f, g deux polynômes quelconques de C[X]. 
Démontrer que 


So () = So (g);, S1 (0) = S1 (8) => f (X) = 8 (X). 
Puisqu’on a évidemment So (f) N S1 (f) = &, il suffit, étant donnés les 


résultats du $ 1, de démontrer que | So (f) US (I1>n L 1, où n — deg f. 
D après le théorème 1 


100200 [| Ge" 1091200 |] A—a9", 7 dec, 


i=1 j—=1 
où 
D'a=n= di, v+u=] So(f) US: (f) le 


Conformément au théorème 5 du $ 1, on a 


v _ LEA “ 
1) = (6004 = [ae [Ta a 
i=1 j=1 
si bien que (n—v)+(n—p)= Ù (s3—1)4+ 9 (t5—1) < deg f(X) =n—1. 
Donc, 


vV+u>n+ti. 


D 


$ 4. Polynômes à coefficients réels 


1. Décomposition en facteurs irréductibles dans R [X].— Le 
théorème 4 du $ 3 entraîne que tout polynôme f de degré n peut 
s’écrire dans C [X] d’une manière et d’une seule (à l’ordre des fac- 
teurs près) sous la forme 


f(X)=a(X —c)(X — c;) . .. (À — cn) 
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où a Æ 0, C1, ..., €, sont des nombres complexes. Soient mainte- 
nant f(X) = X"+aX"l+... +a,_X + a, un polynôme 
unitaire à coefficients réels @a;, . . ., 4,, et c une racine complexe 
quelconque de ce polynôme: c = u + iv, v Æ 0. En appliquant à 
la relation f (c) — 0 l'automorphisme de conjugaison complexe, 
comme nous l’avons fait lors de la démonstration du théorème 1 
du $ 3, on obtient aussi f (c) = 0, puisque a; — a;. Par conséquent, 
le polynôme f (X) est divisible par un polynôme du second degré 


g(X)=(X—-0D(X—-0—=X?—(c+c) X + cc = 
= X? — 2uX + (u? + v?) 


à discriminant négatif D (g) = 4u° — 4 (u? + uv?) — — 4? <0. 
La condition D (g) 0 est nécessaire et suffisante pour que le po- 
lynôme du second degré g ER [X] soit irréductible sur R. 

Si k est la multiplicité de la racine c du polynôme f (X),et1<k 
la multiplicité de la racine c, alors le polynôme f (X) est divisible 
par la puissance /-ième du polynôme g (X): 


f (X) = g (X)'q (X). 


Le quotient q (X) de deux polynômes de R [X1 est encore le poly- 
nôme de R[X]. Si 4 > 1, l’élément c € € est la racine de g (X) de 
multiplicité 4 — !, alors que c ne l’est pas. Or, nous avons vu qu'il 
n’en est pas ainsi. Il s'ensuit que 4 = L (la supposition L > k est 
considérée de façon analogue), c’est-à-dire que les racines complexes 
de tout polynôme de R [X] sont deux à deux conjuguées. Nous 
arrivons à la conclusion que les éléments de l’anneau factoriel 
R [X] vérifient l’assertion suivante: 


THÉORÈME 1.— Tout polynôme unitaire f ER [X] de degré n 
admet une décomposition et une seule (à l’ordre des facteurs près) en 
un produit de mn polynômes linéaires X — c; qui correspondent 
à ses racines réelles c,, . . ., Cm, et de (n — m)/2 polynômes du second 
degré irréductibles sur R et correspondant aux couples des racines 
complexes conjuguées. Æ 


REMARQUES. — 1) Un polynôme irréductible dans 8 [X] est 
soit linéaire, soit du second degré et à discriminant négatif. 
2) Avec les notations du théorème 1, on a la relation 


D(h=(—1) 2 |D(H|; 
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c'est-à-dire le signe du discriminant est déterminé par le nombre 
de couples des racines complexes conjuguées. Cette relation est 
obtenue soit directement de la définition du discriminant, soit à 
l’aide de la formule contenue dans l'exercice 5 du $ 2. 


3) Les fractions rationnelles simples ont dans le corps R[X} 
la forme (9) (voir chap. 5, $ 4). 


2. Problème de localisation des racines d’un polynôme.— Con- 
sidérons le polynôme f ER [X] comme une fonction à valeurs réel- 
les x f (x) de l’argument réel x, en représentant celle-ci par un 
graphe du plan rapporté à un repère orthonormé xOy. Aux racines 
réelles du polynôme f (X) (ou aux zéros de la fonction ÿ (x)) corres- 
pondent les abscisses des points d’intersection du graphe avec l’axe 
des x. 

La première question importante qu'on a généralement à traiter 
en pratique concerne le problème d'encadrement des racines réelles, 
c’est-à-dire la recherche de l'intervalle a x << b qui comprend 
toutes les racines réelles d’un polynôme donné f. À proprement par- 


ler, nous savons déjà du lemme 1 du $ 3 que pour |x | > NES 1 


(a, est le coefficient dominant, À = max { |[a;, |, ..., | a, | }) la 
fonction f (x) ne s’annule pas même dans le cas du plan C. Les en- 
cadrements plus précis des racines sont indiqués dans les exercices 
1 à 4. 

Un problème plus général de localisation (de séparation) des 
racines d’un polynôme consiste à indiquer pour chacune des racines 
réelles un intervalle à l’intérieur duquel n’est comprise que cette 
racine. Une solution satisfaisante bien qu’assez encombrante de ce 
problème a été oblenue pour la première fois par Sturm en 1829. 
Nous nous contenterons de démontrer des résultats plus particuliers, 
ayant en vue que la résolution complète du problème de localisation 
des racines (surtout si l’on tient compte de toutes les racines, y 
compris les racines complexes quand il s’agit non pas des intervalles: 
mais des domaines sur le plan C) présente des difficultés considé- 
rables et que sa simplification pour des classes spéciales de polynômes 
fait l’objet des préoccupations des spécialistes. Nous laissons de 
côté les méthodes de calcul d’une « racine localisée » avec un degré 
de précision donné. Le calcul mathématique moderne dispose dans 
ce domaine d’un large arsénal de moyens. Une étude détaillée de 
ces moyens sortirait nettement du cadre de cet ouvrage. 

Heureusement, dans beaucoup de cas on peut se contenter d’un 
aspect qualitatif approché de la disposition des racines. On obtient 
une information substantielle en construisant le graphe de la fonc- 
tion + f(x) dont les valeurs sont calculées (à l’aide du schéma 
de Horner, par exemple) ne serait-ce qu'aux points à valeurs en- 
tières de l’axe des x. Il faut s’attendre que les racines de l'équation 
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algébrique jf (x) — 0 se situent entre les points (ou aux points) où la 
fonction présente ses maximums et minimums, ceux-ci étant à leur 
tour racines de l'équation algébrique f’ (x) — 0 de degré inférieur. 
L'examen du graphe permet en tout cas de minorer le nombre de 
racines réelles positives et négatives, à savoir, obtenir des estima- 
tions et non pas des valeurs exactes, parce qu’en général nous pou- 
vons ne pas tenir compte des variations de la fonction z — f (x) 
dans des intervalles étroits quelconques. 

Il est remarquable que les majorations pour les mêmes valeurs 
sont obtenues à partir des considérations bien simples qui ont été 
présentées encore par Descartes en 1637. Introduisons la définition 
suivante : 


DÉFINITION. — Soient 
&o; di; dis ss Ge (0 Ti lo Love <ig<h) (1) 
tous les coefficients non nuls du polynôme f (X)=a,X7+a,X71 +... 
... ERIXT écrits dans cet ordre. Si a;.a;,,. C0, on dit que sur 


le (k + 1)-ième terme il y a changement de signe. Le nombre total de 
changements de signe dans la suite (1) est désigné par le symbole L (f). 


Il est clair qu’on a toujours 0< L (f) < deg f et qu'en 
outre L(—f) — L(fj. Remarquons aussi que ZL (f) = L (aX* + 
+ a; A4 + ,...), où l’exposant # satisfait à la condition uni- 
que k > n — i,, et aa > 0. Si L (f) = 0, il est évident que f ne 
possède pas de racines positives. D'autre part, f peut ne pas posséder 
des racines positives aussi dans le cas où ZL (f) — deg f. Un exemple: 
f(X) = X?— X +1. Néanmoins, le symbole L (f) a, comme nous 
le verrons plus loin, un rapport direct au nombre de racines positives 
du polynôme f. 


LEMME. — Si c—>0, alors L((X — c) f) = L (f) + 1 + 2s, où 
sEZ, s >. 


$ 4] POLYNOMES A COEFFICIENTS RÉELS 263 


DÉMONSTRATION.— On suppose évidemment que f 0, si bien 
que le symbole Z (jf) a un sens. Si deg f = 0, alors ZL (f) = 0 et le 
lemme est vrai, avec s — 0. En raisonnant par récurrence sur deg f, 
supposons le lemme démontré pour tous les polynômes de degré 
<<n. Soient deg f = n et 


f — ao" + GATE + .. + PE D à + An: 


où az est, Après Go, le premier coefficient non nul, s’il existe (4 > 1). 
Puisque L (—ÿf) = L (f), on peut poser, sans restreindre la géné- 
ralité, ay >> 0. Soit 


g(X) = a X"È +... + an 1X + an. 
Il est clair que 


LH=L@+e, @ 
où 
e=s(1— PS }=0 ou {. 


On suppose de nouveau que g 5£ 0, sinon la démonstration pour f est 
évidente. Posons encore pour la suite que 


(X —c)g(X) = a X"** +R (X) 


(remarquons que g 0 = h Æ 0). 
Par hypothèse de récurrence et en raison de l'égalité (2) on a 


L((X—-c)g(X) = L(g +1+2t=L(N+1—-e+ 21. (3) 
On a aussi 
(X — c)f = aQÂ"(X — c) +(X — c) g — 
= aoX"#t — a,cX" + ay Xi LR (X). 


Sik > 1, il est évident que L ((X — c) f) —2 — € + L ((X — c) g), 
car c > 0 (ici 2 — € est le nombre de changements de signe dans la 
suite jy, — oc, 4x). En tenant compte de (3), on obtient 


L(X—-c)f}j=L(f+l+2s, oùs=t+1—e >. 
Il ne reste qu’à considérer le cas où 4 = 1: 
(X — c)f = a X"* + (& — aoc) X° + h (X). 
Si a, et a, — avc sont de même signe, on a 
L'((a, — aoc) X° + Rk (X)) = L ((X — c) g) 


L(X—-of}=e+L(X-cg =Lh+1+2,s, s=t. 


Lorsque a, et a, — a,çc sont de signes contraires, ce qui n’est possible 
que pour a —>0ete—=0,0ona 


L (ai — aoc) À + h(X)) = L'((X — c) 8) + 1 = 
= L(f+1+2+1 


et 
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et 
L((X—-c)f) =1+LZ((a — ac) X7 + Rk(X)) — 
= L() +1+ 25, 
où s — £ ou t + 1. Enfin, dans le cas où a, — açc = 0, ce qui ne 


peut avoir lieu, comme précédemment, que si a, > 0 et e — 0 
on à 


L'((X—c)f) = L(aX"* + h(X)) = L'(aX* + hk(X)) — 
= L((X—c)g) = L)+1+2s, s = 1. 


En partant du lemme démontré on obtient facilement la règle 
des signes due à Descartes : 


? 


THÉORÈME 2. — Le nombre de racines positives d'un polynôme f 
à coefficients réels est égal ou inférieur d'un nombre pair à L (f). 


DÉMONSTRATION.— Soient €Cy, Co, + + «; Cm les racines positives 
(non nécessairement distinctes) du polynôme f (X) = a; X" + ... 
... + 4n-vX", où, par hypothèse, a, > 0 et a,_, est le dernier 
coefficient non nul. En utilisant la forme de la décomposition ca- 
nonique du polynôme (théorème 1) on peut écrire 


f (À) = (X — €)... (ZX — Cm) 8 (À), (4) 
où g (X) = a À" +... + bXY,a > 0,b > 0 (v > 0). Puisque 


ao et b sont de même signe, L (g) = 2t est un nombre pair. En te- 
nant compte du lemme et de la décomposition (4), on obtient une 


suite d’égalités 
L'((X — ci) 8) =1+2(s ++), 
L((X—c)(X—-a)g) =1+2( +0 +1+2s — 
= 2+2(s + +), 


Lf)=m+2(s + sa + en ut 


La dernière de celles-ci exprime justement l’assertion énoncée dans 
le théorème. 


Ainsi donc, on a toujours m < L (f). Maintenant, nous allons 
examiner un Cas d'importance pratique, où l’on sait a priori, à 
partir des considérations quelconques, que toutes les racines d’un 
polynôme f sont réelles. Ceci étant, on peut énoncer le théorème qui 
apporte une précision à celui de Descartes. 

THÉORÈME 3. — Si toutes les racines d’un polynôme f sont réelles, 
le nombre m (f) — m de ses racines positives satisfait, compte tenu de 
leur multiplicité, à l'égalité m (f) = L (ÿ). 


DÉMONSTRATION.— Le théorème 3 pourrait se déduire assez 
facilement du théorème 2, mais nous allons donner ci-dessous la 
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démonstration indépendante qui, elle aussi, est également simple 
(et d’ailleurs instructive). 

D’après le théorème de Rolle (ou théorème de la moyenne) bien 
connu en Analyse, il existe, entre les racines a’ et b’ de notre poly- 
nôme f(X}), un nombre cER, a <<c < b’, tel que f’ (c) —0. On en 
déduit que toutes les racines du polynôme dérivé f’ (X) sont réelles 
et que m (jf) = m (f) ou m (f) — 1. En eïtet, soient c«, cs <<... 

. <c, les racines du polynôme f d’ordres de multiplicité respec- 


tifs Au, lo, . - ., Nr, Si bien que nn, +n, + ... + n, = degf = n. 
En vertu du théorème 5 du $ 1, le polynôme dérivé f’ possède les 
TaCINeS C1, Coy +  -, Cr d'ordres de multiplicité nr, — 1, n, — 1, ... 


..,; Ar — 1 et, d’après le théorème de Rolle, encore au moins une ra- 
cine dans chaque intervalle entre ces racines, à savoir: c,, ©, . .. 


+r—1—n—'1 racines réelles. Puisque deg f" — n — 1, le 
polynôme dérivé f n’admet pas d’autres racines. Soient ensuite 
Ci-1 <O, et cr, . . ., c, toutes les racines positives d'ordres de mul- 
tiplicité ny, ...,n,: hi+...+n =Èm=mt(f). Parmi les 


racines positives du polynôme dérivé f' (X) seront les racines cy, ... 

., Cr d'ordres de multiplicité ny — 1, ..., n, — 1, les racines 
Ci, + +. Cr et peut-être encore la racine c;_,, de sorte que leur 
nombre total sera m (f') — m (f) — 1 ou m (f), comme cela a été 
énoncé. L'expression analytique de ce fait est donnée par la for- 
mule presque tautologique 


m(f=m(ite ee (—(—1)"0r0) 5) 
Observons encore que si 
f(X) = aXT +... + an_-vX", (6} 


où a,_v est le dernier coefficient non nul, on a, conformément à 
l'écriture (4), any — (—1)" cico . . : Cmb, où cr > 0 et b> 0. 


En d’autres termes 
(130 ay > 0. (7} 


En raisonnant maintenant par récurrence sur n — deg f, sup- 
posons le théorème démontré pour tous les polynômes de degré 
<n. Si v>0 dans (6), c’est-à-dire a, = 0, alors f(X) = X -f, (X} 
et m(f}j=mt(f,) = L(f,) = L(f) (on a par récurrence m (f,) = 
— L(f,)). I reste à considérer le cas de a, + 0. Soit 


à (X) ES nagX" "1 + .. + Ha ARTE An -u ZÆ 0. 
Alors, 


L(ÿ}=L(f) +6, + (1 — Et) =0 ou 1. 


|anan-u | 
Mais nous savons (voir (7)) que (—1)"%9 a, > 0 et (—1)" Uni 


> 0. Par conséquent, ô — 7 (! — (— 13H) et donc 6 = &. 
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Puisque, par hypothèse de récurrence, L (f') — m (f'}, on a finale- 
ment L (f}=m (f') +e ou, en comparant avec (5), m (f) = L (f).6k 
COROLLAIRE (cas particulier du théorème de Budan-Fourier). — 


Si toutes les racines d’un polynôme jf sont réelles, le nombre de ses ra- 
cines comprises dans l'intervalle (a, b) est égal à L (f,) — L (f»), où 


Ch) 
h (= X+o= > Lx, 
0SALn | 
@R) (b 
fp(X)=f(X+b)= > LC x* 
0SRLN 
sont les développements en série de Taylor (voir exercice 3). 
DÉMONSTRATION. — Le nombre m (f,) de racines positives du poly- 
nôme f, est, par définition, égal au nombre de racines du polynôme 
donné j, supérieures à a. La même remarque est valable pour f4. 
Par conséquent, le nombre de racines du polynôme f, comprises 


entre a et b (a  b) est égal à la différence m (f,) — m (f#) qui s’ex- 
prime, suivant le théorème 2, sous la forme L (f,) — L (fr). M 


3. Polynômes stables. — On dit qu’un polynôme unitaire 
f(X)= XR+aXrT+,. . +aniX +a, 
coefficients réels est stable si toutes ses racines se situent dans le demi-plan 
gauche : 
IQ =0, 41=a+ip= ax<0 


{voir fig. 18). Cette terminologie a son origine dans la théorie des équations 
différentielles. Les critères de comportement asymptotiquement stable d’un 


D D 


Fig. 18. 


système physique (et, dans un sens plus large, d’un système mécanique, techni- 
que ou économique) dans le voisinage de la position d’équilibre, élaborés par 
cette théorie, exigent que 
lim et—0, (8) 
t— + oo 
où à est une racine arbitraire du polynôme f associé à une équation différentielle 
d'ordre n à coefficients constants. Puisque, d’après la formule d’Euler (voir 
chap. 5, 81, formule (15)) et = e%teibt — et (cos Bt + i sin Bt), le terme domi- 
nant est e%!, de sorte que la condition (8) est équivalente à l'inégalité & < 0. 
Il se pose un problème particulier de localisation, problème de Routh et 
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Hurwitz (*) lorsqu'il s’agit de déterminer directement, d’après les coefficients 
d’un polynôme f, si ce polynôme est stable. Ce problème algébrique a été résolu 
encore en 1895. Le critère de Routh et Hurwitz dit: un polynôme f est stable si, 
et seulement si, sont satisfaites les inégalités 


H0,-É>0, ss = 0, (9) 
où 
ai 1 ( 0 0 0 . 0 
UPS le a] 1 0 0 0 
T, = | 45 da az 9 &i 1 . 0 
a; G Ag 4 3 de . 0 


Aoh-1 Aoh-2 Aoh-3 Aoh-4 Aoh-5 Üoh-6 ee Uk 
{on suppose que a, = 0 pour s > n). 

Sans tenter de démontrer le théorème de Routh et Hurwitz (cela se fait 
dans d’autres cours), il est à remarquer que l’élégance de son énoncé est due 
entièrement à la théorie des déterminants. En vertu du théorème 1, lorsque les 
conditions (9) sont satisfaites, le polynôme f (X) se représente par un produit 
des facteurs de la forme X + u, X? + vX + w, avec u > 0, v > 0, w > 0, 
ce qui signifie que tous les coefficients du polynôme stable f (X) sont positifs: 

a > 0; 4 >0,:::,0, 0. (10) 
Ainsi, les conditions (10) sont nécessaires pour que le polynôme f (X) soit stable. 
N'étant pas, en général, suffisantes, ces conditions permettent quand même de 
réduire à peu près de moitié le nombre d’inégalités des déterminants (9). C’est 
très commode parce que le calcul des déterminants est bien fastidieux. 


EXEMPLE. — Pour n = 2, le système d'inégalités [, > 0, l, > 0 est 
équivalent à un système plus simple: a, > 0, a, > 0, ce qui d’ailleurs découle 
des formules donnant les racines de l’équation du second degré. 

Pour n — 3, tout se ramène aux inégalités a, > 0, a, > 0, a3 > 0, aa >> 
> a3, puisque l; — a3 (ajas — aa). 

Signalons enfin que le critère de Routh et Hurwitz ne résout pas toutes les 
questions liées à la stabilité, parce que, dans la pratique, il s’agit des polynômes 
et des équations différentielles dont les coefficients dépendent d’un paramètre. 
C’est en termes du paramètre lui-même que doivent être énoncées les conditions 
de stabilité, ce qui pose un problème de nature tout à fait différente. 


EXERCICES 


1. Soit f(X) = at + aXtl+...+a, un polynôme à coefficients 
réels de degré n. Montrer que la connaissance des majorants des racines positives 


des polynômes f (X), X7/f (x) f(—X), Xnf (— r) donne les minorants et 


les majorants des racines tant positives que négatives du polynôme f (X). 
2. Soient, avec les notations de l'exercice 1, a > 0, m le plus petit indice 
pour lequel a,, << 0, B le maximum des valeurs absolues des coefficients négatifs. 


Montrer que 
CL { + 7 B/a) 


pour toute racine réelle positive du polynôme f (X). (Indication. Pour 
z > 1, partir de l’estimation 
an-mtl 4 an-mt 


Î (x) > aoxz" —B : [apr m1 («—1)—8].} 


z—1 z—1 

(*) En réalité, ce problème a été posé beaucoup plus tôt (1868) par le physi- 
cien anglais Maxwell et résolu pour de faibles degrés par l'ingénieur russe 
I. A. Vychnégradsky qui s’occupait du problème de stabilité des régulateurs 
(1876). 
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3 (formule de Taylor). Soit P un corps commutatif de caractéristique nulle, 
a € P. Montrer que la formule 


= + LT (x 0) + LQ (x opt + ÉQ (x 


(X —a)" 


est valable pour tout polynôme f € P e de degré n. (Indication. Déri- 
ver k fois l'expression formelle j (X) — 5° b; (X — a) et poser X — a.) 

4, Montrer que, si f (a) > 0, f’ (a) > 0, , {00 (a) >> 0 pour un polynô- 
me de degré n à coefficients réels f (X) et à coefficient dominant positif @y;, 
alors f() =0,c>0—=c<a.(indication. Se servir de l'exercice 3.) 

En utilisant la règle des signes de Descartes, déterminer le signe du 
discriminant des polynômes X5 — X2<+ 1, X3 — 6X — 9 (voir remarque en 
fin du n° fi). 

6. Les polynômes X5— X — 1 et X3+aX +beQ@Q[X] peuvent-ils 
avoir des racines complexes communes ? Rappelons (voir $ 1, exercice 11) que le 
polynôme X5 — X — 1 est irréductible sur Q@. 

7. Montrer que les racines du polynôme f (A) = X$ + uX4 + vXS + 
+ w ER [X] à terme constant w =£ 0 ne peuvent pas être toutes réelles (I n d i- 


cation. Ilest commode de passer au polynôme X5f ( +) et utiliser ensuite 


les ue (12) du $ 1 et (9) du $ 2.) 
Il est clair que si un polynôme à coefficients entiers f (X) = a, X" 

L. an possède une racine c € Z, alors c divise le terme constant An = . (0): 
Î (c) = 0 a, = c(—agctl — ,,.— a, 90 — an). Montrer qu’ en même 
temps c — 1 divise ÿ (1) = 1 a, et c + 1 divise f (—1) = 3, (—1)a;.(Indi- 
cation. f(X)=(X —c)g(X) = g(X)E Z[X].) Appliquer ces considé- 
rations à la recherche des racines entières du polynôme X4 + X5 — X2 + 
+ 40X — 100 (réponse: c = 2). 

9. S’assurer que 

f(X)= Xr+aXr1+...+a EZIXIL f()=0,ceQ ce z. 
indication. Si c— a/b est une fraction irréductible, on a af/b = 
= — aan — aQa®-2b — ...— a,bn-1,) Que peut-on dire des racines ration- 
nelles d’un polynôme à coefficients entiers dont le coefficient dominant est 
do = È 
10. Montrer que tout polynôme j (X), avec f (x) > 0 pour tous les ER, 
peut être représenté sous la forme 


f(X) = 8(XŸ + hk(X), 


où g, hERI[X]. (Indication. En se servant du théorème 1, décomposer 
f (X) en facteurs de la forme (X + a}? + b2? et utiliser l'identité formelle 


CG? + à) (+ $) = (pr + gsŸ + (ps — gr), 
qui résulte de la relation 
|p+igPir+is®= ](p + ig) (r + is) |?) 


11. Etablir de manière indépendante le critère de stabilité des polynômes 
de degrés 3 et 4. Pour n = 4, l'écrire sous la forme des inégalités a, > 0, a, > 0, 
Ailo >> Ag, A3 (Ay@o — a3) > as. D Aer X3 ax? 
OX do e Lox à ) (X + 8), où a = a + = Reel 86, 
avec «à, B,0ER. Fa stabi de f (X) est lee à celle du couple de 
polynômes X?2 + aX + f, X + 6, c’est-à-dire à la réalisation des inégalités 
a > 0,6 > 0, 6 > 0. On vérifie facilement que ce système est équivalent au 
système d’ inégalités a>0, b>0, c>0,ab—c> 0. Appliquer des consi- 
dérations analogues au polynôme à coefficients réels de quatrième degré.) 


PARTIE II 


GROUPES. ANNEAUX. MODULES 


Le contenu de la deuxième partie peut être qualifié comme une 
suite assez sérieuse, mais, espérons-le, pas trop abstraite de la pre- 
mière partie. Les nouvelles notions introduites sont relativement 
peu nombreuses. Le lecteur rencontrera ses vieilles connaissances 
du chapitre 4, qui l’introduiront dans le domaine des notions sen- 
siblement plus riches et profondes. Il est recommandé d’attacher la 
plus grande attention à l’étude des exemples qui occupent un bon 
quart de tout le texte (notamment, il est naturel de ranger le ma- 
tériel du chapitre 7, $ 1, et du chapitre 8, $ 3, dans la catégorie des 
exemples). En outre, les exemples sont choisis de manière à établir 
un pont entre l’algèbre et les autres branches de la mathématique. 
Si, après l’étude de cette deuxième partie, le lecteur ressent un plus 
fort sentiment de l’unité des mathématiques, le but poursuivi par 
l’auteur sera atteint. 
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CHAPITRE 7 


GROUPES 


Le présent chapitre se propose de développer la notion de groupe- 
introduite au chapitre 4. L'accent est mis en premier lieu non pas 
sur les groupes abstraits qui font l’objet de nombreux ouvrages, 
mais sur l’étude de différentes « opérations » naturelles des groupes. 
Ce sont justement les réalisations concrètes des groupes qui ont 
donné une impulsion décisive au développement de la théorie géné- 
rale des groupes et lui ont valu la réputation d’un instrument utile: 
pour les études mathématiques. 

Sur le fond des exemples particuliers (mais, remarquons-le, 
importants), il s'impose, avec une insistance accrue, l’idée de con- 
sidérer les (homo-, épi-, iso-) morphismes des groupes, ainsi que les: 
structures réalisées en théorie des groupes, comme un appareil 
permettant de ramener l’étude des êtres complexes à celle des êtres. 
plus simples. 


$ 1. Groupes classiques de faible dimension 


1. Définitions générales.— Le cours d’Algèbre linéaire et de 
Géométrie nous fournit de nouveaux types de groupes qui méritent 
d’être étudiés avec plus de détails. L'examen des sous-groupes des 
groupes de transiormations des espaces affines, euclidiens et hermi- 
tiens, qui laissent invariant un point fixe (par exemple l’origine des 
coordonnées) nous conduit à des groupes dits classiques GL (n}, SL (n), 
O (n), SO (n), Ù (n), SU (n). Signalons que leur vraie place est par- 
mi les groupes dits de Lie. Il faudrait ajouter encore au moins le 
groupe symplectique Sp (n), mais nous n'avons point l'intention 
de décrire ici tous les groupes classiques, cela se fait dans d’autres 
livres. Dans le cas de petites valeurs de n on parle des groupes clas- 
siques de faible dimension. Quant aux groupes GL (n), SL (n), 
nous les avons déjà rencontrés (voir partie I). Désirant éviter une 
trop forte dépendance vis-à-vis de la géométrie, rappelons que le 
choix d’une base orthonormée dans un espace conduit à une défini- 
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tion matricielle équivalente des groupes orthogonal et unitaire: 


O (n) = {4 € M, (R) AA = À A = E}, 
SO (n) = {A € O (n) | det À = 1}, 
U (n) = {A EM, (C)| A*-4 = A.4* = E}, 


SU (n) = {A EU (n) | det À = 1}. 


Ici, A* = ‘A est une matrice transposée de À = (a; ;) dont les coef- 


ficients a;; sont remplacés par les nombres conjugués a;;. Les grou- 
pes SL (n), SO (n), SU (n) portent le nom de groupes spéciaux (li- 
néaires, orthogonaux et unitaires). En particulier, 


O(1)={+1}, S0 (1) ={1}, 
U(1)={eiv|0<p<21}, SU (1) —{1}, 
COS @  —Sin p 


LA lo sin ® COS P 


op <2x} = U (1). 


L’isomorphisme entre les groupes SO (2) et U (1) est donné par la 
correspondance naturelle 


COS® —sin op 


Sin ®@ COS 


La représentation géométrique des nombres complexes ei®, 0 < @ < 
21, étant le cercle unité S1 de R?, on dit encore que le groupe 
SO(2) et le cercle S! sont topologiquement équivalents. Le sens exact 
de cette terminologie est expliqué dans le cours de Géométrie. 

Une relation remarquable, mais beaucoup moins évidente, existe 
aussi entre les groupes SU(2) et SO(3), Proposons-nous d'établir au 
préalable la représentation géométrique du groupe SU(2), qui nous 
conduira par la suite à celle du groupe SO(3). 


2. Paramétrisation des groupes SU (2), SO (3).— D’après le 
théorème d’Euler bien connu, tout élément du groupe SO(3) des 
rotations propres de l’espace euclidien à trois dimensions &° est 
une rotation autour d’un certain axe fixe. Par exemple, les matrices 


cos® —sinœ 0 1 O0 0 
B;=|sing  cospO0|, Co—1||0 cos6 —sin6 (1) 
0 O 1 0 sin0  cos0 


correspondent à des rotations autour des axes Oz et Ox respective- 
ment d’angles o et 6. En utilisant la paramétrisation des rotations 
par les angles d’Euler @, 8, 4 (0 < @, 5 < 21, 0 << 6 x) dont le 
sens géométrique ne nous intéresse pas pour l'instant, on peut écrire 
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toute matrice À € SO(3) sous la forme 
À = B 5CeBÿs (2) 


Où Bmw Ce, By sont les matrices (1) indiquées plus haut. Soit ensuite 


|? AU 
JY Ô 


n à 
_ la Ô —$ 
1 — 1 
À p DIE 


Puisque gEU(2) = g*=g"!, on a Ô—=a et y— —f. Ainsi, toute 
matrice g de SU (2) est de la forme 


œ 
SE ruse 0 


B a 


Réciproquement, si g est une matrice de la forme (3), il est évident 
que g € SU(2). Cela signifie que tout élément du groupe SU(2) est 
défini de façon unique par un couple de nombres complexes «, B 
tels que | &« + | B [ = 1. Si l’on pose à = à, + ia,, B — 8, + 
+ ip, avec a, Ba ER, i — V —1, la condition | « [? + | B [? = 1, 
écrite sous la forme 


ai +as + Bi + Pi = 1, 


permet de dire que le groupe SU(2) est topologiquement équivalent 
(homéomorphe) à une sphère S* de l’espace réel à quatre dimensions R'. 


Fixons notre attention sur les matrices unitaires 


a 6 . . 8 
e 2 0 COS 5 1 Sin D 
by = . P 9 Ca = 6 (s) e (4) 
—_1— e e SE LE 
0 e 2 t Sin 9 COS 2 


On démontre en Algèbre linéaire (et l’on vérifie directement dans 

le cas considéré) que pour toute matrice unitaire g de la forme (3) 
il existe une matrice unitaire w telle que l’on a 

ES ub ur (3) 


.P 
15 Lé e Lé Lé LA Lé 
2 déterminé par l’équation du second degré 


avec À = e 


A2 — Va + 1 = 0. 
18—-0877 
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Remarquons aussi que pour af =£ 0 toute matrice (3) peut être mise 
sous la forme 


p :L2+Ÿ ; P=Ÿ 
cos. € 2 isins-e 2 
a (y, 6, Ÿ) = dyCoby — o ; Ÿ=® : p+Ÿ 9 (6) 
isins:e ë cos € 2 


« 


où 
0Lp<2r, 0LO<Ln, —2n < Y <2n *). 


Il suffit de poser 


Arg & — IP, |Bl=sine, , Argp=2ŸTr, 


6 
[al—=cos-, 
en utilisant le fait que tout nombre complexe z est défini par deux 
paramètres réels | z | et arg z (Arg z est valeur principale de l’argu- 


ment arg 2). 
Nous sommes maintenant prêts à aborder la résolution du problè- 


me principal de ce paragraphe. 


3. Epimorphisme SU (2) — SO (3).— A tout vecteur x = ie, + 
+ ze + Zses de l’espace euclidien à trois dimensions R°, muni de 
la norme N (x) = x° + x° + x?, nous faisons correspondre une matri- 
ce complexe du deuxième ordre 


T3 Ti + iTe 
| (7) 
Ti — Lo — T3 
L'espace M; des matrices de la forme (7) est constitué de toutes les 
matrices hermitiennes de trace nulle (H, — H,, tr H, — 0), et la 
correspondance entre les vecteurs x € R° et les matrices F4 € A7, est 
évidemment biunivoque. En particulier, aux vecteurs de base 
€j, €», 3 CE R* correspondent les matrices de base h; — He, : 
0 1 0 i 1 

1 0 — i 0 0 —1| 
He = Th + The + tshss Mi = (as ho; hadr. (8) 


Remarquons qu’à chaque opérateur linéaire D+: J,1-- H, sur 
M; de matrice À dans la base (8), il correspond un opérateur linéaire 
bien déterminé ® : xr>y sur R° avec la même matrice À dans la 
base e,, e,, es, car 1H, = ax, Hrrix = Hx + H,r. Puisqu'aucune 
autre base n’est utilisée par la suite, il sera commode d'identifier 
parfois les opérateurs et les matrices qui leur correspondent. 


H,=— 


, h3= 


hi — 


, D 


*) On verra par la suite que p, 6, sont les mêmes angles d'Euler. Aux 
matrices unitaires +g on fait correspondre une seule et même rotation dans 
R$, et de ce fait, le domaine de variation de se réduit à l'intervalle semi- 
ouvert [0,2x). 
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Soit maintenant g un élément fixe du groupe SU(2). 
Considérons l'application 


DE: Hi gH,g. (8} 
Puisque les traces de ces matrices coïncident, on à tr ® (H.) — 
— tr H, = 0. De plus, g* = ‘g — gl, ce qui implique 
(Hg) = (ge) Hrg* = gH,g 


et, donc, 
De (H3) EM; 
U3 Yi + iYo 
ot, VF y, 
6 (Hx) U1 — Ye — Y3 * 


où y —= (y, . Us) ER. Par suite des égalités (7) et (9) on a 

DE (Hoaxtarx) = QD (Hz) + &'DS (H), 
ce qui veut dire que l’application ®Z (respectivement ®,) est ur 
opérateur linéaire sur M5 (respectivement sur R°). 


Montrons que ®,: R$—RŸ est un opérateur orthogonal. En 
effet, 


N (D, (x) = N (G) = yi + y; + ya = —det H, = —det D (7,)= 
= —det gH,g"! = —det H, = 25 + ai + xè = N (x), 
c’est-à-dire D, conserve la norme et, par conséquent, le produit sca- 
laire. Pour le moment, il n’est pas clair si D, change l’orientation de 
l’espace R°, ce qui dépend du signe de det” D,. Nous savons seule- 
ment que det ®, — +1. Il résulte de la définition que 
£, (De H x) —,.6i (g24 x83:) gr 
_ (8182) Hz (8182)? E. Dites (A s}s 
DÉ étant une matrice ‘unité orthogonale d'ordre 3 pour E = 
= | : | | € SU(2). Cela signifie que la correspondance 
D':g-®, (ou D+:gr-D;) 
est un homomorphisme de SU(2) dans O(3). Le noyau Ker D 


— Ker ®+ se compose de matrices unitaires g pour lesquelles D; 
— O, En d’autres termes, 


Ker ® = {g € SU(2)| gH = Hg, VH € M+} — 
— {g ESU()] gh; = h;ig, j = 1, 2, 5}, 


où h,, h,, hs est la base (8) de l’espace M7. Une vérification directe 
montre que 


IH ll 


£g = 


a 
E c |. gh;=h;g, 1<j<3 = g=+E = KerDd—{+E). 
—$6 à 


18° 
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Examinons maintenant les images des matrices unilaires (4) par 
l’homomorphisme ®. Effectuons les calculs pour ®+ dans la base (8) : 


bohabg" = (cos ) k1 + (sin p) k», 
bohsbg — (—sin p) M + (cos p) h:, 
bohsby* — ha. 


Par conséquent (nous passons ici librement de ®+ à ® et des matri- 
ces aux opérateurs), D — PB, (voir (1)) est la rotation d’angle œ 


de l’espace euclidien à trois dimensions R° autour de l’axe Oz, 
(ou h;). En choisissant ® et u de façon à vérifier la relation (5), et 
compte tenu de ce que ® est un homomorphisme, on aura 


D, — DuDe, Dr! et det D, — det D, «1. (det P,)-! = 1, 


ce qui montre qu'en réalité ® est un homomorphisme de SU(2) dans 
SO(3). 
On vérifie de même que De, — Ce est une rotation d'angle 6 au- 


tour de l’axe Ox;, et l’on a maintenant, pour toute matrice À € 
€ SO(3): 
x | — BCoBy — Pa PeoPo, — Déccoby — Do, 0, Y)- 


Aïnsi donc, l’image Im ® contient tout le groupe SO(3), et nous 
avons démontré le théorème suivant: 


THÉORÈME 1. — Le groupe SO(3) est une image homomorphe du 
groupe SU(2) par l’homomorphisme ® : g-— ®, de noyau Ker ® — 
= {+ÆE}. Toute rotation de SO(3) correspond exactement à deux opé- 
rateurs unitaires g et —g de SU(2). 


4. Interprétation géométrique du groupe SO (3j, — Du théorème 1 on 
déduit immédiatement le corollaire suivant: 


COROLLAIRE.— Le groupe SO (3) est topologiquement équivalent (homéomor- 
phe) à un espace réel projectif R (P3) de dimension trois. 

En effet, nous avons vu au n° 2 que les éléments du groupe SU (2) sont 
en bijection avec les pone de la sphère S3 de l’espace réel à quatre dimensions 
R4 Aux opérateurs linéaires +g € SU (2) correspondent des points diamétra- 
lement opposés sur S$, qui se collent par l’homomorphisme ®. On obtient l’un 
des modèles de l’espace projectif R(P*). & 

En Algèbre linéaire et en Géométrie, l’espace projectif R (P?) est défini 
comme ensemble des droites de l’espace R?# passant par l’origine des coordon- 
nées O. Chacune de ces droites coupe la sphère S% de rayon unité et de centre © 
exactement en deux points diamétralement opposés. La donnée de l’un de ces 
points rétablit de façon univoque la droite correspondante. Or, cela signifie 
justement que l’espace R(P?T) peut être défini comme espace quotient de la 
sphère unité S? de R?#1 par la relation qui établit l’équivalence des points 
diamétralement opposés de la sphère S7. Pour l'instant, nous n’avons pas l’in- 
tention de définir la topologie sur R(P?). 

Nous avons obtenu un résultat assez inattendu. La sphère S3 et l’espace 
projectif R(P3) possèdent la structure de groupe : SU(2) dans le premier cas et 
SO(3) dans le deuxième. Toute tentative faite en vuc de définir une structure 
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de groupe continu sur S° ou sur R(P?) sera vaine (un résultat qui ne se rapporte 
pas à notre sujet). 

D’après le théorème 1 et son corollaire, le groupe SO(3) est « deux fois plus 
petit » que le groupe SU(2). Vu l'existence de l’épimorphisme SU (2) —+ SO (3), 
il est naturel de se demander s’il existe un monomorphisme SO (3) — SU(2). 
Nous verrons au chapitre 8 que la réponse à cette question est négative. 


EXERCICES 


1. Combler les lacunes dans la démonstration du théorème 1, c’est-à-dire 
vérifier (sans se référer au cours d’Algèbre linéaire et de Géométrie) toutes leg 
assertions à commencer par l'égalité (2). 

2. En utilisant l'interprétation géométrique du groupe SU(2), montrer que 


(0, 1, 0, 0) # (0, 0,1,0) = (0,0, 0,1) # (0, 0, 1, 0) + (0, 1, 0, 0) 


(produit des points sur S%). Les mêmes points (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) considérés 
dans R(P*) sont permutables. 
3. Montrer que, si l’on dérive les coefficients des matrices unitaires 


Ki (t)= 


l t 
COS — à SIN — COS — —Sin — 1 
2 2 2 2 0 
=| | &o- . &@= | 
. Q Se se Q ne, 64 ii — 
isin- cos- sin + cos + 0 2 
par rapport à t et si l’on pose ensuite t — 0, on obtient les matrices 
i [[O 1 Î U O0 à Î i || 0 U 
= |1 0] pl 0 = he F5 201 | —Zhs 
qui constituent la base de l’espace M3 des matrices hermitiennes gauches 
_— ika pl | 
= ko ik: — ika ECS 
ayant une trace nulle: KX* — —X, tr K = 0. 


$ 2. Opérations des groupes sur les ensembles 


1. Homomorphismes G — $ (Q).— La théorie des groupes a com- 
mencé pour nous au chapitre 4 par des exemples de groupes de irans- 
formations, c’est-à-dire des sous-groupes du groupe S (Q) de toutes 
les applications bijectives de l’ensemble Q@ sur lui-même. Une telle 
approche correspond tant à la voie historique de développement de 
la théorie des groupes qu’à l’importance que les groupes de trans- 
formations présentent pour d’autres branches de la mathématique. 
Bien que la théorie des groupes, dite abstraite, fruit d’une époque 
plus récente (première moitié du XX siècle), se soit fort éloignée 
des groupes de transformations, beaucoup de ses notions portent 
l'empreinte des temps plus reculés. A savoir, la source de ces notions 
repose le plus souvent sur l’idée de réalisation (de représentation) 
d’un groupe donné G dans S(Q), où Q est un ensemble convenable- 
ment choisi. Par réalisation de G dans S(Q), il est commode d’en- 
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tendre tout homomorphisme ® : G— S (Q). Si ®, est une trans- 
formation (un élément) de S (Q) correspondant à Ÿ élément g EG, 
alors ®, = eg est la transformation identique Q —+ Q, et Den — 
= ®, e D, g, REG. L'image ®, (x) d’un point (d’un élément) 
x € Q par la transformation ®, est Souvent désignée tout simplement 
par le symbole gx, ce qui permet de parler de l’application (g, t)— 
gx du produit cartésien (G, Q) dans Q. Il serait plus correct d'écrire 
gozx ou gxzx pour éviter toute confusion avec la multiplication 
dans G, mais dans la plupart des cas cela n’est pas nécessaire. Les 
propriétés! de la transformation ®, indiquées plus haut s’écrivent 
sous la forme 


(i) CL =: T;: x € Q: 
(ii) (gh)x = g(hx); g,hEG. 


Chaque fois qu’il y a l’application (g, x) > gx du produit carté- 
sien G X Q dans Q, vérifiant les propriétés (i), (ii), on dit que le 
groupe opère (à gauche) sur l’ensemble Q et que {2 est un G-ensemble. 
D'autre part, ayant un G-ensemble Q, nous pouvons, à l’aide de la 
formule 


D, (x) = gx, xE Q, 


définir pour tout g € G une application D,: Q — Q. Ceci étant les 
propriétés (i), (ii) entraînent que ®: g— D, est un homomorphisme 
de G dans S (Q). On dit encore (surtout lorsque | Q | Loœ) qu’à 
l'opération de G sur Q est associée la représentation (@, Q) du groupe 
G dans le groupe de permutations. Le noyau Ker ® s'appelle noyau de 
l'opération du groupe G. Si ® est un monomorphisme (autrement dit, 
si g =zx, Vrx EQ = g—=e), on dit que le groupe G opère effective- 
ment sur l’ensemble Q. 


REMARQUE. — Toute opération de G sur Q induit une opération 
de G sur Q* — Q X ... x Q suivant la règle évidente g:(x,, ... 
.., Th) = (LT, . . ., gt). En outre, il y a une opération induite 
de G sur l’ensemble de toutes les parties S& (Q) (voir chap. 1, $ », 
exercice 4). Posons g@ = @ et gT = {gt |[t ET} si T est un sous- 
ensemble non vide de Q. Les propriétés (i), (ii) se vérifient immé- 
diatement. On comprend facilement que T et gT ont même puissan- 
ce, de sorte que G induit une opération sur des sous-ensembles de 
même puissance. 


2. Orbites et stabilisateurs des points. — On dit que deux points 
z, x’ E Q sont équivalents par rapport au groupe G opérant sur Q 
si x’ — gx pour un certain élément g € G. Les propriétés de réflexi- 
vité, de symétrie et de transitivité qu’on obtient facilement à l’aide 
de (i), (ii) (voir n° 1) montrent que nous avons affaire à une relation 
d'équivalence qui répartit Q en classes d'équivalence disjointes. On 
convient de donner à ces classes le nom de G-orbites. Il est naturel de 
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désigner une orbite contenant l’élément x, € Q par le symbole G (x) ; 
ainsi, G(xo) = {gxo | £ EG}. Pourtant, on utilise aussi d’autres 
désignations qui soulignent les particularités d’une telle ou telle 
opération de G sur Q. La notion d’orbite provient de la géométrie. 
Si, par exemple, G = SO(2) est le groupe de rotations sur le plan 
autour de l’origine ©, l’orbite d’un point P sera la circonférence de 
centre O, passant par P, alors que l’ensemble Q — R? sera la réunion 
des circonférences concentriques, y compris la circonférence de rayon 
nul (le point ©). Pour nous, la notion d’orbite n’est pas nouvelle non 
plus. Nous l’avons utilisée au chapitre 4 lors de la décomposition de 
la permutation x € S, en un produit de cycles indépendants. À titre 
de G. nous avions pris le groupe cyclique (x). 
Soit x, un point fixe de Q. Considérons l’ensemble 


St (to) = {8 € G | gro = to} G. 


Puisque exo = to et g,h E St (to) = gh71 E St (x). alors St (x,) est 
un sous-groupe de G. On l'appelle stabilisateur (ou sous-groupe sta- 
tionnaire) dans G du point xo € Q et on le désigne souvent par le 
symbole G,,. Pour le groupe SO(2) opérant sur l’espace R?, considéré 
plus haut, nous avons St (0) = SO(2) et St (P) =e,si P ZOO. 
Dans le cas général 


Eto = LT gg ESt (tm) LE £g St (to). 


Ainsi donc, les classes à gauche g St (x,) du groupe G suivant le 
stabilisateur St (x) sont en correspondance biunivoque avec les 
points de l'orbite G (x). En particulier, 


Card G (xs) = Card (G/St (xo)) = (G : St (xo)). (1) 


Ici, comme précédemment, G/St (x,) est l’ensemble quotient de G 
par le sous-groupe St (x,) et (G: St (x,)) est l'indice du sous-groupe 
St (to) de G. La puissance Card G (x,) est souvent appelée longueur 
de la G-orbite du point x,. 

De (1) et du théorème de Lagrange il résulte que la longueur de 
toute orbite par rapport à un groupe fini G est un diviseur de l'ordre du 
groupe. 

Fixons aussi notre attention sur le fait que le point x,, figurant 
au second membre de la relation (1), peut être remplacé par tout 
point x, € G (to). En effet, 


Card G (to) = Card G (x) = (G : St (x)). 
Une assertion plus forte, relative aux stabilisateurs, concerne la 
propriété suivante. Soit x, = go. Alors 
| St (25) gro = St (ri) 25 = 24 = ro, 
d’où 


g7TSt (x) &to = Los c’est-à-dire g”St (x) ga St (to). 
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De même 
g St (to) g7 € St (x), 
puisque 
St (Lo) 87" Ts = St (To) To — To — 87 Te 


On a donc l'égalité 
St (20) = 8 St (to) 8" — {ghg | h € St (xo)}. 
Dans l'esprit de l’exemple 1 considéré ci-dessous, deux sous-groupes 


H, H' € G sont dits conjugués si H' — gHg”! pour un certain g € G. 
Enonçons les résultats obtenus sous la forme d’un théorème. 


THÉORÈME 1.— Soit G un groupe opérant sur un ensemble Q. Si 
deux points xo, x, € @ sont dans une même orbite, leurs stabilisateurs 
sont conjugués: 


To = Bo > St (x) = 8 St (to) 877. 
Si Gest un groupe fini et 
Q — Q, U Q, U CPE U Q, 


est une partition de GQ en un nombre fini d’orbites de représentants 
Li; Lo) . +. Tr, alors 


[QI= À (G:St(). 0 (2) 
La formule (2) est à la base de nombreuses applications de la 
« méthode des orbites >» aux groupes finis. 


3. Exemples d’opérations des groupes sur les ensembles. — Nous 
ne nous étendrons que sur des exemples ayant trait à la théorie des 
groupes proprement dite. 


EXEMPLE Â (opération par conjugaison). — L'opération de tout 
élément g € G sur Q — G est définie par la formule 


ze I, (x) = gag”, NxeG. 


On pourrait écrire go x — gxg”!, mais nous préférons la désignation 
que nous avons déjà utilisée (voir chap. 4, $ 3, n° 2) pour l’auto- 
morphisme intérieur 7, correspondant à l'élément g € G. 
L'opération de g, identifiée avec l'opération 7, € Inn (G), s’ap- 
pelle conjugaison. Le noyau de l’application Z : gr T, est le centre 
du groupe G: 
Z(G)= {EG|1,(2) =2 VNgeG} = {26€ G|2g = gz, 


VgecGt). 


L'orbite de l'élément x € G — Q, désignée ici par le symbole æ, 
s'appelle classe des éléments conjugués, ou tout simplement classe 
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de conjugaison contenant x. Si a, b € x6, on écrit parfois a — b. 
! G 


Pour le stabilisateur St (x), appelé dans ce cas centralisateur de 
l’élément x, on utilise le plus souvent la désignation C (x) (ow 
Ce (x) s’il est nécessaire de porter l’accent sur le groupe G). 

D'après la remarque faite à la fin du n° 1, l’opération de conju- 
gaison agit aussi sur les sous-ensembles et les sous-groupes de G. 
On dit que deux sous-ensembles }, T € G sont conjugués, si T — 
— gHg”! pour un certain g € G. Soit H un sous-groupe de G. On 
convient de dire que 


N'(H) =St(4) = {g€G|gHg* = H} 


est le normalisateur du sous-groupe Æ dans G. En particulier, 4 4 G 
(7 est un sous-groupe distingué de G) si N (4) — G, ce qui est en: 
accord avec les définitions données au chapitre 4. Conformément à 
la relation (1), la longueur de l'orbite HG (le nombre de sous-groupes: 
conjugués de ) coïncide avec l'indice du normalisateur N (H) dans G.W 

Soient G un groupe fini et x£, . .., x6 ses classes de conjugai- 
son dont les q premières sont à un élément : 


2 — {x}, lt, «2: di =). 


Alors, Z (G) = {x1, ï2, . . ., xa} et les relations (1) et (2) s’écrivent. 
sous la forme 


[a (G:C (a) «”) 
161=1Z@1+, 2, (G:C (x). (2'} 


Supposons par exemple G = S,. Alors r — 3, q — 1 (c’est-à-dire- 
Z (S3) = e) et 


S3 — {e}U {(12), (13), (23)} U {(123), (132) 


est la partition de S; en classes de conjugaison. Les cardinaux de- 
ces classes (les longueurs des orbites) divisent 6 — | S, |, comme le 
prescrit la relation (1”). La relation (2’) conduit immédiatement à 
l’assertion intéressante suivante : 


THÉORÈME 2.— Le centre Z (G) de tout p-groupe fini G (groupe 
d'ordre p" >> 1, où p est un nombre premier) diffère du sous-groupe 
unilé. 

DÉMONSTRATION, — Si G est un groupe abélien, on a G = Z (G} 
etiln’y a rien à démontrer. Dans le cas contraire, r > q, (G : C (x;))= 
= p'i,n; > À pour i > q,et la relation (2’) mise sous la forme 


p=|Z(G)|+ 2 pi, 
i=q+1 


montre que [Z (G) | est divisible par p. E 
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L'existence d’un p-groupe non abélien s'établit sans peine. Il 
suifit de considérer le groupe des matrices triangulaires supérieures 


Aa c 
P—41|01bl}la, b,cez, 
001 


à coefficients dans un corps commutatif fini à p éléments. 


EXEMPLE 2  (translation).— L'application Z,: G—-G qui est 
définie par la formule Z, (g) — ag et que nous avons utilisée lors 
de la démonstration du théorème de Cayley (voir chap. 4, $ 3) est 
généralement appelée translation à gauche définie par a. Puisque 
eg = g et (ab) g = a (bg), les translations à gauche déterminent une 
opération de G sur lui-même qui induit une opération sur l’ensemble 
des parties du groupe G. Soient, en particulier, Æ un sous-groupe et 
G/H l’ensemble des classes à gauche gA, g€G. 

Il est clair que l’application 


(x, gH)r x (gH) = (xg) H 


définit une opération LE du groupe G sur G/H. Le noyau Ker LA 
de cette opération est l’ensemble 


{x EGILE (8H) = gH, VNgEG}={1€G, rgH = gH, VNgEeGj. 


En d’autres termes, x € Ker LA = g”! xg € H pour tout g€ G 
où, ce qui revient au même, x € gHg”!, VgEG. 
Ainsi 


KerLÆ= f gHg”! 
8geG 


est le plus grand sous-groupe distingué du groupe G, contenu dans 
H. L'efficacité de l'opération de G sur G/H est équivalente à l’ab- 
sence de sous-groupe À € H, K ee, distingué dans G. 

En tout cas, tout sous-groupe À d'indice nr de G peut être utilisé 
pour la représentation (LA, G/H) du groupe G par les permutations 
LA sur les classes de G suivant H. Cette représentation (peut-être 
non exacte, c’est-à-dire n'étant pas un monomorphisme) est beau- 


coup plus économique que celle obtenue à l’aide du théorème de 
Cayley. 


EXEMPLE 3 (groupes transitifs).— Un groupe de permutations 
G< S, opérant sur l’ensemble Q = {1, 2, ..., n} est dit transitif 
si l'orbite G; d’un certain point à € Q (et donc de tout point) coïncide 
avec Q. En d’autres termes, l'opération G X 2 — Q est iransitive 
sur ( si, pour tout couple de points à, j € Q, il existe au moins un 
élément g € G avec g (i) = j. 
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Soit QG] l’ensemble des parties ordonnées à k éléments de l’en- 
semble Q@. Le groupe G opérant sur { induit une opération sur Qt]; 
si, dans ces conditions, il y a transitivité sur Q[4l, G s'appelle groupe 
k-transitif sur Q. Par exemple, le groupe symétrique S$, est n-transi- 
tif sur Q, et le groupe alterné À, est (n — 2)-transitif. 

Tout groupe G opère transitivement sur l’ensemble G/H des classes 
à gauche de G suivant Æ (voir exemple 2). En effet, si g;H, g;H sont 
deux classes, alors g,g;' (g;:H) — g;H. C'est d'autant plus étonnant 
qu'on sache si peu de choses sur les groupes k-transitifs pour 4 > 5. 
Il existe même une hypothèse (non démontrée), avancée il y a plus 
de cent ans par C. Jordan, qui affirme que ces groupes ne sont qu’au 
nombre de deux: $S, et À4,. 

Nous nous proposons d'obtenir des résultats quantitatifs inté- 
ressants sur les groupes transitifs, dont nous aurons besoin par la 
suite. Soit G un groupe transitif sur Q. Le stabilisateur St (i) du 
point à € Q sera désigné par le symbole G;. Nous savons (voir théo- 
rème 1) que G; = g;Ggi', i = 1, 2,...,n (g, = e) si i = g; (1). 
En outre, les élémencs g; peuvent être choisis comme représentants 
des classes à gauche de G suivant G,: 


G= GU gGU - -. U 8nG. (3) 


En particulier, | G | = n | G, |, ce qui s'accorde avec les résultats 
généraux relatifs aux longueurs des orbites (voir n° 2). 


THÉORÈME 3.— Soient G un groupe transitif sur Q et N (g) le 
nombre de points de Q qui restent fixes lors de l'opération de tout g € G. 
A lors : 


i) D N(g =1G] (en divisant les deux membres de l'égalité 
gEG 
(i) par | G |, on obtient qu'« en moyenne » chaque élément laisse fixe 
un point); 
(ii) si G est un groupe 2-transitif, alors 


DIN (g)=21G]. 
gEG 
DÉMONSTRATION. (i) — On a 
DIN (@)= 2 T(); 
g€G j=1 


où l'(j) est le nombre d’éléments de G laissant fixe le symbole j. 


Autrement dit, l'(j) = |G;|. Or, en raison de la transitivité, 
1G | = |g;Gg'|=16G, |, où g; sont pris de la décomposition 
(3). Donc 


D N(g= D I1G;1= > |Gl=n|G|=1G|]. 


geG j=1 J=1 
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(ii) La condition que G est 2-transitif signifie que le stabilisa- 
teur G, opère transitivement sur l’ensemble Q, — QNX{1}, c’'est-à- 
dire que les G;-orbites seront {1} et Q,. Soit N° (x) le nombre de 
points de Q@, qui restent fixes lors de l’opération de x € G.;.Larela- 
tion (i) appliquée au couple (G;, (,) donne 


2 N' (x) = |[G |. 


Puisque N(z)—1+N'(x) pour tout xE€G, (on ajoute le point 
4), il vient 


D N(x)=2|Gl. 
xEG1 


On a exactement les mêmes relations pour tous les autres G;: 
> N(x)=21G;|=21G |. 
x€G ; 


J 
En sommant sur j, on obtient 


D D N(x)=2n|G|=21G|. 


Ici, NV (x) est compté une fois pour chaque sous-groupe G; qui con- 
tient x. Or, x laisse fixes V (x) points, et par conséquent il est con- 
tenu exactement dans W (x) sous-groupes G;. Cela signifie qu’à cha- 
que élément x il correspond dans la somme le terme NW (x)°. D'autre 
part, tout élément y € G non contenu dans la réunion |JG; permute 


J 
tous les points, de sorte que NW (y) — 0. On peut donc écrire la rela- 
tion 


DN(GP=2 2N(x)=216|. EH 
g€G j=1 x6G; 


4. Espaces homogènes.— Le cas qui présente un intérêt particulier pour 
la géométrie est celui où Q est un espace topologique (par exemple, la droite R 
ou la sphère S?), G est un groupe dit continu (ou topologique) et l’opération 
(g, x) + gx est soumise à une exigence judicieuse : 

(iii) f (g, x) — gx est une fonction continue de deux variables g et x. 

Un groupe G opérant sur Q de manière à vérifier les propriétés (i), (ii) du 
n° { et (iii) s'appelle groupe des déplacements de l’espace Q. Ceci étant, on peut 
considérer des déplacements qui conservent une métrique quelconque sur Q. 
On dit que l’espace Q est homogène si G opère sur Q transitivement au sens de 
l'exemple 3, c’est-à-dire si tous les points de @ appartiennent à une seule et 
même G-orbite. 

Des considérations générales présentées aux n9$ 1 et 2 on peut déduire qu’il 
y a une correspondance biunivoque entre les points de l’espace homogène @ 
et les classes de G suivant l’un des stabilisateurs H. Ceci étant, au déplacement 
g € G de l’espace Q correspond l'application g’H + gg'H sur l’ensemble G/H. 

Proposons-nous de considérer d’un nouveau point de vue l’exemple bien 
connu du groupe SO(3) que nous avons examiné au $ 1. Il est commode de se 
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représenter le sroupe SO(3) comme opérant sur une sphère unité S? de dimension 
deux. Il est évident qu’à tout couple de points P, Q € S? correspond un déplace- 
ment (une rotation) qui transforme P en Q, c’est-à-dire que S? est un espace 
homogène avec le groupe des déplacements SO(3). Le stabilisateur St (P) de 
tout point P € S? laisse fixe tout l’axe passant par P et par le centre O de la 
sphère. Par conséquent, St (P) æ SO(2) est un groupe des rotations du plan 
perpendiculaire à l’axe OP. 

Les éléments du groupe SO(2) étant identifiés avec les points de la circonfé- 
rence $1 de rayon unité, le groupe SO(3) peut être représenté sous la forme d’un 
gâteau dont les feuilles sont des cercles unités « numérotés » par les points de 
la sphère de dimension deux SO(3)/S1 = S?. Dans ce cas on dit que l’on a affaire 
à une décomposition en fibres (une projection p: SO(3) — S?) de base S? et de 
fibre p-1 (P) à S', P € S?. Le sens exact de ces notions étant expliqué dans les 
re e Géométrie et de Topologie, nous nous contenterons de ce qui vient 

être dit. 


EXERCICES 


1. Soient D et D’ des homomorphismes d’un groupe G dans S (Q) et S (Q’) 
respectivement. Les opérations qu'ils définissent sur { et sur Q’ sont dites 
équivalentes s’il existe une application bijective o : Q@ — Q” qui rend le diagramme 


O 
Q —— Q' 
D Fe 
ue 
Q —— © 


commutatif pour tout g € G. Ainsi, Dé = 0 g071. Démontrer que toute opéra- 
tion transitive du groupe G est équivalente à l’opération de G sur les classes 
à gauche suivant un certain sous-groupe A. (Indication. Prendre pour À 
le stabilisateur G, du point 1 € Q, utiliser la décomposition (3) et poser © (i) = 
= g,G.. 
sa, : En s’appuyant sur le théorème 2 démontrer que tous les groupes d'ordre p? 
{p est un nombre premier) sont abéliens. 
3. Montrer que le centre du groupe P indiqué à la fin de l’exemple 1 est 


de la forme 


4 O0 c 
0 O 1 


Déterminer les classes de conjugaison du groupe ?. : 
(Indication. Porter attention au fait que tous les éléments du groupe 


P sont de la forme 


1 1 0 1 0 0 1 0 1 
g=AiBiCk, où A4=|l0 1 0, B—|0 1 1|, c=|0 1 o|; 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 


si gé Z (P), alors Cp (g) = (8) Z (G), | Cp (g) | = p°.) 

4. Soit n un entier naturel. Mettons-le sous la forme d’une somme n — 
= M +no +...+ nm AVEC MmM>m>...>nm > 1. Le nombre de toutes 
ces partitions, avec m — 1, 2, . . ., sera désigné par p (n), de sorte que p (3) — 
= 3,p (4) = 5, etc. La décomposition x = mn: . . . M, de chaque permutation 
x € S, en un produit de cycles indépendants (voir chap. 4, $ 2) définit de façon 
univoque la partition du nombre n. Montrer que les classes de conjugaison du 
groupe S$, sont en correspondance bijective avec les partitions du nombre 
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n. (Indication. Si o€S,et 7 = 7 ...m; alors on071 = 07,071... 
+. Ofm0 1; On à aussi Oe(igio « « « ip)-071 = (0 (iy) O (ie) . . . G (ix)) pour 
tout cycle (i,,is ...i,) de longueur 4.) 

5. Soit x € S, une permutation s’écrivant sous la forme d’un produit der 
cycles de longueur 1, de s cycles de longueur 2, de t cycles de longueur 3, etc., 
de sorte que n = r + 2s + 3t + ... Montrer que la puissance de la classe 
de conjugaison de S,, contenant la permutation x, s'exprime par la formule 


BR = 0) 
Arr] 238s13tt1 ...° 


6. Soit G un groupe opérant sur un ensemble Q. On dira qu’un sous-ensemble 
F & Q est invariant par rapport à G (ou G-invariant) si gx € T pour tout g € G 
et tout x € l. Par exemple, les anneaux concentriques sont des ensembles inva- 
riants lors de l'opération SO(2) X R? — R2. 


EL 


Montrer que tout sous-ensemble invariant de Q est une réunion des orbites et 
que la G-orbite de tout élément x € Q n’est autre chose que le sous-ensemble 
invariant le plus petit contenant x. 

7. Etant donné un groupe G contenant H comme sous-groupe montrer que 
l’opération H X G—+G, définie par la translation (k, g)r—> hg, définit la 
partition de G en classes à droite de G suivant H. 

8. En modifiant la démonstration du théorème 1 obtenir la relation 


(CD D N' () 
8€G 


où r (G: Q) est le nombre d’orbites du groupe des permutations G opérant sur 


l'ensemble Q. (Indication. Dans la somme SN (g) chaque élément x € Q 
est compté | St (x) | fois. Donc, la contribution que les éléments, situés dans la 


nr no que x, apportent à D: (g) est égale à (G: St(x)) | St (x) | = 


$ 3. Quelques constructions 
de la théorie des groupes 


Ce paragraphe et surtout son n° 1 présentent certaines difficul- 
tés, aussi convient-il d’y revenir plusieurs fois pour pouvoir assimi- 
ler, à l’aide des exemples concrets, quelques notions abstraites. 

1. Théorèmes généraux sur les homomorphismes des groupes.— 
Comme nous l’avons vu au chapitre 4, $ 4, à chaque sous-groupe dis- 
tingué XÀ d’un groupe G est associé un certain nouveau groupe G/K 
appelé groupe quotient du groupe G par X. Ainsi, avec l’épimorphis- 
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me D: SU(2) —SO(3) décrit au $ 1, il est naturel d'introduire le 
groupe quotient SU(2)/{+E£} et de le comparer à l’image Im ® — 
— SO(3). On se rend compte sans peine que SU(2)/{+E} æ SO(3). 
Or, pour ne pas reprendre chaque fois tous les raisonnements, il est 
utile d'établir quelques faits généraux relatifs aux sous-groupes, aux 
homomorphismes et aux groupes quotients. Dans ce qui suit, la 
notation À < G signifie que Æ est un sous-groupe distingué de G. 


THÉORÈME 1 (théorème fondamental d'homomorphie).— Soit 
po: G-—> H un homomorphisme des groupes de noyau K = Ker ®. À lors, 
K est un sous-groupe distingué de G et G/K = Im œ. Réciproquement, 
si K KG, il existe un groupe H (à savoir G/K) et un épimorphisme 
mn: G—- H dont le noyau co’ncide avec K (n est souvent appelé applica- 
tion naturelle ou encore homomorphisme naturel). 


DÉMONSTRATION.— Nous savons déjà que Ker ® — Æ<G (voir 
chap. 4, $ 3, théorème 3). Définissons l'application : G/K — I] en 
posant 


p (&K) = y (e). 


Si g1X = g8,K, alors gg, € K, @ (g5"g:) — e et donc  (g:1) — 
= p (g.), ce qui signifie que l'application œ est définie correctement 
(c'est-à-dire ne dépend pas du représentant choisi dans la classe). 


Puisque _ p(g1X 82) = @ (g182X) = p (8182) = ® (81) p (2) = 
=  (g.K) @ (8:K), il vient que œ est un homomorphisme. En réalité, 
y est un monomorphisme, car @ (£g,K) — œ (g,K) entraîne œ (g,) = 
— p (8), d’où œ (g'e,) = e, ge, € K'et g,K = g,K. Il est aussi 
clair que Im @ = Im œ. Aussi, œ est-il l’isomorphisme cherché de 
G/K sur Im . 

Réciproquement, soit À < G. Prenons pour x une fonction qui à 
tout élément de G associe sa classe à gauche suivant Æ, c’est-à-dire 
posons x (g) = gK. Il est clair que toutes les propriétés requises sont 
vérifiées. 

Il convient de remarquer que la donnée du noyau ne définit pas 
l’homomorphisme de façon univoque. Par exemple, les automorphis- 
mes g-—> g et g—>g"! d’un groupe abélien, dont l’ordre est un nombre 
premier p > 2, sont différents bien que leurs noyaux coïncident 
(= e). 

Ayant un homomorphisme p : G—-G.; et un sous-groupe HE G, il 
est naturel de considérer la restriction £ |; et l’image du sous-groupe 
H par cet homomorphisme. Le théorème qui suit simplifie fortement. 
l'analyse de toutes les situations possibles. 


THÉORÈME 2 (premier théorème d’isomorphie).— Soient G un 
groupe, H et KÆ ses sous-groupes, K étant un groupe distingué de: 
G. Alors, HK = KH est un sous-groupe de G contenant K. L'inter- 
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section H {\ K est un sous-groupe distingué de H et l'application 
po: AK — h(HN K) 
est un isomorphisme des groupes 


HKIK = H/H( K. 


DÉMONSTRATION.— La condition À < G mise sous la forme gK — 

— Kg, g€G, signifie en particulier que kK — Kh pour tout h € H. 

L'ensemble HK = {hk|hE€H, k€ K} est constitué d’un certain 

nombre de classes AK: HK — URK. En y remplaçant AK nous 
h € 


obtenons l'égalité 
HK = [J AK=— |) Kh—KH. 
heH hEH 

Il est évident que l'élément unité e, qui est contenu dans H et K, 
l’est également dans AK. On a aussi (hk)! = k-th-" € KH — HK 
et donc les inverses de tous les éléments de ZX appartiennent, eux 
aussi, à HK. Enfin, HK-HK = H.-KH.K = H-HK.K = HK, 
c'est-à-dire l’ensemble AK est stable pour la multiplication. On 
voit que le sous-ensemble J K € G est un sous-groupe de G. 

Puisque À € HK et K 4G—= K < HK, il y a lieu de parler du 
groupe quotient AK/K. Soit n: G— G/K l'épimorphisme naturel et 
Ho — T [x la restriction de x à H. Son image Im x, se compose de 
classes hK, h € H, c’est-à-dire de toutes les classes de G suivant Æ 
ayant des représentants dans A. Autrement dit, Im x, — HK/K. 
Ainsi, nous avons l’épimorphisme 


To: H —- HK/K. 


Son noyau Ker x, se compose de k € H pour lesquels 9 (h) = kK — 
— K est l'élément unité de HK/K. Or, RKk—K—=RhEHNK, 
d’où Ker x, — HN K. Comme tout noyau d’un homomorphisme, 
H MN K est un sous-groupe distingué de Æ (ce qu’on vérifie sans peine 
d'une façon immédiate). 

D'après le théorème fondamental d’homomorphie (théorème 1), 
la correspondance n,: k (HN K)+ 50 (h) — hK établit un isomor- 
phisme H/H N\ K = HK/K. Puisque x, est une application bijecti- 
ve,p= nm, !: hKr+-> h (H f\ K) est aussi un isomorphisme des groupes 
HK/K et H/HN K. HE 

S’il existe un premier théorème d’isomorphie, on doit en avoir 
un deuxième. Il en est ainsi réellement, mais nous n’allons énoncer 
que sa variante allégée qui porte un nom spécial. 


THÉORÈME 3 (théorème de correspondance). — Soient G un groupe, 
H et K ses sous-groupes tels que K 94 Get K€ H. Alors H — H/K est 


un sous-groupe de G = G/K et n* : H:- H est une application bijective 
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de l’ensemble Q (G, K) des sous-groupes de G contenant K sur l’ensem- 
ble Q (G) de tous les sous-groupes du groupe G. Si HE (G, K), alors 
H&GH Get 

GIH & GIH = (G/K)/{HIR). 


DÉMONSTRATION.— Soit À € Q (G, K). De la définition de G/K 
il est immédiat que /7/K est un sous-groupe de G/X. Pour nous assu- 


rer que l'application n* : A+ IT est injective, considérons deux sous- 
groupes {,, H,EQ(G, K) tels que H,/K — H,/K. Alors, M€ 
EH,=hk = RK,h Es = h,K et, puisque KE H,, on a 
h1 E H,, d’où A, € A,. On vérifie de même l'inclusion #, € H.. 
Par conséquent, . 1, = À,. 

Montrons maintenant que l'application n* est une surjection. 
Soient Æ € Q (G) et Æ l’ensemble des éléments de G dont se compo- 
sent toutes les classes suivant À qui sont les éléments du groupe 
He G. Alors, on a en particulier KE Heta, be H=aK, bK € 
€ H=abK = aKbK EH=æabEH et aEH=+aK EH=+a "K — 
— (aK)7 € Ha € Hi Par conséquent, Æ est un sous-groupe de 
G, et H — H/K (I est appelé généralement image réciproque dans G 
du sous-groupe À € G). 

On a une implication assez évidente Æ € G (G, K), H 4 G— 
= H Q G qui découle formellement des égalités gK -hK (gK)* = 
— ghg”\K — R'K € I vérifiées par tous les g € G, hk € H. Pour les 
mêmes raisons, À 4 G=ghg"!}K = gK.hK (eK)!=h'K = ghg"!"€ 
EH=H 9 G. 

Enfin, dans la situation H € Q (G, K), H < G, on peut considé- 
rer, d’après ce qui a été démontré, deux épimorphismes naturels 


n: G— GK; n: G— GiH 
(x (2) = £A, où g = gK € G) et leur composée 
o=neon: G—+ G/H, 


qui est un épimorphisme défini par la loi © (g) — n (g) = gH. On a 
Kero = {g€Glo(g) = 1H} = (gEGIgEH} = {gEG]|EeK — 
= hkK pour un certain k € H} = H. Par suite, d’après le théorème 
fondamental d’homomorphie, l'application gH + gH est un iso- 
morphisme entre G/H et G/H. 

EXEMPLE 1. — Soit n — dm un entier naturel ayant un diviseur d > 1. 
Il est évident que nZ © dZ et que l’application z + dx + n Z est un épimor- 


phisme des groupes additifs: Z — dZ/nZ ={dit+nZli—=0,1,..., m—1} 
ayant le noyau m Z. En raison du théorème 1, on a l’isomorphisme 


Zm = Zim Z &d 7m? 
49—0877 
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(ce qui est d’ailleurs évident), En utilisant le théorème 3, on trouve 
Zjd Z = (Zin Z){(d Zn Z), c’est-à-dire Za & Zh/Zm 


En se rappelant le théorème 5 du chapitre 4, $ 3, on arrive à la conclusion 
que tous les sous-groupes et tous les groupes quotients d’un groupe cyclique sont 
encore des groupes cycliques. 

Certes, ce résultat peut être obtenu aussi sans avoir recours aux théorèmes 
sur les homomorphismes. 

EXEMPLE 2. Considérons dans le groupe symétrique S,; les sous-groupes 

V, = {e, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} < S4 (voir exercice 4, $ 2), 

Sy — {e, (12), (43), (23), (123), (432)) 

(dans ce cas, S; est un stabilisateur du point i = 4). 
Puisque, évidemment, S3 f\ V4 = e, on a d’après le théorème 2, pour le 
sous-groupe À = S3V,: 
HIV, & SalSa N Va Sa 
En particulier, | H| =] V,| | Sa | — 24, c'est-à-dire H = S,. Aïnsi, S, pos- 
sède un sous-groupe isomorphe à $, et un groupe quotient analogue. En appli- 
quant le théorème 3, nous obtenons la liste des éléments de l’ensemble Q (S,, V4) 
des sous-groupes de $, contenant V,: 
Q (Sas Va) = {Vas ((12)) Vas ((13)) Vas ((23)) Vas A4 = ((123)) Vas Sa}. 


Fixons notre attention sur le fait que pour tout diviseur d du nombre 24, il 
existe dans $, au moins un sous-groupe d'ordre d. En particulier, il y a exacte- 
ment quatre sous-groupes ((123)), ((124)), ((134)), ((234)) d'ordre 3 et trois 
sous-groupes ((12)) Va, ((13)) V4, ((23)) V, d'ordre 8 (ce sont des sous-groupes 
appelés 3-sous-groupes et 2-sous-groupes de Sylow). Les sous-groupes distingués 
propres (c’est-à-dire = e et S,) ne sont qu’au nombre de deux: V, et 44. 

En effet, si À < $, et À N V, He, alors K= V,, car les éléments de V, 
qui diffèrent de l’unité sont tous conjugués par rapport à S,. En revenant à l’en- 
semble Q (S,, V4) nous voyons que À = V, ou 4,. Si KÀ N V,— e, on a évidem- 
ment XV, =£ A4. Par ailleurs 

KI Sy Va A Sa > KV, Sa, 


et il ne reste qu’à admettre que XV, = S,, K æ S3 si K  e. Or, dans ce cas X 
contient une transposition (car À f V4 — e), et toutes les transpositions sont 
conjuguées dans S, et engendrent S,. D'autre part, elles doivent être contenues 
dans À puisque À < S,. La contradiction ainsi obtenue signifie que le cas 
K NV, =e est impossible. 


2. Groupes résolubles.— L'expression 
x, yl = xyx y, 
appelée commutateur des éléments x, y d’un groupe G, sert de terme 
correcteur nécessaire pour intervertir x et y: 
ay = [x, yl y. 
Si x et y sont commutables, alors [x, y] = e. On comprend intuitive- 
ment que plus grand est le nombre de commutateurs différant de e 
dans le groupe G, plus la loi de multiplication définie sur G diffère de 
la loi commutative. Soit M l’ensemble de tous les commutateurs de 
G. On appelle sous-groupe dérivé (ou encore commutant) du groupe G 
le sous-groupe G’ (— G® — IG, G]l), engendré par l’ensemble M 
(voir chap. 4, $ 2, n° 2): 
G = (x, yllx, y EG). 
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Bien que [x, y}! = yzy-1x"1l = [y, x] soit un commutateur, le pro- 
duit de deux commutateurs ne doit pas être nécessairement un com- 
mutateur, de sorte que G” se compose de tous les produits possibles 
de la forme 


[ts Val [dos Yol + . « [Tn, yrl avec t;, y; € G. 


Certes, dans chaque cas concret il est désirable d’avoir une des- 
cription plus précise du sous-groupe dérivé G’. 


ExEMPLE. — Soit G— S,. Le commutateur [a, B] = afa-1f-1 de deux 
permutations quelconques «, B € S, est évidemment une permutation paire. 
Donc, S,€ 4,. On a ensuite 

Gj) GX) Gj)7 GA) = (Gi) GX) () GX) = (5x). 


Vu que les cycles triples (ijk) engendrent tout le groupe alterné 4, (voir chap. 4, 
& 2, exercice 8), nous concluons que S; = À 


Remarquons que Sn <] S, et le groupe quotient S,/Sn est abélien. 


En revenant à la situation générale, considérons un homomor- 
phisme quelconque des groupes ®: G—- G. Puisque 


e (x, y) = p Gyr y) = p (x) p () p &)19 w) 1 = 
= [p (@&), ® Y)l, 


on ap(G&)e (G)', et @ (G’) = (G)’si pest un épimorphisme. Soient 
maintenant À un sous-groupe distingué de Get @ = 1,:x— axa”t 
est un automorphisme intérieur du groupe G, qui induit un endomor- 
phisme quelconque sur K. Du fait de ce qui précède, 7, (K') & K 
pour tout a € G; en d’autres termes 


K G=KkK' 4G. (1) 


En particulier, on a G’  G. Démontrons maintenant une assertion 
générale qui met en évidence le sens interne de la notion de sous- 
groupe dérivé. 


THÉORÈME 4.— Tout sous-groupe K € G contenant le sous-groupe: 
dérivé G’ du groupe G est un sous-groupe distingué de G. Le groupe quo- 
tient G/G' est abélien, et G” est inclus dans tout sous-groupe distingué K 
tel que GK est abélien (en particulier, l’ordre maximal du groupe 
quotient abélien G/K est égal à l'indice (G: G')). 


DÉMONSTRATION.— Si x € K, gE€G et GK, alors greg”! — 
= (grg ir x — [g, 11x EG'K = K, de sorte que X < G. Les 
conditions G € K, K < G, qui sont satisfaites en particulier pour 
K = G' (voir (1)), entraînent que 
[aK, bK] = aK.bK a” K .b!K — aba-1b-!K — 


Go EK=RK, 
19% 
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c’est-à-dire que le commutateur de deux éléments quelconques du 
groupe quotient G/X est égal à l’élément unité (— Æ). Par consé- 
quent, G/K est un groupe abélien. Réciproquement, si À QG et le 
groupe quotient est abélien, alors 


[a. b] K = [aK, bK] = K 


quels que soient a, b € G. Par suite, [a, bEK et G &K, car G’ 
est engendré par les commutateurs. 


REMARQUE.— Nous savons maintenant que tout groupe G con- 
tient deux sous-groupes distingués importants: le centre Z (G) et 
le sous-groupe dérivé G’. Le lien entre ces sous-groupes est assez 
faible, néanmoins la loi générale est la suivante: plus G « se rap- 
proche » d’un groupe abélien, plus Z (G) est grand et plus G’ est 
petit. Il y a un fait plus intéressant : 


Le groupe quotient G/Z (G) d'un groupe non abélien G suivant le 
centre Z (G) ne peut pas être cyclique. 


En eflet, si G/Z (G) était un groupe cyclique, alors on aurait 
G—{) a°Z (G) et tout élément de G serait de la forme g = a'z, 


? 
z EZ (G). Dans un tel cas on aurait [g, hl = [aïz, aÿz'] — aiti-i-i x 
X [z, z'] — e, quels que soient les éléments £g, AE G, G —=e et G 
serait un groupe abélien, ce qui contredit l'hypothèse. 
Dans G’ on peut aussi considérer un sous-groupe dérivé (G’)' — 
— G” appelé sous-groupe dérivé second (deuxième commutant) du 
groupe G. En réitérant ce procédé nous pouvons définir le sous-groupe 
dérivé k-ième G% — (G*#-D)', D'après (1), G* < G et à plus forte 
raison G% < GÀ-D, On obtient ainsi une série de sous-groupes 
distingués 
GD> GG QG A... D GE GE... (2) 


avec des groupes quotients abéliens G#/G+, 

Un groupe G est dit résoluble si la série (2) se termine par un sous- 
groupe unité, c’est-à-dire si G°° = e pour un certain indice m, le 
plus petit, qui s'appelle degré de résolubilité du groupe G. Il est évi- 
dent que tout groupe abélien, notamment tout groupe cyclique, est 
un groupe résoluble de degré 1. En outre, tout groupe résoluble G de 
degré de résolubilité m contient un sous-groupe distingué abélien 
=£ e, à savoir G"-D, Comme le montrent les exemples considérés plus 
haut, S, — 4,, À, = V,, V, = e. Par suite, le groupe alterné À, est 
un groupe résoluble de degré 2, et le groupe symétrique S, est un 
groupe résoluble de degré 3. 

Les groupes résolubles doivent leur nom à la théorie de Galois 
dont il a été déjà fait mention plus haut (voir chap. 1, $ 2, n° {). 
La résolubilité du groupe S, et de tous ses sous-groupes est à l’ori- 
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gine de la résolubilité par radicaux des équations algébriques de 
degré n < 4. Nous renvoyons pour plus de détails aux ouvrages re- 
commandés au début de la partie II. 


3. Groupes simples.— Il existe des groupes - e qui coïncident 
avec leur sous-groupe dérivé et donc ne sont pas résolubles. De plus, 
nous allons établir maintenant l’existence de groupes non abéliens 
qui ne contiennent pas du tout de sous-groupes distingués non tri- 
viaux (=£e et G). On convient de donner à ces groupes le nom de grou- 
pes simples. 


LEMME.— Tout sous-groupe distingué K d'un groupe G est réu- 
nion d'un certain ensemble de classes de conjugaison du groupe G. 


En effet, si x € K 4 G, on a aussi gxg”! € KÀ pour tout g€G. 
Par conséquent, Æ contient avec chaque élément x € À toute la 
classe des éléments conjugués 16, et À — (|] x£. 

iET 
THÉORÈME 5.— Le groupe alterné À; est un groupe simple. 


DÉMONSTRATION.— En effet, en plus de la permutation unité e, 
le groupe 4; comporte 15 éléments (ij) (kl) d'ordre 2 (trois éléments 
de cette forme dans le stabilisateur de chacun de points 1, 2, 3, 4, 5), 
20 — 2 (5) éléments (ijk) d'ordre 3 et 24—4! éléments (iii) 
d'ordre 5. Les éléments d'ordre 2 sont tous conjugués : ils sont évi- 
demment conjugués dans S;, la conjugaison pouvant être réalisée par 
des permutations paires, puisque le stabilisateur (relativement à 
l'opération de conjugaison) de l’élément: (12)(34) comporte une 
permutation impaire (12). Il en est de même des éléments d'ordre 3. 
Quant aux éléments d'ordre 5, conjugués dans $,, ils se répartissent 
dans le groupe À, en deux classes dont les représentants sont 
_(12345) et (12354). En effet, (45) (12345) (45)-! — (12354), et le 
centralisateur (— stabilisateur) de l’élément (12345) dans 4, est le 


15 


20 | 12 | 12 


(12) (34) | (123) | (12345) (12354) 


groupe cyclique d'ordre 5 engendré par cet élément. Ainsi nous avons 
le tableau dont la ligne inférieure indique les représentants des clas- 
ses de conjugaison, et la ligne supérieure, les puissances de ces clas- 
ses. 

Soit maintenant ÆÀ un sous-groupe distingué de 4;. D’après le 
lemme, 


LK | = 8141 + 6, 15 + 64-20 + 6, 12 + 66 12, 
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où Ô, = 1 (care € K) et 6; — 0 ou 1 pour i — 2, 3, 4, 5. On s'assure 
aisément que la condition imposée à | À | d’être diviseur de l’ordre 
| 45 | = 60 (théorème de Lagrange) ne laisse que deux possibilités : 

a) do = 08 —= 0, = 0 = 0; K = e, 

b) 0 = 03 = 0, = Ô5 = 1,  K = À, 
ce qui démontre que À est un groupe simple. 

On peut montrer maintenant, par récurrence sur n, que fous les 
groupes An, n > 9, sont simples (résultat de E. Galois). Puisque les 
sous-groupes des groupes résolubles sont résolubles (H & G=H" & 
e GP, k = 1, 2, ...), le théorème 5 entraîne au moins que le 
groupe symétrique S, n’est pas résoluble pour n > 5. 


THÉORÈME 6.— Le groupe des rotations SO(3) est un groupe simple. 


DÉMONSTRATION.— En vertu du théorème 3, il suffit de s'assurer 
que tout sous-groupe distingué À du groupe SU(2) contenant le 
noyau {EE} de l’épimorphisme D: SU(2) —+ SO(3) (voir $ 1, n° 3) 
et différant de {HÆ} coïncide avec SU(2). La relation (5) du $ 1 
peut être interprétée d’une autre manière, en disant que chaque 
classe de conjugaison du groupe SU(2) contient une matrice diago- 
nale dy — boy — diag {ei®, e-i®}, Vu que le sous-groupe Æ est 
réunion d’un certain ensemble de classes de conjugaison du groupe 
SU(2) (voir lemme), on peut, sans restreindre la généralité, poser 
do € À pour un certain @ > 0 tel que sin @ 0. 

K doit également contenir tout commutateur de la forme 


fé : __. eip 0 æœ fBllle-i® O [la —8$ L 

om 8l=de(gdes)= |, _E allo «ls «al 
ja l2+] B Ier | 

À Us tep+isre-æl 

où [a [2 + |B[?— 1 (voir $ 1, relation (3)). Pour la trace de la 


matrice [d, gl on obtient l'expression suivante 
tr id, g1=21a fl +16 (er +e #9) =2(4—216 F sin). 


Ici, |B | prend toute valeur comprise dans l'intervalle [0, 1] et 
sin @ 0. De nouveau, en raison de la relation (5) du $ 1, il 
existe une matrice unitaire k € SU(2) telle que hd, glh! — 
— di — diag {eïŸ, e-iv} avec dy € K. Puisque eïŸ, e-#Ÿ sont racines 
de l'équation caractéristique! 


M2 + (4IB sin ®—2)à+1—=0 


de la matrice [d,, gl, nous obtiendrons pour 1 tous les points du 
segment [0, 2] lorsque | $ | parcourt les valeurs de 0 à 1. Aïnsi 
donc, À contient tout élément dy et la classe de conjugaison définie 
par le paramètre 4, 0 & 4 2. Puisque pour tout 6 > Ü il existe 
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un nombre naturel n satisfaisant à la condition 0 <# =* < 2, 


on peut affirmer que À contient un élément donné d’avance d; — 
+. LR 


Les théorèmes 5 et 6 permettent de conclure à eux seuls que la 
classe de groupes simples contient aussi bien des groupes finis que 
des groupes infinis, importants pour les applications. Il peut paraître 
bien étonnant que jusqu’à présent on ne dispose pas d’une description 
raisonnable de tous les groupes simples finis et il n’est pas clair si 
on peut l'obtenir. 


4. Produits de groupes.— Nous allons examiner maintenant une 
structure qui permet de construire de nouveaux groupes à partir des 
sroupes donnés et que nous avons déjà rencontrée dans divers cas 
particuliers. 

Nous appellerons produit direct (extérieur) de deux groupes arbi- 
traires À et B l’ensemble À X B de tous les couples (a, b), où a € À, 
b € B, muni de l'opération binaire 


(a, b:) (a, ba) or (aie, b:b:). 
A la rigueur, il faudrait écrire (a;, D.) + (a,, b,) = (a, ° a, b, D b»), 
où +, o, [] sont les opérations binaires définies respectivement sur 
A,Bet À X B, mais pour simplifier les notations nous conviendrons 
de désigner toutes les opérations par un point (d’ailleurs, en l’omet- 
tant lui aussi). En cas de la notation additive des groupes, par exem- 
ple abéliens, il est naturel de parler d’une somme directe À @ B. 
L'ensemble À X B contient les sous-groupes À X e, e X B iso- 
morphes respectivement à À et à B (encore une convention: les 
éléments unités de À et B sont désignés par le même symbole e). 
Il est évident que l’application ®: À X B— B X À, définie par 
l'égalité œ ((a, b)) = (b, a), établit un isomorphisme des groupes 
A X Bet B X À. Dans le cas où l’on dispose de trois groupes À, 
B, C, on peut parler des produits directs (A X B) X C et À x 
xX (B X C). En posant  (((a, b), c)) — (a (b, c)), on s'assure aisé- 
ment que 
A4 XBXCZ=AX(BXC). 


Les propriétés de commutativité et d’associativité du produit direct 
nous permettent de parler d’un produit direct de n'importe quel 
nombre fini de groupes G;, G,, . .., G, et d'écrire 


Gi X GX... XGn=]I[] G; 
1—=1 


sans indiquer de façon explicite, à l’aide de parenthèses, l’ordre dans 
lequel sont pris deux à deux les produits directs. 


THÉORÈME 7.— Soit Gun groupe contenant des sous-groupes distin- 
gués À et B. Si AN B=eet AB = G, alors G = À X B. 
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DÉMONSTRATION.— De l'égalité AB = G, il résulte que tout élé- 
ment g E G s'écrit sous la forme g — ab, où a E À, bE B. Si, de 
plus, g —a,b,, a € À, b, € B, alors ab = a,b,=a; "a = bb" 1€ 
EAN B—e. Par conséquent, a, — a, b, — b et nous arrivons à 
la conclusion que l’expression g = ab est unique. On a aussi À < 
IAG—=k—a(ba tb} — aa €EA;, BIG—=k— (abat) b-t — 
— b'b-TEB, c'est-à-dire le commutateur k € À NN B — e est l’élé- 
ment unité et donc ab = ba. 

Définissons maintenant l’application @: G—- À X B en posant 
o (g) = (a, b) pour tout g — ab. Du fait de ce qui précède  (gg') = 
— @ (aba'b") = œ (aa'bb') — (aa°, bb") = (a, b) (a', b') = œ (ab) X 
X œ (a'b") = œ (g) p (g’). En outre @ (ab) = (ee) —a=e,b=e, 
c’est-à-dire Ker ® = e. L’épimorphie de w est évidente. Aïnsi donc, 
satisfait à toutes les propriétés d’une application isomorphe des 
groupes. Ék 

Un groupe G qui satisfait aux conditions du théorème 7 est appelé 
produit direct (intérieur) de ses sous-groupes À, B. A la différence du 
produit direct extérieur, G contient comme facteurs directs les grou- 
pes À, PB eux-mêmes et non pas leurs copies isomorphes À Xe, 
e X B. Bien entendu, le produit direct extérieur G — À X B est, 
lui aussi, un produit direct intérieur des sous-groupes À X e,e X B 
et, ayant acquis une certaine habitude, on peut ne pas distinguer 
entre les deux produits et utiliser tout simplement l’expression 
« produit direct ». 

Une information sur les homomorphismes des produits directs 
est contenue dans le théorème suivant : 


THÉORÈME 8.— Soit G — À X B et soit À, 4, B, AB. Alors 
A, X B, 9G et G/(A, X B,) Æ (A/A,) X (B/B1). En particulier, 
G/A = B. 


DÉMONSTRATION.— Soient nm: À — A/A, et po: B— BIB, des 
isomorphismes naturels. Définissons l’application ®: G—- (4/A,) X 
X (B/B,) par l'intermédiaire de la relation @ (ab) = (x (a), p (b)). 
On vérifie directement que @ est un homomorphisme ayant pour 
noyau Ker o — À, X B, et pour image (4/A,) X (B/B,). 

De même que dans la théorie des espaces vectoriels, on peut ici 
démontrer sans peine que, si G est un groupe contenant des sous- 


groupes distingués G,, . .., Gn, alors G = [lG; si, et seulement si, 


G—= (GG, ..., Gn) et Gjf (Gi, -.., Gj, ..., Gn) = e pour tout 
j (l’accent A mis sur G; indique que la composante G; est omise). 
La même affirmation s'exprime par la propriété suivante: G est un 
produit direct de ses sous-groupes distingués G\, . . ., G, si tout élé- 
ment gEG s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme g — 
= 1... En, £;: EG. Le produit direct de n groupes À est encore 
appelé puissance directe n-ième et noté H" = H X ... X H. On 
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distingue dans H”® un sous-groupe spécial appelé diagonale À — 
= {(h, h, ..., h)| h € H}, isomorphe à A. 

Si, dans le théorème 7, on supprime la condition B < G, on 
arrive à la notion de produit semi-direct: G = AB, Af] B=e, 
À <G (on écrit parfois G — À X B). Dans cette définition il fau- 
drait introduire encore une description de l'opération du sous-groupe 
B par automorphismes sur le sous-groupe distingué À, ce qu’on fait 
d’ailleurs dans chaque cas concret. 


De nombreux groupes que nous connaissons déjà peuvent être représentés- 
sous la forme de produits directs et semi-directs. Par exemple, S, est un produit 
semi-direct du sous-groupe distingué À, et du groupe cyclique ((12)) d'ordre 2: 
Sn An X Z2-. En utilisant les notations de l'exemple 2 du n° 1, on peut 
écrire A = Va X ((123) & (Zo X 29) N 235 Sa = Va X S3 & (Zoe X Ze) X 
X (Z3 X 232). Citons encore un exemple: le groupe À (1,R) des transformations 
affines R— R (voir chap. 4, $ 2, exercice 3) est un produit semi-direct du 
sous-groupe distingué des translations et du sous-groupe GL (1, R) des transfor- 
mations qui laissent fixe le point x = 0. 


5. Générateurs. Relations de définition.— Nous avons déjà 
examiné au chapitre 4, $ 2, la question relative aux systèmes de 
générateurs d’un groupe G. Nous y revenons pour voir sous un jour 
nouveau certains groupes connus. Des résultats obtenus au cours du 
chapitre 4 il s'ensuit que pour les groupes cycliques il n’est pas be- 
soin de composer les tables de Cayley encombrantes. La notation 


conventionnelle 
Ch = {cle —=e) (3) 


fournit toute l'information nécessaire sur le groupe cyclique abstrait 
Ch d'ordre n; on convient que C, = fe, c, c?, ..., c"-1}, avec 
c‘ct = c°*! pour s + { <n, et cc! = ct pour s + t > n. D'autre 
part, tout groupe cyclique est l’image homomorphe d’un et d’un 
seul groupe (Z, +). 

Un groupe, universel dans ce sens pour tous les produits directs 
possibles À = (a;) X ... X (a,) des groupes cycliques d'ordres 
M, «+ -., A (n; est un entier naturel ou le symbole ), sera repré- 
senté par la puissance directe r-ième 2° =Z@ ...@7Z (voir 
n° 4) ayant pour générateurs 


2 = (0,4, 0h i=1,2, ...,r, 


la loi de composition étant définie de la façon suivante: 
Di Sir Shine (sit ti) 2 (sitts, ..., +8). 


L'application z;+-> a;, 1<i<r, se prolonge univoquement em 
l'homomorphisme des groupes : (51, 52, . .., S)+> añañ ... af, 
de noyau Kerp=mZ ...@m,Z (voir théorème 8), où 
M, =N;, Sin; Lo, et m;, = 0 si n; = oœ. 
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Par analogie avec (3), on peut écrire 
A — (1, . +. 3 a} | ag — €, . ee, ar — e), 


en supposant implicitement que les générateurs a,, . .., a, commu- 
tent encore. On convient d'appeler ai = e, ..., ar — e relations 
de définition du groupe abélien À et gr groupe abélien libre de rang r 
(ou groupe abélien à r générateurs libres z,, . . ., z,.). Il est évident 


que 
Al (a ...aT=es =... =5 = 0). 
Si maintenant F, est un groupe arbitraire engendré par d généra- 


teurs f1, . . ., fa, tout élément f de ce groupe s'écrit (peut-être de 
plusieurs manières) sous la forme 


8 Q 
Î = 1: éroln i;,E{1, 2. No s;EZ, (4) 
OÙ ij Æ ij4r, j = À, 2, , & — 1. On y arrive toujours au moyen 
de substitutions élémentaires fifi — LL fi —e et fje = ef; = f;. 
Si les conditions f — e=:5, — ... — s, — 0 sont satisfaites 


pour chaque f écrit sous la forme (à), on dit que Fy est un groupe libre 
engendré par d générateurs libres. Les éléments du groupe F,; sont 
généralement appelés mots de l'alphabet {f,, f;*, . .., fa, fa}. La 
notation irréductible (4) du mot f et sa longueur l(f) — | s, | + 
+ [S | + ... + |s, | sont définies de façon unique; dans le cas 
contraire, le mot e — ff-! (élément neutre de F,;) aurait une lon- 
gueur >> 0. Pour un d donné, deux groupes libres F', et G,; engendrés 
par les générateurs libres respectifs f,, . . ., fa et g1, ..., ga sont 
isomorphes: il suffit de poser ® (f;) = g;, 1 << i< d, et de consi- 
dérer, pour un mot arbitraire f de la forme (4), que 
D (= gilet... gi 

(les éléments neutres de F; et G&,4 sont désignés par les mêmes symbo- 
les). Si, pourtant, G; n’est pas un groupe libre, ® ne sera qu'un 
épimorphisme de noyau Ker ® composé de ceux des mots que la 
substitution f;--= g; transforme en élément neutre du groupe G4. 
Cette propriété universelle (la possibilité de prolonger f;+- g;,1<i< 
<d, en l’épimorphisme D: F,; — G; pour tout groupe G,y à d géné- 
rateurs) peut être prise pour la définition du groupe libre F;, mais 
nous ne nous étendrons pas sur ce sujet. 

Pour que les groupes libres n'aient pas l’air des êtres mystiques, 
nous indiquerons encore quelques-unes de leurs réalisations concrètes. 

d=1. F,z (2, 20) est un groupe abélien libre de rang 1 ou, 
ce qui revient au même, un groupe cyclique infini. 

d — 2. Soit Z [t] un anneau des polynômes à une indéterminée 
4 à coefficients rationnels entiers. Dans le groupe spécial linéaire 
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SL(2, Z [t]), considérons le sous-groupe F engendré par les matrices 
À , 0 
À — 


? 


0 1 t 1 


Démontrons que F est un groupe libre. Un simple raisonnement par 
récurrence sur k montre que l'élément 


W, = ABB... Ar Blr, à;, B;, O0, 1<i<k, 
est de la forme 
1+...+of* ss etage) 
t(...+artoit2 #0) +... Lario,_ jant? AD | | 


W, = 


OÙ Op — &:1P1 - .. &rPx et les points désignent les monômes de 
degré plus petit par rapport à {. Il est clair que W,  E. Un élé- 
ment arbitraire distinct de l’élément unité du groupe F s'écrit soit 
sous la forme BPA%, soit sous la forme W — B6W,A%. Si W—E, 
alors W, — B-BA-%, ce qui est pourtant impossible (comparer les 
Que pour k >> 1, et effectuer une vérification directe pour 
k = 1). 

Un petit raisonnement supplémentaire montre que lors de la 
substitution t — m, où m est un entier arbitraire > 2, le groupe F 
reste encore libre. 

Introduisons maintenant la définition suivante: 


DÉFINITION.— Soient F; un groupe libre à d générateurs libres 
fus ce fas S = {w;,i € I} un sous-ensemble des éléments w; (f1, . . . 
fa) CE Fa et K = (SŸà) le groupe distingué le plus petit de 
F; contenant S (l'intersection de tous les sous-groupes distingués con- 
tenant S). On dit que le groupe G est défini par d générateurs a, . .. 

., da et les relations w; (a, ..., a,) —e, iET, s’il existe un 
épimorphisme n: F;—-6G de noyau K, tel que n (fx) = ar, 1<k<d. 
Dans ce cas on écrit 


G = (a, ..., ag | w; (a, ..., aa) = e, iET) 


et on dit que G est un groupe défini par un ensemble fini de relations si 
Card 7 << co. 

Le groupe F} lui-même est « libre de relations », ce qui explique 
son appellation. De la définition il résulte que tout groupe Æ à d 
générateurs b,, . .., b; qui vérifient les mêmes relations w; (b,, ... 

., by) = ee, iET, et peut-être certaines autres relations, est une 
image homomorphe du groupe G. En particulier | À |[<|G |. 


EXEMPLE 1 (groupe diédral).— Le groupe G = (a, b | aÿ — b? — ubab = e) 
à deux générateurs et à trois relations est d'ordre | G | < 6, car ba = a-1b-t — 
= (a)-lg?b.(b2)-1 = a?b, et les seuls éléments du groupe G sont e, a, a?, b, 
ab, a?b. Puisque les permutations (123), (12), qui engendrent S;, vérifient les 
relations (123) = (12)? = (123) (12) (123) (12) = e, l'application :G— S3 
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définie par la correspondance at (123), b + (12) sera un isomorphisme G Æ S3. 
Ainsi douc, le groupe symétrique S, est défini par deux générateurs et trois rela- 
tions. Rappelons que S, est encore identifié avec le groupe de toutes les transfor- 
mations de symétrie d'un triangle équilatéral. 

Le groupe complet des transformations de symétrie d’un polygone régulier 
Ph à n côtés s'appelle groupe diédral et se note D... La rotation 


ne cos —sin 6 | 


sin 0 cos 6 
du polygone dans son plan d’un angle 6 — 2x/n autour du centre O, situé à l'ori- 
gine d’un système de coordonnées rectangulaires, engendre un groupe cyclique 


{Æ) d'ordre n. D, contient encore la réflexion 8 — é sl du polygone 


P, par rapport à l’axe passant par le centre et l’un de ses sommets. 


4 1” 3 


Par définition, 82? = e, Les différentes transformations de symétrie : 


e, À, A0... ANT, PB, AB, ..., ANA PB, (5} 
dont le nombre est égal à 2n, sont les seuls éléments du groupe D,,. En effet, toute 
transformation de symétrie est définie par son action sur les sommets 1,2,..,n 


du polygone P,. Si une transformation quelconque fait correspondre k à 1, elle 
doit conserver le même ordre cyclique des sommets, comme le fait À, ou bien 
l’inverser, comme le fait #*-1%8. C’est pourquoi, D, ne contient aucun élément 
sauf ceux de (5). Remarquons que la transformation «8.4 coïncide avec 47-18, 
car ces deux transformations inversent l’ordre des sommets et transforment 1 
en nr. On a donc les relations 


AM=e, B=e, ABAB = e, 
ce qui signifie que D, est l’image homomorphe du groupe 

G—={(a, b| at = b? — abab = e). 
Or, de même que dans le cas de nr — 3, on obtient ba — a-1b — añ-1h, si bien 
que tout mot de l’alphabet {a, a-!, b, b-1} se réduit soit à at, soit à aïtb,0<i< 
< n — 1. Par suite, | G| < 2n et, du fait de ce qui précède, on doit avoir 


l’isomorphisme G = D,. Nous avons obtenu par là même la donnée du groupe 
diédral par les générateurs et les relations de définition. Identifions G avec D, : 


D, = (a, bi\at—e, b—=e, (ab) = e). 


Puisque (a) 4 D, et Dh/(a) est un groupe cyclique, le théorème 4 relatif au 
sous-groupe dérivé D, du groupe D, entraîne l'inclusion D, (a). Or, a? = 
= aba-1b-1 = [a, b] € D}, et pour n impair Dh = (a), tandis que pour n pair 
D, /(a) = (a, b) = Vyest le produit direct de deux groupes cycliques d'ordre 2, 
d’où D}, = (a?). Le centre Z (D,) du groupe D, et le nombre r de ses classes de 
conjugaison varient, eux aussi, Suivant la parité de n. 
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Nous donnons ci-dessous des tables prêtes à l'emploi (qui sont d’ailleurs 
faciles à vérilier): 


n = 2m. D, = (a), (D,:D}) = 4, Z(D,) = (a), r=m+3 


us 


Les représentants des classes de conjugaison sont indiqués dans la ligne 
inférieure, et les puissances de ces classes dans la ligne supérieure. 

Il importe de souligner que la forme des relations de définition (de leurs 
premiers membres dans w;, = e) dépend fortement du choix du système de 
générateurs du groupe. Par exemple, le groupe diédral D, est engendré par 
n'importe quelles transformations par rapport à deux droites qui se coupent 
sous un angle x/m. Par conséquent, 


Da = (gun el 8 = 85 = (g1g2) =; 


Si l’on part de la donnée précédente, on peut poser g, = ab, gs = 0, 
Exemple 2 (groupe quaternionien). — À la différence de l'exemple précédent, 
nous définirons dès le début le groupe quaternionien Q8 (cette appellation sera 


expliquée au chap. 9) par les générateurs et les relations: 
O8 = (a, b ai 6 b? = a?, bab=! = al}, 


Comme précédemment, ba = a-lb = ab et, puisque b? = a?, tout mot de 
l'alphabet {a, a-1, b, b-1} se réduit à la forme ab, 0<s<3,0<1t< 1, si 
bien que | Q,1< 8. 

Peut-on affirmer que | Qg | = 8? Oui, mais seulement après avoir présenté 
un groupe à 8 éléments dont deux générateurs sont liés par les mêmes relations 
que a, b. Un tel groupe est engendré par les matrises 


0 1 
a=|, ME el o| G=V —1). 
En effet, 
Aî= E, B? = A°, BAB = A1 
et 
fit 0 | 0 | 0 1 0 | 
a B={+f 4 +6 ]: +124 de +] ol). 


L'application a + 4,b1-—> B définit l’isomorphisme 0, æ (4, B). Remar- 
quons que a? € Z (Q3) et, puisque le groupe quotient par le centre d’un groupe 
non abélien ne peut pas être cyclique (voir remarque au n° 2), on a (a?) = 
= Z (Q8). Tous les groupes d’ordre 4 étant abéliens, Q3/Z (Q8) = V4 est le pro- 
duit direct de deux groupes cycliques d'ordre 2. Par suite, le sous-groupe 


302 GROUPES [CH. 7 


0 


dérivé Q@ coïncide avec Z (Q4) et (Q8: Qs) — 4. Les renseignements sur les clas- 
ses de conjugaison sont rassemblés dans la table ci-dessous: 


Les groupes définis par un ensemble fini de relations, dont nous venons 
de considérer les exemples les plus simples, se rencontrent dans les différentes 
branches des mathématiques, par exemple comme groupes fondamentaux des 
variétés. Ce n’est pas étonnant que de nombreux problèmes concernant ces 
groupes restent encore ouverts. 


EXERCICES 


1. Rappelons-nous la définition de l’automorphisme intérieur (chap. 4, 
$3,n02)1,:g+ aga-let du groupe Inn (G)< Aut(G). Montrer que Inn (G) < 
< Aut (G) et Inn (G) æ G/Z (G), où Z (G) est le centre du groupe G. Le groupe 
quotient Out (G) = Aut (G)/Inn (G) s'appelle groupe des automorphismes exté- 
rIeurs. 

2. Soient H et X deux sous-groupes d’un groupe G. Montrer que| 4X |-|Æf 
NK|—=|AÆ|:| À | (analogue de la formule connue en théorie des espaces 
vectoriels). Montrer ensuite que l’ensemble XX est un sous-groupe si, et seule- 
ment si, ÀX — KH; dans le cas où X < G cette condition est automatique- 
ment satisfaite. 

3. Montrer que dans un groupe résoluble fini G, il existe une suite de sous- 
groupes e = Ge Ge ...c G, = G, où G;1 AG, 1<i<n,et tout indice 
(G;: G;-1) — p; est un nombre premier. 

4. Composons pour le groupe symétrique S, la table 


3 6 


(12) (34) ua (123) | (1234) 


analogue à celle que nous avons utilisée lors de la démonstration du théorème 5. 
En s'appuyant sur les mêmes raisonnements, reproduire la description des sous- 
groupes distingués du groupe S, que nous avons donnée dans l’exemple 2 du n° 1. 

. ©. Démontrer que le groupe alterné 4,, n > 5, est simple, en raisonnant 
suivant le schéma esquissé ci-dessous : 

a) dans le sous-groupe distingué K 4 4,, K Æe, il convient de prendre 
une permutation x = e qui laisse invariants le plus grand nombre possible k& de 
symboles de Q — {1, 2, ..., n}. Si k = n — 3, alors x = (ijk) et K — À, 
(voir chap. 4, $ 2, exercice 8); on peut donc poser #4 << n — 3; 

b) si x — (123. . .).. est une décomposition de x en cycles indépendants, 
la parité de x et la condition k < n — 3 entraînent k < n — 5. Il est encore 
possible que x — (12) (34). . . se compose de cycles indépendants de longueur 2; 

c) dans tous les cas, considérer le commutateur [x, o] = non-lo-t Le, 
avec 6 — (345), et vérifier qu'il laisse fixes un nombre de symboles supérieur 
à k. Cela contredit le choix de 4 et démontre l’assertion avancée. 

6. Montrer que Z (4 X B) = Z(A) x Z (B). 
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7. Si K1, Ko QG, Ki N K: = e, alors G est isomorphe à un certain sous- 
groupe de (G/K,) x (G/K;,). Est-ce vrai? 

8. Soit À < G = À X B. Démontrer que le sous-groupe X est abélien, ou 
bien l’une des intersections À N 4. À fN B est non triviale. Donner un exemple 
de groupe À X B contenant un sous-groupe distingué non trivial Æ tel que 
K NA—=ee K NB—=e. Par là même, À <4 À x B n'’entraîne pas, en géné- 
ral, que £=(X NA) xX(K NB). 

9, Le groupe quaternionien @, est-il un produit semi-direct de deux de ses 
sous-groupes propres ? 

10. Montrer que Æ < Q, pour tout sous-groupe propre AE Q%4. 

11. Montrer que les groupes D, et Q, ne sont pas isomorphes. (In dica- 
tio a ue le nombre d'éléments d’ordre 2 ou utiliser le résultat de l’exer- 
cice 10. 

12. Montrer que Aut (D,) Æ D, (1Z (D,) | = 2 implique par suite de l’exer- 
cice 1 que | Out (G) | = 2). 

13. L'ensemble de toutes les racines complexes pi, i = 0, 1, 2, ..., de 
l'unité forme un groupe infini C (p+). Ce groupe est dit quasi cyclique, car tout 
sous-ensemble fini de ses éléments engendre un groupe cyclique. 

Vérifier cette proposition et montrer que 


C (p®) == (&1» do; 3; ee .| af Fe L; aa — dj, i —= 1, 2, d, CR 2): 


4. (J. Monthly 80, n° 9 (1973).) Soit 
G= (a, b| aba = ba?b, &—e, bn A1 — e), 


où n € N. Démontrer que n = 1, c’est-à-dire que b — e et que G — (a | ai — e} 
est en réalité le groupe cyclique d'ordre 3. (Indication. aba = ba?b = 
— ba-lb = ab? = aba-a-\b — ba-lb.a-1b — ba-l.aba = ba. On en tire la 
conclusion que ab = ba et donc, compte tenu des autres relations, b = e.) 

15. Compléter de détails la définition formelle suivante d’un groupe libre Fh 
à n générateurs. On ajoute le symbole e à l’alphabet À — {a, al, ..., an, an 
comprenant n lettres a, ..., a, et leurs « antipodes » at, ..., ant. Soit S 
l’ensemble de tous les « mots » obtenus en écrivant ces 2n + 1 symboles dans 
un ordre quelconque en lignes de longueur finie, les symboles pouvant se répéter 
dans les mots. Par produit uv de deux mots u, v on entend l'a jonction du mot v 


à la fin du mot u. On appelle inverse de u — ail. dm, = +1 k= 


= 4{,...,m,le mot ul — Le de a; 1, el — e., On définit sur S une relation 
d'équivalence —. A savoir, deux mots sont considérés comme équivalents si 
l’un d’eux est obtenu de l’autre en appliquant un nombre fini de transformations 
élémentaires suivantes: 

ee — e, 


à Ë 
aa; re, d;jla-e, 


de a;j, ajle-a;ti, 


ed; — Gj;, ea;* SC a;l, 

Chaque classe d'équivalence contient un et un seul mot « irréductible » (le plus 
court). On définit dans l’ensemble des classes d'équivalence par la relation — 
une opération de multiplication associative (et l’inversion des classes), induite 
par la multiplication de mots. L'élément unité sera représenté par la classe 
d'équivalence du mot « vide » e. L’ensemble des classes d'équivalence muni de 
cette opération de multiplication forme justement le groupe libre F, à n géné- 
rateurs a, . . ., 4n (groupe libre de rang n). 
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EXEMPLE. — Un «huit» dont les boucles enveloppent deux poteaux est 
parcouru dans les divers sens par un petit garçon qui tient un fil et met les spi- 
res suivantes au-dessus des spires précédentes. Les trajets parcourus par ce 
garçon, avec des points de départ et d'arrivée au centre entre les poteaux, peuvent 
manifestement être interprétés comme éléments du groupe libre F, de rang 2. 


débat g-1 


Fig. 19. 


Aux mots irréductibles correspondent des fils tendus affranchis des boucles 
triviales aa-!, a-la, bb-1, b-1b, Sur la fig. 19, les tronçons a et a-!, b et b-l ne 
sont représentés comme géométriquement différents que par souci de clarté. 
Notre exemple réalise F, sous la forme d’une famille de classes de « parcours 
homotopiquement équivalents » (terminologie topologique) d’une lemniscate. 
Dans ce sens, le groupe fondamental d’un pétale représenté sur la fig. 21 (pa- 
ge 343) sera le groupe libre F,. 


$ 4 Théorèmes de Sylow 


Au chapitre 5, $ 3, n° 4, nous avons attiré l’attention sur le fait 
qu’un groupe fini G d’ordre | G | peut ne pas contenir de sous-groupe 
d'ordre d divisant | G |. Le groupe d'ordre minimal qui vérifie cette 
propriété est À, (d = 6). 

Puisqu'un groupe simple non abélien ne peut pas contenir de 
sous-groupes d'indice 2 (du fait qu'ils sont distingués), le groupe 
alterné À; d'ordre 60 ne contient pas en raison du théorème 5 du 
$ 9 de sous-groupes d'ordre 30. Or, en réalité, le groupe À; ne con- 
tient pas non plus de sous-groupes d’ordres 20 et 15 (Pourquoi? 
Utilisez les considérations exposées au $ 2, n° 3, exemple 2). Sur 
ce fond, les lois générales établies il y a plus de cent ans par le mathé- 
maticien norvégien Sylow sont particulièrement remarquables. Elles 
concernent les p-groupes (que nous avons rencontrés au $ 2) que le 
groupe G contient comme sous-groupes. L'existence d’un élément 
d'ordre p dans un groupe abélien, dont l’ordre est divisible par p, 
a été découverte encore par A. Cauchy. 

Soit | G | = p'm, où p est un nombre premier et m est un entier 
premier avec p. Un sous-groupe P & G d'ordre | P | = p" (s’il exis- 
te) sera appelé p-sous-groupe de Sylow du groupe G. De même qu’au 


$ 2, n° 3, on entend par À (P) le normalisateur du sous-groupe P 
de G. 
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THÉORÈME 1 (premier théorème de Sylow).— Les p-sous-groupes 
de Sylow existent. 


THÉORÈME 2 (deuxième théorème de Sylow).— Soient P et P; 
deux p-sous-groupes de Sylow d'un groupe G. Alors, il existe un élé- 
ment a € G tel que P, — aPa”t. Autrement dit, tous les p-sous-groupes 
de Sylow sont conjugués. 


THÉORÈME 3 (troisième théorème de Sylow).— Pour le nombre 
N, de p-sous-groupes de Sylow d'un groupe G on a l'égalité N, 

= (G: N (P)) et la congruence N, = 1 (mod. p 

La démonstration des théorèmes 1à3 illustre les méthodes géné- 
rales et les considérations exposées au $ 2. Commençons par le théo- 
rème 2. 


DÉMONSTRATION du théorème 2.— Ainsi, supposons que les p-sous- 
groupes de Sylow du groupe G existent et que P soit l’un d’eux. Soit 
ensuite P, un p-sous-groupe arbitraire, non nécessairement de Sylow, 
du groupe G, qui opère par les translations à gauche sur l’ensemble 
G/P = U g;P des classes à gauche de G suivant P (restriction de 


l'opération de G sur G/P décrite au $ 2). Conformément aux résul- 
tats du $ 2, n° 2, la longueur de toute orbite par rapport à P, divise 
l’ordre | P, | = p*, k&n. Ainsi, 


pm _ IG  . 
Mm= pr JP] = |G/P| = — D + D sas 
où pli, p?, ... sont les longueurs des orbites. Puisque P.G.C.D. 
(m, p) = 1, il existe au moins une orbite ayant la longueur phi = 1, 
c'est-à-dire 
P,'-aP = aP (1) 


pour un élément a = g; € G (cela ressemble à la démonstration du 

théorème 2 du $ 2). Mettant la relation (1) sous la forme 
P,-aPa”! = aPa”!, 

il vient que 


P, & aPa-! (2) 
(puisque aPa”! est un groupe). En particulier, si P, est un p-sous- 
eroupe de Sylow, alors | 2, | = | P |, et il résulte par suite de (2) 


que P, = aPa”t, 


DÉMONSTRATION des théorèmes 1 et 3.— Le théorème 1 peut être 
interprété comme corollaire du théorème 3, car NV, = 1 (mod p)=- 
N, £0, et N<O0ZS 5 G,S étant l'ensemble de tous les 
p-sous-groupes de Sylow du HA G. 

Quant au théorème 3, l'égalité N, — (G: N (P)) découle directe- 
ment du fait que les p-sous-groupes ‘de Sylow sont conjugués (théo- 
rème 2) et de l’assertion générale sur la longueur de l'orbite HG 


20—0877 
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(voir $ 2). La congruence NV, = 1 (mod. p) sera obtenue quand nous 
aurons considéré une situation plus générale. À savoir, soit | G | — 
= pt, où s<n (t peut être divisible par p), et soit W, (s) le nombre 
de tous les sous-groupes d'ordre p° contenus dans G. Il se trouve qu'on 
a la congruence N, (s) =1 (mod. p) ; en particulier, G contient Fa 
sous-groupes de tout ordre p°, s = 1, 2, ...,n, et N, (n) = 

Raisonnons comme suit. L’ opération du groupe G par les mL 
tions à gauche sur lui-même induit, en vertu de la remarque faite à 
la fin du n° 1, $ 2, une opération de G sur l’ensemble 


Q={MCGIIMI= p} 


de tous les sous-ensembles {g,, . .., gs} à p° éléments. Rappelons 
que g-{gs, . .., 8p°} — {ggs, . . …, £gp°}. L'ensemble Q se subdi- 
vise en G-orbite Q;: Q — U (2;, de sorte que 


PEDIT IQ:| = (G :G;), 


où G;, = {gEG|£gM; = M;} est le stabilisateur d’un représentant 
M; € QG. 
v4 
Puisque G,M, = M;, alors M; = |} G;g;; est la réunion de plu- 
j=1 
sieurs classes à droite de G suivant G;. Par suite ps = |[M;| =; |G;| 


d’où |G; | — pi <p°. Dans le cas où | G; | <p°, on a | Q; | — 
= p°it= 0 (mod. pt); les égalités | G; | = p° et | Q; | — t sont 
équivalentes. On obtient 


(l)=IQ= Y I@l(mod. ps. (3) 
19;1=t 

Compte tenu de ce qui précède, | Q, |=i=]|G; |=p = M, 
= Ca; (a; = g;, est un élément de G) et donc a M, — = LG = — 
— =. est un sous-groupe d'ordre p°. Les seuls éléments de l'orbite 
Q, sont représentés par un certain nombre de classes à gauche gP; 
du groupe G suivant P;. 

Réciproquement, chaque sous-groupe H € G d'ordre | H | = p° 
conduit à une orbite ©’ = {gH |g€G} de longueur t. Les diffé- 
rents sous-groupes À;,, avec | H; | — p°, conduisent à des orbites 
différentes Q;, car H; = gH; entraîne e = gh;, d'où g = h;j € H;et 
H; = H;. Ainsi, il existe une correspondance biunivoque entre les 
sous-groupes d'ordre p° et les orbites Q; de longueur t. La congruence 


(3) se met sous la forme 
(5 ms }= >, IQI=tN)(s) (mod. pi), (4) 
1S:1=t 


où il faudrait écrire N, (s, G) pour souligner que NW, (s) est fonction 
de G. 
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Jusqu'à présent la nature du groupe G n’a joué aucun rôle. Si 
l’on prend pour G le groupe cyclique d'ordre p°t, on a pour lui 
N, (s, G) = 1 (chap. 4, $ 3, théorème 5), et donc 


FA }=t.1 (mod. pt). (5) 


Puisque les premiers membres des congruences (4) et (5) par rapport 
au même module pt coïncident, on a 


t = iN, (s) (mod. pt), 


ce qui donne la congruence cherchée NW, (s) = 1 (mod. p). BE 

Bien que nous ayons démontré davantage que cela n’était exigé, 
nous n’avons point l'intention d'en profiter, en renvoyant aux ou- 
vrages spécialisés tous ceux qui s’y intéressent. 


EXEMPLE.— Soit G = SL (2, Zp) le groupe de toutes les matrices 2 X 2, de 
déterminant 1, sur le corps Z, à p Rue De la partition 


(0) 
GL (2, Zn)= "0, 0 4 SL (2, Zp) 
du groupe linéaire complet GL (2, Z,) en classes suivant SL (2, Z;) il résulte que 
| GL (2, Zp)1 = (p —1)1SL (2, Zp) |. (6) 


En considérant GL (2, Z,) comme groupe des automorphismes d’un espace vecto- 
riel V de dimension deux sur Z,, il est facile de trouver l’ordre | GL (2, Z;) |. 
En effet, GL (2, Z,) opère sur l’ensemble des couples LOUE v.} de vecteurs de 
base. Tout vecteur” non nul ÿ, € V (ils sont au nombre de p° — 1) peut servir 
d'image pour v,. Quel que soit le choix de f:, l’image de v, peut Le D ve 
par tout vecteur f, de VNX(f,) (ces vecteurs sont au nombre de p* — p). Par 
suite, | GL (2, Z,) | = (p? — 1) (p? — p), ce qui conduit, conjointement avec (6) 


à la formule 
| SL (2, Zp) | = p (p° —1). 


Nous trouvons tout de suite au moins deux p-sous-groupes de Sylow du 


groupe SL (2, Z;): 
4 0 
0 A IEEE Pa= {| ifiaez). 


n-{ 


Suivant le théorème 3, on a 
= (G:IN (p)) = 1 + kp > 1. 
4 Aa 


lo allo #le alle 1 


et, par conséquent, le normalisateur NW (P) contient le sous-groupe 


À «@ 
Hs y 
d'ordre p (p — 1), il ne reste qu’une seule possibilité 


N(P)= 4H, N,=1+p. 


Puisque 


la, ÀCZp 1 +0) 


20* 
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+ 1 1 1 1] HÈ: |: 1|) 
el Et 


et le groupe symétrique S3 il s'établit directement l’isomorphisme 


4 1 
1 0 


(la donnée des deux groupes par les générateurs et les relations est la même). 
Pour p > 2, le groupe G — SL (2, Z») a le centre Z (G) — {+£} d'ordre 2. Le 
groupe quotient PSL (2, Z,) — G/Z (G) qu'il est naturel d'appeler groupe spécial 
projectif (c’est un groupe des transformations de la droite projective Z,,P! — 
— PL (V) = {0, 1, ..., p — 1} U {æ}) joue depuis Galois un rôle important 
en algèbre. Cela tient à ce que, pour p > 3, le groupe PSL (2, Z;) est un groupe 
simple qui fournit, à côté de À, l’un de tout premiers exemples de groupes 
simples finis. 

Revenons maintenant au cas général pour obtenir une précision 
bien utile des théorèmes de Sylow. 


Entre le groupe 


0 
SL (2, 2)= { 


423) _d ||! 5 


THÉORÈME 4.— On a les assertions suivantes : 

{i) un p-sous-groupe de Sylow d'un groupe G est distingué dans G 
si, et seulement si, N, = 1; 

(ii) pour qu'un groupe fini G d'ordre | G | — p?i ... pr soit le 
produit direct de ses p;-sous-groupes de Sylow P,, ..., P,, il faut et 
il suffit que tous ces sous-groupes soient distingués dans G. 


DÉMONSTRATION. (i) — Tous les sous-groupes de Sylow associés à 
un diviseur premier donné p de l’ordre | G | sont conjugués (deuxième 
théorème de Sylow), et si P est l’un d’eux, on a N, = 1 xPx-t = 
— P,Vrx EGP <àG. 

(ii) Si G—= P, X ... x P, est le produit direct de ses sous- 
groupes de Sylow, alors P;, < G comme tout autre facteur direct. 
Par conséquent, la condition d’être distingué est nécessaire. 

Soit maintenant P;, Q G, 1<i<k, c’est-à-dire Np, = 1. Re- 
marquons tout d’abord que 


| t 
zCP;fN\P;, iLjri=e, Li = 6e —<.e, 
Par suite, P;fN\ P;=e, d'où l'on a 


(aixiti") 5 = xx; CP; 
Ti, Xj]— 1 ; — [T;,tz;]—=e 
(Er #3) zi (x;ti a") = tir € P; En ei 
quels que soient zx; € P;, x; € P;, c'est-à-dire les éléments x; et x; 
sont permutables. 

Supposons pour un instant que l’élément unité e € G soit écrit 
sous la forme e — y;ys . . . Yr, Où y; € P; est un élément d’ordre 


d; —= pri. En posant a — [] a; et en utilisant la commutativité 
i#) 
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de y, .. ., yr, on obtient 
€ = (Yiÿa + ++ Un) = YEYE +. VR = Vi. 


Or, a et a; étant premiers entre eux, yij = yj = ey; = e. Cela 
est vrai pour tout j, donc ee € = Yjÿo + « + Yr Ne peut avoir 
lieu que pour y, = Yo = = €. 

D'autre part, tout élément x € à d’ ordre Tr = Fra ce hs V3 = 


— pi s'écrit sous la forme 
Lits sad él, Aie: (7) 


: PU RES > 
Il suffit de poser x; = x t*, où les exposants sont déterminés par les 
conditions 


R 
r: = rfr;, 41=Y Lire 
i= 


Si maintenant x = 2,7, ... x, est une autre expression de x sous 
la forme de produit de p;-éléments, on aura, du fait de la commutati- 
vilé des x;, x; ayant des indices inférieurs différents, 


ÉD SON De 5e D LL AL ee LR 


ce qui entraîne, comme il a été montré plus haut, les égalités 
TT = D =... = ThAR —e, C'est-à-dire =, % = 
= Lo, ee y Ah —= The 

Ainsi, tout élément du groupe G s’écrit d’une manière et d’une 
seule sous la forme (7), c’est-à-dire (voir $ 3 et $ 4, démonstration 
du théorème 2) G = P, X ... x P;3. 


REMARQUE. Un p-sous-groupe de Sylow distingué P d’un groupe 
G est caractéristique dans G, c’est-à-dire invariant par tout automor- 
phisme € Aut (G). En effet, | ® (P)| = | P | et donc æ (2) est un 
p-sous-groupe de Sylow. Par suite p(P) = P si N, = 1. Il faut 
aussi noter que les analogues de sous-groupes de Sylow se rencon- 
trent dans des structures algébriques qui ressemblent peu aux grou- 
pes finis. 


EXERCICES 


1. Déterminer le nombre de 5-sous-groupes de Sylow de 4;. 
2. Vérifier que l’ensemble P des matrices 
0 1 
, +] 0 


14 0 1 —1 —1 —1 
0 1 —1 —1 — 1 1 
sur Z4 forme un groupe isomorphe au groupe quaternionien Q, et est un 2-sous- 
groupe de Sylow de SL (2, Z3). Montrer que P SL (2, Z3). 
3. Montrer que les groupes S, et SL (2, Z32) ne sont pas isomorphes. Les grou- 
pes PSL (2, Z3) et À, sont-ils isomorphes ? 


* + 


e + 
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&. Démontrer que tout groupe G d'ordre pq (p < q sont des nombres pre- 
miers) est soit cyclique, soit non abélien comprenant un q-sous-groupe de Sylow 
distingué, ce dernier cas pouvant avoir lieu si, et seulement si, q — 1 est divisi- 
ble par p. En particulier, tous les groupes d'ordre 15 sont cycliques. 

5. Obtenir de nouveau (voir chap. 6, $ 1) la congruence (p — 1)! + 1 = 
= 0 (mod. p) pour un p premier par calcul direct du nombre W, de p-sous-groupes 
de Sylow contenus dans le groupe symétrique S,. 


$ 5. Groupes abéliens finis 


Dans un groupe commutatif (on dit encore groupe abélien) tous 
les sous-groupes sont distingués. De ce fait évident et du théorème 
4 du $ 4 il résulte immédiatement que tout groupe abélien À d'ordre 


| A | = pfp%2 ... pxr admet une décomposition 
À = À (p1) X À (pa) X ... X À (px) (1) 


en un produit direct de ses sous-groupes de Sylow À (p;). Les 
facteurs directs À (p:), ..., À (pz) sont souvent appelés composan- 
tes primaires d’un groupe abélien. La décomposition (1) est définie de 
façon unique: toute composante À (p;) est tout simplement l’ensemble 
de tous les p;-éléments (éléments de À dont les ordres sont les puissan- 
ces du nombre premier p;). 

Notre but est de représenter le groupe abélien À sous la forme 
d’un produit direct de groupes les plus simples que sont des groupes 
cycliques. Si aucune limitation n’est imposée aux ordres des grou- 
pes cycliques, la condition d’unicité d’une telle décomposition ne 
peut pas être satisfaite, comme le montre un exemple simple: 


A = {a | —e) — (&) X {a?). 


Pourtant, l'arbitraire qui est possible dans la décomposition s'avère 
assez limité, si bien que le résultat final (le théorème 3) est tout à 
fait satisfaisant. 


1. Groupes abéliens primaires. — Nous aurons en vue par la 
suite que si un groupe abélien À est engendré par ses sous-groupes 
B, C, on a en réalité À — BC ; en outre, À — B X C si, et seule- 
ment si, BA] C = e (voir $ 3, n° 4). 

À la différence du cas général, un groupe cyclique C,r d'ordre 
p" n'est pas décomposable, c’est-à-dire il ne peut pas être repré- 
senté sous la forme d’un produit direct de groupes cycliques d’un 
plus petit ordre. En effet, si Chr = (a) et Chi = (a? "), la suite 


Cr C1 ...3C,3e 


n 


contient tous les sous-groupes du groupe Cyr. Quels que soient les 
sous-groupes À = e, Y ee, choisis parmi ces derniers, leur inter- 
section À f] Ÿ = C, est non triviale, et donc ils ne peuvent pas être 
les composantes d’une décomposition directe. 
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THÉORÈME 1Â.— Tout p-groupe abélien fini est un produit direct de 
groupes cycliques. 
DÉMONSTRATION.— En raisonnant par récurrence et en supposant 


le théorème démontré pour tous les p-groupes abéliens d'ordre <p", 
choisissons dans notre groupe À, | À | —p", un élément axe 


d'ordre maximal p” el passons au groupe quotient À = A/(a). 
Puisque | À | = p"-"* << p", on a par hypothèse de récurrence 

A= 4,8: X4: (2) 
où 


A, (D) = (b; (a))={{a), bia), .…, Pt (a) 


est un groupe cyclique d'ordre p°?,1 <i<r,m +... + m, — 
— n — m. Par définition, 


b? = (a), c'est-à-dire pp" — ai E(a), (3) 


et bien que chaque élément x € À soit de la forme 
x = bi... bhr.af, 


cette écriture n’est pas en général unique. Nous devons « corriger » 
les éléments b; € À de manière que les exposants s; dans (3) soient 
nuls. Il n’est pas difficile de le faire. En nous rappelant que m, < m 
et en élevant les deux membres de la relation (3) à la puissance 


P""i, nous obtenons 


s,D7° m; 
e= ai : 
d'où s; = t;p'i (voir chap. 4, $ 2, théorème 3). Si l'on pose mainte- 


nant a; = b;a *, la relation (3) deviendra 
die, 1<i<r((@)N &@)=e), (3°) 


avec a; = a; (a) = b; (a) = b; et donc (a;) = À;. De nouveau, 
on à 
— qk RO R 
t=a" +. + e a "a 


pour tout x € À, et cette expression est maintenant unique. Dans 
le cas contraire, on obtient la relation 


an ...aqra=e, 0OLv <pt 0LV< p” 


{tous les v;, v ne sont pas simultanément nuls) à laquelle l’épimor- 


a 


phisme À —+ À fait correspondre la relation a;* ... ay —e qui 
dans les conditions de la décomposition directe (2) est équivalente 


D) TV: 5 LJ L2 LU A « 
au système ai =e, il <i<r, ou, ce qui revient au même, à 
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aji € {a). Or, d’après (3), cela n’est possible que pour v,= 0, et 
alors v — 
Cela nous conduit à une contradiction qui montre que 


A = (a) X ... X (a) X (a). 


REMARQUE.— La démonstration du théorème 1 que nous venons de don- 
ner ressemble à la démonstration géométrique du théorème sur la forme réduite 
de Jordan de la matrice d’un opérateur linéaire nilpotent (voir Annexe). 


Un complément important du théorème 1 est contenu dans le 
théorème suivant: 


THÉORÈME 2.— Si un p-groupe abélien fini À est décomposé de deux 
manières en un produit direct de sous-groupes cycliques 


A =A,X . X Ar = B, X  . X B,, 


alors r=s et les ordres | À; | coincident avec les ordres | B; | si ces der- 
niers sont ordonnés d’une certaine manière. 


DÉMONSTRATION.— Pour | 4 | = p, le théorème est manifeste- 
ment vrai. Raisonnons par récurrence sur | À |. Dès le début, il 
est commode d’ordonner les composantes À; et B; de manière que 
leurs ordres ne croissent pas: 


À; = (ai), K{a:s)l = p"#, (4) 
M>ML>... ZM Mau... = Mr—=1À; 

B;j=(b;), |(b5)| = p°1, 6) 
>>... 2 — .. = N,s. 


Des relations 
(ay)? = æy?, (a) = (x)? 
valables pour tout groupe abélien (voir chap. 4, $ 1, relation (3)), 
il résulte que l’ensemble 
AP = {x |x € À} 
des puissances p-ièmes de tous les éléments de À forme un sous- 
groupe de À, qui ne dépend d’aucune décomposition de À en un 
produit direct. D'autre part, si 
FE PR ae +. ar=r—0b1... bit Fe b's, 
alors, compte tenu de (4) et (5), on a 


L (ar)1 ... (ap)a = 2° — (bE)1 . .. (b9)'t. 
onc 


a) X ... X (ag) = AP = (b,) X ... X (bi), 
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où a; = a, b; — b} sont des éléments d'ordres respectifs pi" et 
pi}. Puisque | 4? | |A |, on a, par hypothèse de récurrence, 
qg=tet m—1—n —1,..., m3 — 1 = n3 — 1, d'où m, — 
= NM, +. Mo = Ng. En remarquant encore que 


din use KA l= pr SlBkiss KB lp 


q = ti, 
nous obtenons 
Mit... EM, 7-q __ Mit. + Ms 
P 9p1=|A|=p ap", 


ce qui signifie que s — r, et toutes les assertions du théorème se 
trouvent démontrées. 5 

Les ordres pi, ..., pr des facteurs cycliques directs sont 
appelés invariants (ou encore diviseurs élémentaires) d'un p-groupe 
abélien fini À. Si deux groupes abéliens À, B possèdent les mêmes. 
invariants, alors 


A=AX... X An B=BX...XB,, 
A; = Cm; æ B;, 


et le système d'applications isomorphes æ;: 4; — B; induit un 
isomorphisme œ: œ ((a1, . . ., ar)) —= (@: (@1), . . ., o, (a-))entre les 
groupes À et B. Par suite, le théorème 2 exprime qu’un groupe À 
est défini par ses invariants à un isomorphisme près. En particulier on 
a le corollaire suivant : 


COROLLAIRE.— Le nombre de groupes abéliens non isomorphes d'ordre 
p" est égal au nombre p (n) de partitions 


n=Mkhoto.s + MEME... ZW >, 
1<r<n.E 


Quant à la fonction à valeurs entières p (n), nous l’avons ren- 
contrée lors de la description des classes d'éléments conjugués dans. 
un groupe symétrique S, (voir $ 2, exercice 4). Un groupe abélien 
d'ordre p° d’invariants p, ..., p est généralement appelé groupe 
abélien élémentaire. Un tel groupe À se caractérise par la condition 
A? — e. En donnant la préférence à la notation additive, nous re- 
marquons que le groupe abélien À, avec pA = 0 (p est un nombre. 
premier), est un espace vectoriel sur un corps commutatif fini y. 
à p éléments. En effet, si l’on identifie les éléments de F, avec les 


classes résiduelles £ modulo p (F, — Zp) et si l’on pose a — ka, 
a € A, on obtient par là même que F, opère sur À, ce qui transfor- 
me À en un espace vectoriel sur F,. Cette opération est définie cor- 


rectement, car 4 — k' entraîne (4 — k') a — l (pa) = 0. La décom- 
position de À en une somme directe des sous-groupes cycliques cor- 
respond à la décomposition de l’espace vectoriel en une somme di- 
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recte de sous-espaces de dimension un (théorème sur la base). Ainsi, 
Az7—=7,9 ...@ 2;. 


L'exemple qui a été examiné au $ 4 donne une idée de l’arbitraire 
qui règne dans le choix des sous-espaces de’ base de dimension un 
même pour r = 2: Z5 admet p (p + 1) décompositions différentes. 

2. Thécrème fondamental sur les groupes abéliens finis. — En 
s'appuyant sur la décomposition (1) et sur son unicité, ainsi que sur 
les théorèmes 1 et 2, on est conduit directement à l’assertion fonda- 
mentale suivante relative aux groupes abéliens : 


THÉORÈME 3.— Tout groupe abélien fini À est le produit direct 
de. sous-groupes cycliques primaires. Deux décompositions quelconques 
de ce type comportent un même nombre de facteurs de chaque ordre. 


En utilisant la terminologie de la théorie des espaces vectoriels, 
nous dirons que les éléments a,, . .., a, d’ordres d;, . .., d, cons- 
tituent une base du groupe abélien À si chaque élément zx € À 
s'écrit d’une manière et d’une seule sous la forme 


= diasyss ar, DS le Era TE 
Bien entendu, dans un tel cas 
(D Xe DO) TA ledit 354% (6) 


et le théorème 3 est équivalent à l’assertion que dans tout groupe 
abélien fini À il existe une base dont les éléments sont primaires 
(c’est-à-dire que leurs ordres d; sont des puissances de p pre aiers 
divisant | À |), le système {d,, d,, ..., d,} ne dépendant pas du 
choix de la base. Pour cette dernière raison, de même que dans le 
cas des groupes primaires, les nombres d,, ..., d, sont appelés 
invariants ou diviseurs élémentaires du groupe À. Parfois, on dit 
encore que {d1, ..., d-} est le type de groupe abélien fini À. 
Ecrivons tous les invariants, en les disposant en lignes qui cor- 
respondent aux différents diviseurs premiers de l’ordre | À |: 


piu, piii, PS, ...,; NyZhp>lusZ...; 
pr?1, ps?2, ps, se Roy > N90 los > ses à 


n n n | 
P; ki, P,r?, p.73, .. , Ni >lp >> …. 


On peut considérer que toutes les lignes ont même longueur { si 
cerlaines d’entre elles sont complétées par les unités. 
Les nombres entiers 


m;= p;1p,?i CE P,hi, 11, 2 ...) Î, 
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sont appelés facteurs invariants du groupe abélien A. Par la construc- 
tion même, on a 


| A | = mime ... My, Mj4a | Mj, 12, ste, (7) 
Passons maintenant de la décomposition (6), mise sous la forme 
A = (fau) X ... X (am) X ... X (Kay) X ... X (ar}), 
à la décomposition 

À = (lu) X (Uo) X ... X (y) (8) 


à facteurs cycliques directs d'ordres m3, m2, . . ., m,. À cet effet, 
il suffit de poser 


Uj —= Qjjdoj + «+ Apj, 1<ji< 1, 


et de se rappeler la proposition énoncée en fin du n° 3 (voir chap. 4, 
$ 2). 
Il est évident que, pour un groupe primaire À, les décompositions 
directes (6) et (8) coïncident, mais dans le cas général la décomposi- 
tion (8) est plus économique que (6) (1 < r < kl), en outre, elle dé- 
gage tout de suite l’élément , d’ordre le plus élevé m; ; les ordres de 
tous les autres éléments du groupe À divisent le premier facteur in- 
variant m,. Le nombre entier m, est encore appelé exposant (ou expo- 
nentielle) du groupe À. Un groupe abélien À est cyclique si, et seule- 
ment si, son exposant coïncide avec l’ordre | À |. 

Il reste à ajouter que le problème d'existence d’un groupe abé- 
lien À à facteurs invariants donnés m1, M2, . . ., M ne se pose pas: 
il suffit de considérer (dans la notation additive) la somme directe 
des groupes cycliques Zms +. AR 


Enumérons, à titre d'exemple, tous les groupes abéliens d'ordre 16 et 36: 
[A] = 16 = 24, p (4) = 5: Zi6, Z8 @ 29, 


Zi D Zu, Z4, D 22 D 2, 25 = Zoe DZ: P Ze P Ze. 


[A —36— 22.32 | Diviseurs élémentaires | Facteurs invariants 
Za® Zo = Z36 4, 9 36 
Z:® 2:92 Æ Lg P 22 2, 2, 9 48, 2 
10202: Æ Zi: D Z3 4, 3, à 12, 3 
ZLP202:P2:= 5 PZe 2, 2; 9, 9 6, 6 


Considérons encore un exemple. Ecrivons le groupe Z7: @ Zs, en termes de 
facteurs invariants. D'abord, exprimons chacun des termes cycliques par les 
composantes primaires cycliques 


Zi2 = Z8 D Zo, Zoa = Zu D Za D Z7. 
Puis, groupons toutes les composantes primaires 


Ze © Zu = (Zs D Zi) © (Zo P Zs) P Zz 
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(somme directe de p-sous-groupes de Sylow). Maintenant il ne reste qu’à déga- 
ger un terme cyclique d’ordre maximal dans chaque composante primaire et de 
répéter ce processus avec les termes restants: 


Ze D Zeus = (Z8 D Zo P Z7) P (Zu P Zs) = Zsoe P Z10. 


Si l’on effectue toutes ces opérations sur le groupe Z36 @ Z168, on obtiendra 
le résultat analogue. 
Par suite 


Ze D Zgu = Za6 Zieg 


(en toute rigueur, au lieu du signe d'égalité on devrait mettre partou* le si- 
gne æ). Signalons, en particulier, que les exposants des deux groupes sont 
égaux à 904. 


EXERCICES 


1. Démontrer le théorème 1 ou même la première partie du théorème 3 sans 
passer aux groupes quotients (Indication. Le commencement est le 
même. Puis, au groupe cyclique (a) d'ordre maximal m dans À il convient 
d'ajouter le facteur direct maximal B. Si (a) X B = À, tout est démontré. 
Dans le cas contraire, considérer un élément c € À non contenu dans (a) x B 
mais tel que cP E (a) x B pour un exposant p premier. Développer les raison- 
nements ultérieurs dans le groupe (c, (a) x B), en cherchant à obtenir pour ce 
groupe la décomposition (a) x B’, B’2= B. 

2. Obtenir la décomposition d’un groupe abélien fini À en composantes 
primaires sans recourir aux théorèmes de Sylow et sans utiliser, bien entendu, le 


théorème .En particulier, afin d'obtenir pour n = did» . .. dp, dj — pii (Ps 
sont des diviseurs premiers différents), la décomposition 


Zn & Zdy D Zds D +. D Zd, 


du groupe cyclique (Z,, +). on peut utiliser l’exemple 1 du n° 1, $ 3, ou la 
proposition du n° 3 du chapitre 4, $ 2. 

3. Montrer que dans un groupe abélien fini Afil existe pour tout |d | | À | 
au moins un sous-groupe d'ordre d (inversion du théorème de Lagrange). 

4, Montrer que les invariants convenablement ordonnés de tout sous- 
groupe sont diviseurs des invariants d’un groupe abélien. 

5. Si A@AzB@B, où À et B sont des groupes abéliens finis, alors 
A = B. 

6. Si À, B, C sont des groupes abéliens finis et 4 @CæB@C, alors 
A = B. 

7. Montrer qu’un groupe abélien à facteurs invariants m3, . .., m, ne peut 
pas être engendré par un nombre d'éléments inférieur à L. 

8. Montrer qu’un groupe abélien fini d'ordre n, qui n’est pas divisible 
par le carré d’un entier > 1, est cyclique. 

9. Enumérer tous les sroupes abéliens non isomorphes d’ordre 72. 

10. Les groupes Z12 @ Z7 et Zis ® Ze sont-ils isomorphes ? 


CHAPITRE 8 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS 


Avant de passer aux définitions rigoureuses de la théorie des 
représentations linéaires des groupes, nous allons considérer deux 
problèmes aprarentés. 


PROBLÈME 1.— Dans un espace (m -+- 1)-dimensionnel V,, des 


polynômes homogènes à coefficients réels 


f(&, y) = ax" + ar y +... + amnag" x + ay" 


(ou, plus exactement, des fonctions polynomiales (x, y) f (x, y)) 
de degré m, on considère l’ensemble des solutions de l'équation de 
Laplace du second ordre 


où | of 
m8 T'as 0 (s) 


aux dérivées partielles (voir chap. 6, $ 1, exercice 9). L'opérateur de 
Lapl = > + = t linéai 
aplace A= = ga St linéaire: 


À = (af + Pg) = aAf + Ag, Va, ER. 
De ce fait les solutions de l'équation (+) forment un sous-espace H,, 
de l’espace V,,. On vérifie directement que 


m—2 


Af= 2 Cm —#) (m—k—1) a3 + (k +2) (k +1) ann] 22 ty À, 


Par suite, 

N=0—(m—k)(im—k—1)a, +(k +2) (k +1) ass = 0, 
0Lk<Lm—2, 

et tous les coefficients a; s'expriment par deux d’entre eux, disons 

par & et a,. Ainsi, dim H#, < 2 


Or, on peut indiquer tout de suite deux solutions linéairement 
indépendantes. En effet, en étendant suivant la linéarité l’action de 
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l'opérateur À sur les polynômes à coefficients complexes, on aura 
AGœ+iy) = mm—1) (x + iy)"? + 
+imifm—1)(x+iy}" 2? =0, à = —1. 
En explicitant les parties réelle et imaginaire, on obtient 
—— Zm (&, y) = (& + y)" = Um (es) + im (&, y), 
où 

Aum + iAvm» = Nm = 0 Au, = 0, Av, = 0. 

Ainsi, 
Hmn = (Um (x, y); Um (x, y) )r- 

Maintenant, en interprétant x, y comme coordonnées d’un vecteur 
de l’espace euclidien R? muni d’un système fixe de coordonnées 
rectangulaires, proposons-nous d’envisager ce qui se passera lors de 
la rotation du plan R? autour de l’origine d’un angle quelconque 6 
(transformation orthogonale de coordonnées) : 

zx" —= Do (x) = x cos 6 — y sin 6, 
y" = De (y) = zx sin 0 + y cos 0. 


La règle de dérivation des fonctions composées, connue en Analyse 


(et facile à vérifier pour les polynômes), donne 


OP, 2 PP 260 Si) cos 6-sin 6 + Fr sin20, 


ôzx'? Oz? 0x 0y 
0?f __ 6?f . , 02f PT cos 
ee en D 002 geo COS AMD OS EOPT) 


d’où 
Of , Of __ o?f Ca 
0x? | 'Oy? ox? Oy? 


Cela signifie que l’équation (+) reste invariante pour un changement 
orthogonal des variables ou, comme on pourrait le dire encore, pour 
l'opération du groupe SO(2) — {®4}. En particulier, les polynô- 
mes u (z’,y'}, vn (&’, y') seront solutions de l’équation (+) et, com- 
me telles, ils s’exprimeront linéairement en fonction de u, (x, y) 
et v,, (x, y). Ainsi donc, le groupe SO(2) opère sur l’espace des solu- 
tions de l’équation de Laplace. On dit dans ce cas que l’on a affaire 
à une représentation réelle linéaire de dimension 2 


D: Do D (0) 
du groupe SO(2). 
En revenant aux polynômes complexes, nous remarquons que 


x +iy"= zet9 + iyet0 = et0 (x + iy), 
(2° + y)" = ire (x + ip). 
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En gardant pour l'opérateur linéaire complexifié D” (6) son an- 
cienne désignation, on aura 


D (6): 24 > 2m = ei 7. 


Les représentations D : Do ei"0, m E Z, dites unitaires de 
dimension 1 du groupe SO(2), jouent un rôle important en Analyse. 


Fig. 20. 


Signalons que l’opération ® induit l’opération du groupe SO(2) 
sur tout l’espace V,, et, de ce point de vue, 77, est un sous-espace 
invariant de W,.. 


PROBLÈME 2.— L'évaluation du nombre de substances organiques 
possibles, par exemple en chimie des hydrocarbures cycliques, se 
ramène à un problème abstrait de tous les jours. Combien de colliers 
différents de longueur n peut-on confectionner avec un stock illimité 
de perles de q couleurs différentes ? 

Essayr ns (après G. Polya) de répondre à cette question en consi- 
dérart que les colliers sont orientés, c’est-à-dire qu’un collier re- 
tourné n’est pas en général identifié avec le collier initial. Remar- 
quons que le nombre total de tronçons de fil portant n perles enfi- 
lées est égal à g”* (nombre de mots de longueur 7 contenus dans un 
demi-groupe libre à q générateurs). Sur l’ensemble Q, de ces tron- 
cons opère un groupe cyclique (6) d’ordre n, à élément générateur 
o — (12 ...n)ES, qui permute circulairement les perles sur 
chaque tronçon. Il est naturel de considérer comme collier une 
(© )-orbite de tronçon ou, si l’on veut, un certain ensemble de cer- 
cles concentriques (fig. 20). Cette deuxième interprétation est plus 
suggestive. Elle est liée à l’isomorphisme 


27 ._ 27 
COS — — sin — 

n n 

Dior P(o)=| 2 
Sin — cos — 

n n 


que nous avons déjà rencontré et auquel nous donnerons plus tard le 
nom de représentation linéaire réelle de dimension 2 du groupe (© ). 
Le nombre cherché r de colliers s'exprime par la formule donnée au 
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chapitre 7, $ 2, exercice 8: 
n—1 
_ k 
Tr = En > N (o ). 
k=0 


Si d|n, l’élément o° d'ordre n/d laisse invariants ceux des tron- 
ç<ons (et donc les colliers) qui se partagent en d périodes de longueur 
n/a (voir à ce propos chap. 4, $ 2, exercice 13). Par conséquent, 
N (6%) = q% et N (o*) = qgP-G-C.D.(n, k), À la quantité N (0), 
avec P.G.C.D. (n, k) = d, correspond dans la somme YW (0*) exac- 


tement (= | termes (est une fonction d’Euler). Cela signifie que 


= Do() de 
din 


Le passage à des colliers réellement distincts (non orientés) est lié à 
des identifications supplémentaires des éléments de Q, par l’inter- 
médiaire d’une représentation linéaire ordinaire de dimension deux 
du groupe diédral D,. Nous laissons au lecteur le soin de le faire. 

Ce n’est pas seulement dans les exemples qui viennent d’être 
considérés, mais également dans des problèmes physiques réels que 
les représentations linéaires des groupes apparaissent de façon spon- 
tanée comme réflexion d’une symétrie ou d’une autre. Respective- 
ment, les idées et le langage de la théorie des représentations sont 
bien naturels. C’est ainsi que les exemples traités au $ 1 concernent 
des problèmes bien connus, et il semble à première vue qu'ils ne 
donnent rien de nouveau. Mais le fait qu’ils apparaissent « sous un 
même toit » doit, à lui seul, inciter à des raisonnements bien utiles. 

La théorie des représentations poursuit deux buts: 1) un but 
purement mathématique qui est dicté en partie par le désir d’utili- 
ser un appareil supplémentaire pour étudier les groupes eux-mêmes; 
2) un but appliqué qui est illustré, par exemple, par sa brillante 
contribution à la cristallographie et à la mécanique quantique. Ni 
l’un ni l’autre de ces aspects n’est au fait reflété dans ce chapitre 
dont l’objectif est plus que modeste, à savoir : dire quelque chose de 
substantiel de la théorie des représentations, en partant uniquement 
de ce qui nous est connu en algèbre linéaire et en théorie des groupes. 


$ 1, Définitions et exemples 
de représentations linéaires 


1. Notions fondamentales. — A vrai dire, nous nous sommes 
déjà occupés de la théorie des représentations quand nous avons con- 
sidéré (voir chap. 7, $ 2) les opérations des groupes sur les ensembles. 
Prenons maintenant comme ensemble un espace vectoriel V de di- 
mension 2 sur un Corps commutatif À et considérons dans le groupe 
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S (V) de toutes les transformations bijectives V + V le sous-groupe 
GL(V) qui est le groupe des opérateurs linéaires inversibles sur V 
(ou le groupe des automorphismes de l’espace V). Il est clair que quel 
que soit le choix de la base {e,, . .., e,} dans V, le groupe GL(V) 
devient un groupe ordinaire de matrices GL(n, À) qu'on peut consi- 
dérer comme groupe des automorphismes de l’espace vectoriel 
KT = KR. Dans ces conditions, à chaque opérateur linéaire 4 € 
€ GL(V) correspond une matrice À = (a;;) telle que 


n 
AE; — > d;je;; a;; EX, det AZ 0, 
i=1 


DÉFINITION 1.— Soit G un groupe quelconque. Tout homomorphisme 
D: G— GL (V) s'appelle représentation linéaire du groupe G dans 
l'espace V. 

On dit qu'une représentation est exacte si son noyau Ker ® est 
réduit au seul élément unité du groupe G, et triviale (ou représentation 
unité) si ® (g) — 6 est l'opérateur identique pour tous les éléments 
ge G. 

La dimension dim &V est encore appelée degré de la représentation. 

Dans le cas où K — Q@, R ou C on parle respectivement de la 
représentation rationnelle, réelle ou complexe du groupe G. 

Ainsi, la représentation linéaire est un couple (D, V) composé 
d’un espace de représentation V (ou d’un G-espace) et d’un homomor- 
phisme D: G—> GL(V). Par définition 


®D (e) = & est l'opérateur identique; 
D (gh) — ® (g) D (h), quels que soient g, REG. 


En convenant de désigner par g + v l’action de l’opérateur linéaire 
® (g) sur un vecteur v € V, nous obtenons les relations 


gx(u+v)=grutgsv, u,vEV, 
gx (Av) = À (g + v), AEK, 
exU—=UV, (1) 
(gh)+xv=gx(h «v), 


qui simulent les propriétés des opérateurs linéaires, les deux dernières 
expressions remplaçant ce qui a été exprimé plus haut par le 
signe ® (comparer avec (i), (ii) du $ 2 du chap. 7). Les relations ({) 
mettent dans la représentation linéaire (®, V) à la première place 
le G-espace V, ce qui s'avère commode de faire pour une cause ou 
l’autre (par exemple, lorsque V n’est pas un espace vectoriel abstrait, 
mais l’une quelconque de ses réalisations concrètes). 

D'autre part, l’espace V peut ne pas être mentionné si l’on en- 
tend par représentation linéaire tout simplement l’homomorphisme 
® du groupe G dans le groupe des matrices GL(n, Æ). Comme pré- 


21—0877 


322 ELEMENTS DE THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS [CH. 8 


cédemment, D,, = ®D,®,, mais ici ®, est une matrice régulière et 
D, — E est la matrice unité. L'interprétation matricielle est plus 
commode du point de vue du calcul, mais elle est moins invariante 
et est privée de toute interprétation spatiale. Au fait, il importe 
d'apprendre (ce qui n’est pas difficile) à passer librement des G-es- 
paces aux représentations matricielles et inversement. 

Rappelons à ce propos un fait bien connu en algèbre linéaire : 
deux matrices À, B, correspondant à un même opérateur linéaire 
dans des bases différentes, sont semblables, B — CAC” (C est la 
matrice de passage d’une base à l’autre). Dans le cas des représenta- 
tions, lorsqu'il s’agit du groupe des opérateurs linéaires, la dépen- 
dance vis-à-vis du choix de la base est prise en compte de la manière 
suivante. 


DÉFINITION 2.— On dit que deux représentations linéaires (D, V), 
(Ÿ, W) d'un groupe G sont équivalentes (isomorphes ou semblables) 
s’il existe un isomorphisme des espaces vectoriels 6: V — W rendant 
commutatif le diagramme 

VW 
vo,  |ve 
VW 
pour tout g € G, c'est-à-dire si 
F(gos—0oP(), g€eG, 
ou, ce qui revient au même, 
Ÿ (g) = 0® (8) 67° (2) 


(comparer avec la définition de l’équivalence des opérations d’un 
groupe sur les ensembles, donnée au chap. 7, $ 2, exercice 1). 

Nous écrirons parfois ® = Ÿ pour des représentations équivalen- 
tes et DÆYŸ pour des représentations non équivalentes. 

Donnons encore deux variantes de la définition 2. 

a) Langage de G-espaces.—Soient G un groupe et V: (g, v)}- 
> gxv, W: (g, w)r>g [] w deux G-espaces munis des opérations 
*, [J qui satisfont aux conditions (1). L’isomorphisme ©: V — W 
des espaces vectoriels est dit isomorphisme des G-espaces si 


gOD CG) =0(g+0v) (2) 


pour tout g € G et tout v € V. On dit encore que l’application © 
est permutable avec l'opération de G. 

b) Langage matriciel.— Si V = (v,,..., v,), W = (w,,... 
... Wn) et D,, VW, sont des matrices des opérateurs linéaires 
® (g), Ÿ (g) par rapport aux bases choisies, la condition d’équiva- 
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lence (2) s'écrit sous la forme 
Y, = CD,C”1, (27) 


où C est une matrice régulière, la même pour tous les g € G. Les 
coefficients de toutes les matrices considérées appartiennent au 
même corps À. 

La relation de similitude des matrices exprimée par la condition 
(2”) est une relation d'équivalence qui partage l’ensemble M, (K) 
en classes disjointes. Respectivement, les représentations du groupe 
G sont partagées en classes de représentations équivalentes. Nous 
verrons plus loin que ce sont justement les classes de représentations 
équivalentes qui sont intéressantes et substantielles pour la théorie 
des représentations. 

En nous reportant de nouveau au cours d’Algèbre linéaire, pro- 
posons-nous de représenter d’une manière plus concrète l’opération 
du groupe ® (G) sur l’espace V. Il peut exister dans V un sous-espace 
U invariant par rapport à l’opérateur linéaire Æ: V — V, si bien 
que u E U=4u E U. En complétant une base arbitraire {e;, . .. 
..., €} de U jusqu'à la base de tout l’espace V — (e,, . .., ex, 


Ep+1s + + + En), NOUS Verrons que la matrice de l’opérateur 4 prendra 
dans la base {e,, . .., e,} une forme triangulaire par blocs 
Ar A, À : 
0 4; 


Le bloc À, correspond au sous-espace invariant U, et le bloc À, à 
l’espace quotient V/U. Si À, est la matrice nulle, alors À — À, + 


+ À, est la somme directe des blocs, et V — U@ W la somme di- 
recte des sous-espaces invariants. 

L'existence d’un sous-espace invariant propre par rapport à Z 
est toujours assurée si le corps de base X est algébriquement clos et 
dim V > 1 (voir chap. 6, $ 3). Si, par exemple, À — C est le corps 
des nombres complexes, il existe un vecteur v € V, v 0, tel que 
Av = }v. Ici, À est racine du polynôme caractéristique 


fat) = lt —A]= 1 — (trf4) 1 +... + (—1)" det À 
(À est une matrice arbitraire de l'opérateur linéaire Æ). Cette cir- 


constance permet de choisir dans V une base par rapport à laquelle 
la matrice À prend une forme triangulaire 


mn XK 


21* 
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avec les racines caractéristiques À, À, ..., À, sur la diagonale. 
Une analyse un peu plus fine se termine par la réduction de À à la 
forme réduite de Jordan J (A) (voir Annexe), c'est-à-dire à la somme 
directe des matrices de Jordan 


110... 0 
SAT 2 0 


(m est l’ordre de la matrice de Jordan, À est l’une des racines ca- 
ractéristiques). 

Remarquons que, si AT=— E, alors Jhn = Eh est la matrice 
unité nm Xm pour chaque matrice de Jordan J,,1 de la matrice À, 
ce qui ne peut évidemment avoir lieu que si m —1 et À est la racine 
g-ième de l'unité (nous supposons toujours que À — C). Par suite, 


À4 0 
le 
A1=E = CAC-1= se A4: (3) 


0 Ân 
pour une certaine matrice inversible C. 
Toutes les considérations, relatives à un opérateur linéaire isolé 


Æ: V — V, seront bien utiles lorsque nous passerons au groupe 
D (£), gE€ G, des opérateurs linéaires. 


DÉFINITION 3.— Soit (D, V) une représentation linéaire d’un grou- 
pe G. Le sous-espace U & V est dit invariant (ou stable) par G, si 
D (g) u E U pour tous les u € U et tous les g£ G. 

Le sous-espace nul et l’espace V lui-même de la représentation D 
sont des sous-espaces invariants triviaux. 

Si une représentation ne possède que des sous-espaces invariants 
triviaux, on dit qu'elle est irréductible. Une représentation est dite ré- 
ductible si elle admet au moins un sous-espace invariant non trivial. 


Il résulte de tout ce qui précède que dans le cas d’une représen- 
tation réductible (D, V), avec un sous-espace invariant U, l’espace 
Y possède une base pour laquelle 
D, a ’ 
0 d (4) 
pour tous les g € G. Puisque Den = DeDa,De — En et D (VU) 
& U, l'application D':g—> ®, définit une représentation sur U 
que l’on appelle sous-représentation de ®. Une représentation est 


D,— 
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aussi définie sur l’espace quotient V/U. Elle est appelée représenta- 
tion quotient et est définie par les matrices D, g € G. 

Si la base dans V peut être choisie de manière que toutes les 
matrices ®; figurant dans (4) soient nulles, on dit que l’on a affaire 
à une représentation décomposable ® ou plus exactement à une 


somme directe des représentations D — ® + ®”. La décomposition 
de (®, V) en une somme directe est réalisable si, et seulement si, le 
sous-espace invariant U € V possède un sous-espace invariant supplé- 
mentaire W tel que V = U@ W soit une décomposition en somme 
directe des sous-espaces, et D(U)E U, D(W)e W. S'il en est 
ainsi, ®’ = Ply, D" = |w sont des restrictions de ® respective- 
ment à U et à W. 

Une représentation linéaire (®, V) est dite indécomposable si 
elle ne peut pas être représentée sous la forme d’une somme directe 
de deux sous-représentations non triviales. On parle aussi d’un 
G-espace V indécomposable. 

En scindant successivement, si cela est possible, V, U, W, etc., 
en sommes directes des sous-espaces invariants, nous obtiendrons 
une somme directe V = V, ® ...© V, de plusieurs sous-espaces 
invariants (respectivement une somme directe ® = ®4 +... 
... + ®® de plusieurs représentations). Avec un choix convenable 
de la base dans V, les matrices des opérateurs linéaires prendront 
la forme 


De” O0 ... 0 
D,— 0 D ... O0 
0 O0 ... D; 
DÉFINITION 4. — Une représentation linéaire (D, V) d’un groupe 


G est dite complètement réductible si elle est une somme directe des 
représentations irréductibles. La même terminologie s'applique aux 
G-espaces. 


Par intuition, il est clair que les représentations irréductibles 
jouent le rôle de blocs de construction, à partir desquels on forme 
des représentations linéaires arbitraires. Les représentations com- 
plètement réductibles sont obtenues en utilisant la construction la 
plus simple, c’est-à-dire la somme directe. Nous verrons par la suite 
que dans beaucoup de cas cela suffit pour décrire toutes les repré- 
sentations. Signalons que certains groupes ayant une grande impor- 
tance pour la physique, comme par exemple les groupes de Lorentz, 
comportent des représentations irréductibles de dimension infinie. 
On comprend que ces dernières ne se réduisent aucunement à des 
représentations de dimension finie et doivent donc être étudiées 
séparément. 
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2. Exemples de représentations linéaires. — Nous avons intro- 
duit toutes les définitions fondamentales de la théorie des repré- 
sentations. Il ne reste qu’à les remplir d’un contenu réel. A cet effet, 
il est utile de se familiariser tout d’abord avec les exemples que 
nous donnons ci-dessous et de les bien comprendre. 


ExEMPLE 1. —Le groupe linéaire complet GL (nr, X) sur un corps commu- 
tatif À admet, par définition, une représentation linéaire irréductible et exacte 
de degré n, avec un espace de représentation V — X7. Sur le même espace, tout 
groupe linéaire HE GL (7, K) opèreexactement mais peut-être de façon réduc- 
tible. 

Des remarques analogues sont applicables à d’autres groupes classiques 
indiqués au chapitre 7, $ 1. Par exemple, le groupe unitaire U (n) opère de façon 
irréductible sur l’espace hermitien, et le groupe orthogonal O (n) fait de même 
sur l’espace euclidien. Cela résulte directement d’une proposition plus forte, 
démontrée en Algèbre linéaire, d’après laquelle les groupes U (n) et O (n) 
opèrent transitivement (au sens de l’exemple 3 du chap. 7, $ 2, n° 3) sur l’ensem- 
ble des vecteurs unitaires. 


EXEMPLE 2.— En faisant opérer le groupe GL (n, X) sur l’espace vectoriel 
M, (K) des matrices d'ordre n suivant la règle Y,4 :X > AX (A € GL(n, K), 
XEM,(K)), nous nous assurons sans difficulté que YA (aX + BY) — 
= aViX + BYLY et Vip = WAWBR. Par conséquent, (Y, M, (Æ)) est une 


représentation linéaire de degré n°2. Soit M (K) le sous-espace des matrices 


0. Tiji Ye 0 


avec une seule colonne non nulle X(). Il est facile de vérifier que ce sous-espace 
est invariant par V1, À E GL (n, K), irréductible et isomorphe (en tant que 
GLi(n, Æ)-espace) à l’espace X7' sur lequel opère le groupe GL (nr, K). Ainsi 


Mn (K) = MP (K) 6... M (K) 


est une décomposition en somme directe de n GL (n, k)-sous-espaces isomor- 
phes, à laquelle correspond la décomposition 


Yw=woL,,,+Lwyea 
en somme directe de n représentations équivalentes. Symboliquement, ce fait 
s'écrit sous la forme 
M, (K)ænM®(K); Y & ny, 


EXEMPLE 3.— Définissons maintenant l'opération ® du groupe GL (nr, Æ) 
sur M, (K) en posant D, :X > AXA "1. De nouveau (®, M, (Æ)) est une repré- 


ñn 
sentation linéaire de degré n°. Si X = (x;;), alors trX = >, z;; est comme 


i=1 
à l'ordinaire la trace de la matrice X. Il est bien connu que tr (axX + fY) — 
= atr X + BtrY (linéarité de la fonction tr) et tr DA (X) = tr X. Il en 
résulte que l'ensemble M9 (K) des matrices à trace nulle est un sous-espace 
invariant par ®. D'autre part, 4 (ÀE) = ÀE et tr ÀE = nàk. Ainsi, dans Île 
cas d’un corps Æ de caractéristique nulle, on a une décomposition en somme di- 
recte des GL(n, K)-sous-espaces 


Mn (K) = (E) ® M3 (&) (5) 
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de dimensions 1 et n? — 1 respectivement. Remarquons que pour n = p et 
K = Z;, la décomposition de la forme (5), n'existe pas, car dans ce castr E£ = 0. 

D’après la définition, la forme réduite de Jordan J (X) de la matrice X 
n’est rien d’autre que le représentant le plus simple et commode de la GL (n, C)- 
orbite contenant X. La restriction de ® à tout sous-groupe JÀ€ GL(n, K) 
rend naturelle la question relative aux représentants canoniques des ÆH-orbites. 


EXEMPLE 4.— Dans l’exemple précédent, posons À = R et considérons la 
restriction de ® au groupe orthogonal O (n). Puisque 4 € O(n) <> {A = A1, 
on à f(AXA 1) = tA-T{X.tA — eAXA1 pour tX = EX, e — +1. Par 
conséquent, l’espace de représentation M, (R) du groupe O (n) s'écrit sous la 
forme d’une somme de O (n)-sous-espaces 


Mn (R) = (Er ® Mi (R) © Mi (R), 


c'est-à-dire de l’espace de dimension un (E}R des matrices scalaires, de l’espace 


de dimension (n + 2) (n — 1)/2 des matrices symétriques de trace nulle et de 
l’espace de dimension n (n — 1)/2 des matrices antisymétriques. Il est bien 
connu qu’il existe une correspondance biunivoque entre les matrices symétriques 
(antisymétriques) et les formes bilinéaires symétriques (respectivement anti- 
symétriques). L'opération de Or) sur (E)p @ ME (R) et sur M;(R) est 


transférée sur les espaces des formes correspondantes. Le théorème sur la réduc- 
tion de la forme quadratique q (x) aux axes principaux n’est rien d’autre que la 
possibilité de choix, dans la O (#)-orbite contenant gq (x), de la forme diagonale 


> À;x?: avec À; réels définis de façon unique à une permutation près. 


En remplaçant R par © et O (n) par le groupe unitaire U (n), nous obte- 
nons la décomposition 


M, (C) = (E)C @ M$ (C) ® M3 (C) 


en somme directe de U (n)-sous-espaces des matrices scalaires hermitiennes 
à trace nulle et hermitiennes gauches. 


EXEMPLE 9.— Soit G un groupe de permutations, opérant sur un certain 
ensemble Q@ dont le nombre d'éléments | Q | = n > 1, c’est-à-dire GE S,. 
L'espace vectoriel 

V= (lie Qx 


sur un corps commutatif À de caractéristique nulle et de base numérotée par les 
éléments de l’ensemble @ sera transformé en un G-espace si l’on pose 


D (D Mea)= NN MO(ge= D Meg 
ie iEQ 1ES 


(i ->£g (i) est l'opération de la permutation g € Gsur iE Q). Puisque (gh) (i) = 
— g(h(i)), on obtient une représentation linéaire de degré n du groupe G. 
Elle n’est jamais irréductible, car 


vV=<S af Y Malek} (6) 
icQ Ait. e .+An—=0 


est la décomposition en somme directe des sous-espaces invariants de dimensions 
4 et (n — 1) (si car k = p > 0 et p | n, la somme directe ne s'obtient plus). 
Considérons denx cas particuliers. 
a) G — S,.— Le ...onomorphisme S,—+ GL(n, R) construit au chapi- 
tre 4, $ 3, n° 5, coïncide avec notre représentation linéaire ® si l’on prend pour e; 
la i-ième colonne E(Ÿ. La décomposition (6) exprime que pour S$, il existe une 
injection plus économique S, + GL (n — 1, R). Plus tard, nous démontrerons 
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l’irréductibilité de cette représentation linéaire de degré n — 1 (même sur le 
corps C). 

b) Représentation régulière.— Soit G un groupe fini arbitraire. En posant 
Q — G, nous obtiendrons un G-espace V = (e, | g € G) dit régulier et respec- 
tivement unc représentation régulière (p, V) du groupe G: p (a) eg = e4g, quels 
que soient a, g € G. À vrai dire, nous avons déjà rencontré une représentation 
régulière, avec des notations légèrement différentes, lors de la démonstration du 
théorème de Cayley (chap. 4, $ 3), mais nous nous sommes intéressés alors non 
pas à l’espace V mais à l’ensemble {e,} de ses vecteurs de basc. L'importance de 
la représentation régulière d’un groupe fini G consiste en ce qu'elle contient 
toutes les représentations irréductibles de G, considérées à une équivalence près 
(voir plus loin $ 5). 


EXEMPLE 6.— Une représentation de degré 1 est tout simplement un homo- 
morphisme ®:G— K* du groupe G dans le groupe multiplicatif du corps com- 
mutatif À (X est un espace vectoriel de dimension un sur lui-même). Le groupe 
multiplicatif du corps commutatif étant abélien, Ker D G’, où G’ est le sous- 
groupe dérivé du groupe G (chap. 7, $ 3, théorème 4). Remarquons que l’équiva- 
lence de deux représentations de dimension un ®”, D” (avec le même espace de 
représentation) signifie leur coïncidence, car a®° (g) a! = ®" (g) = D’ (g) = 
= D" (g) = D'—=D”. Soit gt = e. Alors © (g}= D (gt) = D (e)= 1, c’est-à- 
dire‘® (g) est une racine de l’unité. Le noyau de toute représentation de dimen- 
sion un peut être non trivial même pour un groupe cyclique G. Si par exemple 
G=Z, et K = Z3, alors Ker ® = 2Z,. D'autre part, dans le cas où Æ = [,, 
tout groupe cyclique possède une représentation exacte de dimension un. 

a) G—(Z, +).— La représentation k+-— À} est exacte pour | À | 1. 
Si |A |— 1, la formule d’Euler donne À — et® pER, et le noyau de 
l'application kr> e?Ti0h n'est différent de zéro que pour 0 € Q. 

Le groupe Z possède des représentations complexes indécomposables de 
degré aussi élevé que l’on veut, qui ne sont pas pourtant irréductibles. Il 
suffit de se rappeler le théorème sur la forme réduite de Jordan de la matrice 
et de considérer l’application 

4 1 0 ... O O1 


0 1 1 ... 0 0 


Le JT 1= . + + … 
0 0 4: À 
0 0 0 0 
2ri 


b) G=(alat = e),— Soit #£—e "* une racine primitive z7-ième de 
l'unité. Parmi les n représentations de dimension un 


Pmiahre> em, m=0,1,...,.n—1, (7) 


il ya pin) qui sont exactes. Signalons un fait intéressant : un groupe cyclique 
d'ordre n possède exactement n représentations deux à deux non équivalentes irré- 
ductibles sur C. Toutes ces représentations sont de dimension un et de la forme (7). 

En effet, il suffit de s'assurer que le groupe cyclique fini ne possède pas de 
représentations irréductibles sur C de dimension >1. Or, avant de donner 
la définition 3, nous avons signalé le fait que tout opérateur linéaire ® (g) 
d'ordre fini est diagonalisable sur C. Dans le cas considéré, cela est équivalent 
à ce que la représentation ® est complètement réductible. Si dim ® —r, 
alors ® se décompose en une somme directe de r représentations à une dimension. 

Pour le groupe cyclique d'ordre fini, nous avons obtenu au fait la descrip- 
tion de toutes les représentations complexes linéaires. À une équivalence près, 
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on a 
D) | 0 
D,= + . 
Ô Dir) 
g 


où (M) est l’une des représentations de la forme (7). 
Notre but est d'établir de pareilles lois dans le cas général. 


EXEMPLE 7.— Les exemples qui précèdent montrent déjà que les propriétés 
de la représentation linéaire ® du groupe G dépendent beaucoup du corps de 
base X. Apportons plus de clarté à cette question. 

Un groupe cyclique G = (a | a? = e) d'ordre un nombre premier p, opérant 
sur un espace vectoriel de V — (v,, v,) de dimension deux sur un corps commu- 
tatif arbitraire X de caractéristique p, suivant la loi a + v, = v,, a x v, = 
= V1 + v, définit une représentation indécomposable (®, V) 


4 k 
0 1 
En effet, la matrice ®, possède une racine caractéristique 1 de multiplicité 2. 


De ce fait, la possibilité de décomposer ® en somme directe de deux représen- 
tations de dimension un significrait l’existence d’une matrice inversible C 


: . — E. On aurait alors ®, = C-IEC=E, 


ah +> D} OSk< p—1. 


pour laquelle C®,C-!— | 


ce qui n’est pas vrai. 

Soit ensuite G = {a | a = e) un groupe cyclique d'ordre 3 et soit K=R. 
La représentation de dimension deux (®, V), avec V = ({v,, v.), définie dans la 
base donnée par la matrice 


D, = 


io! 
est irréductible, car le polynôme caractéristique #? + £ + 1 de cette matrice 


n’a pas de racines réelles. Or, si V est considéré sur ©, il se décompose naturel- 
lement en somme directe des G-sous-espaces de dimension un 


V = (u, + e-lu,) @ (1 + Eve) 
__— C=— 


9 


et 
A —g-1 


À —E# 


g 0 
0 gl Ê 


On voit donc que l’extension du corps peut faire perdre à la représentation sa 
propriété d’être irréductible. 

Dans la suite de cet ouvrage, le corps de base X sera présenté, à de rares 
exceptions, par le corps des nombres complexes (le plus important au point de 
M pratique) ou par un corps arbitraire algébriquement clos de caractéristique 
nulle. 


CDC-1— 


, = 


EXERCICES 


: 1. Le groupe SO (2) est défini par sa représentation naturelle de dimension 
eux 


ra _ | Cos0 —sin6 
PME sin 6 cos 0 || ? 
irréductible sur R. Vérifier que 
et 0 { 4 à 
? FE = —— 
A’ (6) A-1— nie pour 73 ], ’ le GL (2, ©). 
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Par conséquent, D” est une somme directe de deux représentations de dimension 
un, non équivalentes (dans le cas considéré, tout simplement différentes). 
2. Le GL (n, C)-espace M9 (C) dans la décomposition (5) est-il irréduc- 
tible pour n = 2 et 3? (Réponse: oui.) 
3. Soient D'et Ÿ deux représentations complexes irréductibles du groupe 
cyclique (a | at = e) d’ordre n. Montrer que 


n—1 
_ oi D@) Fan={s 
RkR=0 


si D£&Y, 
si D Æ vw, 


4. En s'appuyant sur l’exercice 3, s'assurer que l’assertion suivante est 
vraie. Toute fonction f à valeurs complexes sur un groupe cyclique fini (a | an = 
— e) peut s’écrire sous la forme d’une décomposition suivant les « harmoniques 
Ælémentaires » 

21 


n—1 
f (ah) — > CmErk, e=e © 
m=0 
Les « coefficients de Fourier » c,, se calculent par la formule 
n—1 
m=— D f(ah)e-mR, 
k=—0 
5. De la formule donnant le nombre de colliers (voir début du chapitre) 
déduire les conséquences élémentaires: a) qgP — q=0 (mod. p) (théorème de 
Fermat; voir chap. 4, $ 4); b) © (d)= n. 
din 


$ 2. Représentations unitaires et réductibles 


1. Représentations unitaires. — Rappelons que, dans le cours 
d'’Algèbre linéaire, une forme non dégénérée (u, v)->{(u | v) sur un 


1 


espace vectoriel V sur € est dite hermitienne si 
(u|v) = (vu), 
(au+fv|w) = a (u|w) +6 (v|w), (1) 
(w{v) >0 pour tout v=Æ0 
(comme toujours, z+>2 est un automorphisme de conjugaison com- 
plexe). L'espace V muni d’une forme hermitienne non dégénérée 
{u | v) s'appelle espace hermitien. Son analogue réel est un espace 


euclidien muni d’un produit scalaire défini par une forme bilinéaire 
symétrique non dégénérée. En prenant dans V une base e,, ..., e», 


nous écrirons la forme (uw |v) pour u = Ÿ u;e;, v = vie; de la 
manière suivante : 

Qu fu) = 2 hijuivs. 
La matrice H = (h;j) satisfait à la condition h;; — h;j, et s'appelle 


aussi matrice kermitienne. Nous avons déjà utilisé une telle termi- 
nologie au chapitre 7, $ 1. 
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Il existe une base orthonormée définie par la condition (e; |e;) = 
= Ô;, par rapport à laquelle 


n 
(u|v) — 2 uv ;. 
1= 


Ün opérateur linéaire # : V — V qui conserve cette forme, c’est-à- 
dire possède la propriété (4u/4v) = (u | v), s'appelle opérateur 
unitaire. Son analogue réel est un opérateur orthogonal. La condition 
qu’un opérateur est unitaire, écrite sous forme matricielle 4-4 — 
— E, avec À — (a;j), A — A* = (a;;), a été déjà rencontrée au 
chapitre 7. En désignant par #* l'opérateur linéaire de matrice 
‘A — A*, nous pouvons exprimer cette condition sous la forme 
AA = E = AA. 

On convient de désigner le groupe de toutes les matrices unitai- 
res (groupe des opérateurs unitaires ou tout simplement groupe 
unitaire) par le symbole Ü (n) que nous connaissons. Par définition, 
U (n) € GL (n, C), et si la représentation D: G— GL (n, €) est 
telle que Im D € U (n), alors on dit que (D, V) est une représentation 
unilaire. 


THÉORÈME 1. — Toute représentation linéaire (D, V) sur C d'un 
groupe fini G est équivalente à une représentation unitaire. 


DEMONSTRATION, —Choisissons dans l’espace de représentation V 
du groupe G une forme hermitienne non dégénérée quelconque 
H:(u,v)e= H(u, v) =Y h;;u;v; (écriture relative à une cer- 
taine base f1; + - - În de l’espace V) et considérons la forme (u | v) 
obtenue à partir de Æ (u, v) en faisant une « moyenne » par rapport 


à G: 
(uv) =|G ft H (® (g)u, ® (g) v). (2) 


Le facteur | G |”! est sans importance, on ne le met que pour obtenir, 
dans le cas où À est unitaire, l’égalité (u | v) — H (u, v). Puisque 
H (D (g)u, ®D (g) v) = H(® (8) v, D (g) u), 

H (® (g) (au + fu), D (8) w) — 
= H (a®D (g) u + BD (8) v, D (g) w) — 
— a (D (g)u, D (g) w) + BH (® (8) v, P (g) w), 
H (® (g) v, ® (gr) > 0 


pour v # 0 et tout g € G, la forme (2) satisfait aux conditions (1) 
et est donc une forme hermitienne non dégénérée. 
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De plus (ce qui est l’essentiel) 


(® (g)u|® (g) v) — 
—IG I 2H (E(@)® (ju, D (g) D (4) v) — 


=|GF#2 H (D (gh)u, D(gh) v) = 


REG 


=|GF D Hu, D(u)={(uiv), 


c'est-à-dire l'opérateur © (g) laisse invariante la forme (u |v) 
quel que soit g € G. Choisissons dans V une base e4, . .., e, ortho- 
normée par rapport à la forme (x | v). Alors, dans cette base, les 
matrices ®, des opérateurs ® (g) seront unitaires. 


REMARQUES. 1) L’assertion du théorème 1 ne découle pas automatiquement 
du fait connu que chaque matrice D,, avec g" — e, est semblable à la matrice 
unitaire diag {A1, . .., An}, avec À? = 1. 

2) Dans le cas réel, le raisonnement tout à fait analogue montre que la 
représentation (®, V) est équivalente à une représentation orthogonale. 

3) Pour beaucoup de raisons, les représentations unitaires jouent un rôle 
important dans les applications de la théorie des représentations, et il est bien 
remarquable que le théorème 1 reste vrai pour une classe sensiblement plus large 
de groupes compacts tels que U (n) et O (n). La démonstration est la même, 
mais la sommation sur les éléments du groupe est remplacée par l'intégration 
suivant une certaine mesure) sur le groupe. Rappelons que le groupe compact 

U (2) est géométriquement indiscernable de la sphère S$ de dimension trois, 
et on peut donc parler de son volume, par exemple. En général, il existe un 
parallélisme bien marqué dans la théorie des représentations des groupes finis 
et des groupes compacts, mais son exposé sortirait nettement du cadre du pré- 
sent ouvrage. L'exemple 6, a) du $ 4 montre que les représentations des groupes 
non compacts (par exemple, G — Z) ne doivent pas être nécessairement uni- 
taires. 


Notons, avant de clore ce numéro, que bien que la démonstra- 
tion du théorème 1 soit constructive, il serait peu pratique de l’uti- 
liser pour la recherche de la réalisation unitaire d'une représenta- 
tion donnée. Par exemple, pour un groupe G engendré par des élé- 
ments @, . .., ag il suffit d’assurer que les matrices D, » - +: D 
soient unitaires. Alors, le groupe (D, , ..., D, ,) — ® (G) sera, 
lui aussi, unitaire. 

EXEMPLE 1.— Le groupe symétrique S; = ((42), (123)) possède une repré- 
sentation ® de dimension deux, qui est contenue comme terme direct dans la 


représentation naturelle de dimension trois (voir exemple 5 du 8 4). A savoir, 
si D (n)e; = ex, à = 1, 2, 8, et f1 = e1 — es, fo — eo — ez, alors 


D ((12))f1 = 62 — e3 = fa D ((12)) fo = e — e3 = fs 
D ((123)) fi = 6 — e = — fi + fn D ((1238))fo = ep he 
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Puisque x = (123)i(12), où i = 0, 1 ou 2, et j = 0 ou 1, on obtient sans peine 
toutes les matrices 

4 0 0 1 —1 —1 
ef 4 fi cl cs 7} 


1 0 4 ei 0 
>| _, | 23) + | : 0: u32 >| _ . 


Des relations det 


| ol=1 et (123)3—e on déduit que pour une 


matrice régulière C on a 


—1 —1,,, Ile 0 _—1+y —3 
La conjugaison à l’aide de C doit garder la propriété de la matrice 
[: k d'être unitaire. Les conditions linéaires 
O 11[_ [0 1 —1 —1|_|[e 0 _a $ 
C4 o | 1 of c| 1 o|F o 81] ©” c=|s | 
sont vérifiées par la matrice 
4 —e? 
c=| _. 1 


Maintenant nous sommes en mesure d’écrire les représentations unitaire 
du groupe S, que nous connaissons : la représentation unitaire D), D@:r + 
-> Sgn (x) = + {et la représentation D® = Y de dimension deux que nous 
venons d'obtenir. Pour faire des références dans la suite, il est commode de don- 
ner la table suivante: 


| e | (12) | (13) | (23) | (123) | (132) 


1 1 1 
—1 1 
0 


un lo ic 4, 
Url [les ol leo ele el 


EXEMPLE 2.— Unereprésentation orthogonale naturelle d’un groupe infini, 
à savoir de SU (2), est fournie par l’épimorphisme ®: SU (2) ->S0 (3) que nous 
avons construit encore au chapitre 7, $ 1. 


> 


2. Réductibilité complète. — Les définitions et les remarques 
faites au $ 1 montrent clairement le caractère fondamental de l’as- 
sertion suivante : 


THÉORÈME 2 (théorème de Maschke). — Toute représentation 
linéaire d’un groupe fini G sur un corps commutatif K de caractéris- 
tique un nombre ne divisant pas | G | (en particulier de caractéristique 
nulle) est complètement réductible. 


334 ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS [CH. & 


Rappelons que l’assertion du théorème 2 exprime que (®, V} 
est décomposable en somme directe des représentations irréductibles. 
A proprement parler, le théorème classique de Maschke s’énonce 
comme suit : 

(M). Tout sous-espace G-invariant U € V possède un supplémen- 
taire G-invariant W: 

V=U6eW. (3) 


Nous allons démontrer justement cette dernière assertion dont 
le théorème 2 découle automatiquement. En effet, ou bien la repré- 
sentation (®, V) est irréductible et alors il n’y a rien à démontrer, 
ou bien il existe un sous-espace strict G-invariant U et alors la dé- 
composition (3), avec un certain G-sous-espace W, est vraie. Dans 
ce dernier cas,. dim ÜU << dim V, dim W < dim V. En appliquant 
à U et W les mêmes raisonnements et en utilisant la récurrence sur 
la dimension, on obtient la décomposition cherchée en composantes 
irréductibles. E 

Passons maintenant à la démonstration de l’assertion (M). Puis- 
que nous nous intéressons toujours au cas du corps À = C, il est 
utile de développer deux raisonnements indépendants. 

Première démonstration (K = C). — D'après le théorème 1, 
il existe sur l’espace de représentation V une forme hermitienne non 
dégénérée (uw | v) invariante par rapport aux opérateurs linéaires 
D (g). Pour chaque sous-espace U € V, il existe un supplémentaire 
orthogonal 


Ui = {we VI(ulv) =0, Vue U}, 
et, d’après un théorème connu en Algèbre linéaire, 
V=UGe Ut 


avec (U1)1t = U. Supposons maintenant que U soit un G-sous 
espace de V, c’est-à-dire que ® (g) U & U pour tout g € G. Comme 
® (g) lu est un automorphisme, tout élément u € U s'écrit sous 
la forme u — ® (g)u’, u' E U. Il ne reste qu’à utiliser la propriété 
d’une forme invariante : 


vEULt = (u | ® (g) v) = (D (g) u' | D (8) v) = (u° lv) = 0. 


Par conséquent, v € U1 = ® (g) v € Ul. En posant W = Ul, 
on obtient la décomposition (3). 


DEUXIÉME £DÆMONSTRATION , — Soit, comme précédemment, U un 
sous-espace de V, invariant par l’opération de G. Considérons la 


somme directe 
V=U6 Ur, 


où ÜU” est un supplémentaire de U arbitrairement choisi. En géné- 
ral, U' n’est pas un sous-espace G-invariant. Considérons l’opéra- 
teur F: V — U' appelé projecteur défini pour tout vecteur v — 
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= u + u' par la relation 
PT = u’. 
v— PvEU, P(U)=0, Pi = SP, (4) 
Introduisons maintenant un opérateur linéaire « moyen »: 
Pa=|G |" > D(A) FD (h”1) 
REG 
(par hypothèse, la division par | G | est possible). On a 
D(g) Fe = PeD(g), VeeG. (5} 


On a 


En effet 
D(8) FD (eg!) =1G F2 D (g) D (4) FD (471) D (g71) — 


=|G F4 À © (ah) FD (8h) = 
AP UUEUT ET 


ce qui conduit à la relation (5). Posons 
W = ae (V) = {Pov |vE V}. 


D'après (5), on a ® (g) w = ©® (g) Pov = PeD (g) v = Pov' — 
— w" € W pour tout w € W, si bien que le sous-espace vectoriel 
W & V est réellement un G-sous-espace. 

Il reste à montrer que V = U & W est somme directe de G-sous- 
espaces. Puisque ® (h-1) v — SD (h-1!) v E U (voir (4)), on a v — 
— D (h) FD (hu = D (k) {D (A1) v — FD (h-1) v} € D (h) U — 
— U (U est invariant). Par suite, 


UV — Pçv = |G Pre D (4) SD (R!)) =uEU, 


et l’on obtient v = u + w, avec w — Pov E W, c'est-à-dire V — 
=U+W. 

On a ensuite D(R USE U— PO (Rh 1) U — 0 (voir (4)) =- 
= D (h) FD (RU —=0—-P,(U) — 0. Par conséquent, v — 
— Porv=uEU— Po (v— Por) —0, d'où Por — Pév pour 
tout v € V. Cela signifie que F4 est l'opération de projection sur W 


suivant U: 
Pa(0)=0, PE = Pa. (6) 


Maintenant, vEUNW= Sov = 0, car vEU, et v = Po, 
puisque v € PG es W. En utilisant (6) on obtient 0 = çv — 
= Pe(Po) = PFiv = Po =v#æUNW—=0. EE 

Ti serait imprudent de faire une conclusion plus forte sur l’uni- 
cité de la décomposition en composantes irréductibles (en G-sous- 
espaces irréductibles) : V = V, ® V, ® ...@ V,. Si, par exemple, 
D (g) = 6 est l’opérateur identique pour tout g € G, toute décom- 
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position de V en sous-espaces de dimension un sera une décomposi- 
tion en composantes irréductibles, le nombre de telles décompositions 
étant infiniment grand. Il n’en est plus de même si nous groupons les 
composantes irréductibles isomorphes: 


VU; oO'-: 20 U;: 


Puisque nous ne distinguons pas entre les G-espaces isomorphes, on 
peut poser 
U,=V, 87, 8...0 V,; = mm, 


U,=V 8 V8... V—=nVes, 


où n, est l'ordre de multiplicité avec lequel la composante irréduc- 
tible V, figure dans la décomposition de V. Nous verrons plus loin 
que ces multiplicités sont définies de façon unique. 


EXERCICES 


1. Toute représentation continue de dimension un du groupe (R, +) (lors- 
qu’à des nombres voisins correspondent des opérateurs voisins) est de la forme 
Pa) :5r> eitt, où & est un nombre complexe. Montrer que D(%) est unitaire si, 
et seulement si, «ER. (Indication. Dériver l'égalité eat elat —1 
par rapport à { et poser £ = 0.) 
cost —sint 
sin { cos t 
pe(R, +) sur SO (2) se compose des nombres t — 21m, m € Z. Ainsi, SO (2) = 
ÆR/2x 7, et à toute représentation unitaire irréductible ® du groupe SO (2) 
(d’après les résultats du $ 4, elle est nécessairement de dimension un) correspond 
une représentation unitaire irréductible ® : &+ 27m > ®(t), 0 <t< 21, du 
groupe R pour laquelle ® (2x) — ® (0) — 1. Déduire de l'exercice 1 que 
® = DM), n € Z. Jointe à la remarque 3) du n° 1, cette égalité signifie que 
toute représentation irréductible du groupe SO (2) est de la forme ®tm (4) = 
= einlt, nE TZ. Vérifier que 


2. Le noyau de l’homomorphisme f:t1- 


du grou- 


2H 

«RE res 

De | eiht.eilt dd —Ôp] 
0 


{comparer avec la relation obtenue dans l'exercice 3 du $ 1: l’ordre n est rem- 
placé par le « volume » 2x du groupe SO (2)). En Analyse, le système de fonc- 
tions f£eînt} fournit un exemple classique de système orthonormé complet de 
fonctions périodiques (ou de fonctions sur la circonférence S1+ SO(2)). C'est 
le point de départ pour la théorie bien développée des séries de Fourier. 

3. En partant du théorème de Maschke, démontrer que toute représentation 
complexe exacte de dimension deux d’un groupe fini non abélien est irréductible, 


$ 3. Groupes finis des rotations 


Ce paragraphe est consacré aux sous-groupes finis du groupe 
SO (3). Leur connaissance nous permetira d'obtenir en même temps 
les représentations orthogonales irréductibles des groupes tels que 
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A% S4 A5 et cela sous une enveloppe géométrique facile à retenir. 
Lors d’une première lecture on peut omettre le n° 1 et la démonstra- 
tion (assez schématique) du théorème 2, mais à tous ceux qui dési- 
rent s’assurer qu'ils ont bien assimilé l’idée générale des « opéra- 
tions des groupes » (chap. 7, $ 2) il sera utile d'étudier le contenu de 
tout le paragraphe. 


1. Ordres des sous-groupes finis de SO (3).— D'après le théorème 
d’Euler étudié dans le cours d'Algèbre linéaire, tout élément Z € 
€ SO (3), 4 = 6, représente une rotation dans l’espace euclidien 
R$ autour d’un certain axe. Autrement dit, il existe exactement deux 
points sur la sphère unité S? de dimension deux, qui restent fixes 
lors de l’opération 4: ce sont les points d’intersection de la sphère 
et de l’axe de rotation. Ces deux points sont appelés pôles de la 
rotation #4. 

Soient maintenant G un sous-groupe fini de SO (3) et S l’en- 
semble des pôles de toutes les rotations 4 =£ 6 de G. Il est clair 
que G opère comme le groupe de permutations sur l’ensemble S. 
Si x est le pôle d’une certaine rotation #4 = 6, £# € G, on a pour 


tout # EG: 
(BAR Br = B Az = Pr, 


c'est-à-dire que x est le pôle de 4871, et donc zx E S. Dési- 
gnons par (2 l’ensemble de tous les couples (4, x), où 4 EG, AE 
et x est un pôle de 4. Soit ensuite G, le stabilisateur (sous-groupe 
stationnaire) du point x, c’est-à-dire le sous-groupe de G comprenant 
tous les éléments qui laissent fixe le point x. Si 


G = GrÙ gGRU ce. Ù Em, Gx 


est la décomposition de G en classes à gauche suivant G,, alors la 
G-orbite du point x sera l’ensemble 


G(x) = {x, gr, . Em,T} 


dont le nombre d'éléments est | G (x) | = m.. Suivant le théorème 
de Lagrange, N = m,n,, où N = |G|, n, = |G, | (par rapport 
au chap. 7, $ 1, les désignations sont légèrement modifiées). Remar- 
quons que », est l’ordre d’un sous-groupe cyclique de G dont chacun 
des éléments est une rotation autour de l’axe passant par x. On dit 
que n». est l’ordre de multiplicité du pôle x ou que x est un n.-pôle. 

Vu qu'à tout élément ,4 -£ 8 de G correspondent deux pôles, 
ona [Q|—2(N — 1). | 

D'autre part, pour chaque pôle x, il existe nr. — 1 éléments de G 
différant de e et laissant fixe le pôle x. Par conséquent, le nombre 


22—0877 
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des couples (4, x) est égal à la somme 


11 À (rx — 1). 
xeS 


Prenons pour {x,, . . ., z,} l’ensemble des pôles, un pôle de chaque 
orbite. En posant n;, — Nxys Mi = Ma; et en remarquant que 7, — 
= Nx, = n; pour tout x € G (x;), nous obtenons 


k k 
IR1= 2x1) = 2 mi(n:—1) 2 (N— mi). 
Ainsi, 
h 
2N—2—= D (N—m;). 
| 
En divisant par N les deux membres de l'égalité, nous aurons 
2 à 1 
2—= > (1). (1) 
Supposons V © 1, de sorte que 1 < 2 — + <2. Puisque; n; > 2, 


2 
Cas 1. 4 — 2. Alors 


on à _ 1 + < 1 et, de ce fait, k doit être égal à 2 ou à 3. 


ou ce qui revient au même 
N1 N 
= Mi + M, 
1 No 


d'où m, = m, = 1, mn, = n, = N. Par suite, G possède un axe de 
rotation et un seul, et G = C\ est un groupe cyclique d'ordre NW. 


Cas 2. k — 3. Soit, pour plus de détermination, n, < n3 < ns° 
Si A1 > 3, nous aurions 


2 (1-4)>3 (e-+)-2 


i—=1 = 


be 
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ce qui est impossible. Ainsi, nr, = 2 et l’équation (1) prend la forme 
| 2 | | 
TNT: 


Il est évident que n, >4= 2 +E<T est une contradiction. 
2 


Par conséquent n, — 2 ou 3. 

Si ñn, = 2, alors n3 — Le. — m (N doit être pair) et m, = m, = 
— m, m3 — 2. Ces données correspondent au groupe diédral D,, 
(voir chap. 7, $ 3, n° 5, exemple 1). 

Si nr, —= 3, alors 
4 


n3 ? 


1 2 
FN 


et nous n'avons que trois possibilités: 
2) n=3, N=12, m=6, mm =4, m3;—=4; 
2") ns =4, N=24, m —=12, m—=8, m3=6; 
2") n3=0, N=60, m, = 30, m3, = 20, m3 —= 12. 


Groupons toutes ces données sur la table ci-dessous : 


Nombres 


IS! | Ordres des stabilisateurs 


N d'orbites 
n 2 2 n n — 
2m 3 2m + 2 2 2 (2) 
42 3 14 2 3 
3 2 3 
3 2 3 


Ainsi, nous avons démontré l’assertion suivante : 


THÉORÈME 1. — Soit G un sous-groupe fini de SO (3), distinct 
d'un groupe cyclique et d’un groupe diédral. Alors, il n'existe pour 
son ordre que trois possibilités: N — 12, 24 ou 60. D'autres limita- 
tions imposées au groupe G& sont contenues dans la table (2). EH 


2. Groupes des polyèdres réguliers. — L'existence des groupes 
d'ordre 12, 24 et 60 contenus dans SO (3) et distincts des groupes 
cycliques et diédraux se démontre de façon bien simple. Dans l’es- 
pace euclidien R°, il n’existe, à une similitude près, que cinq polyè- 
dres convexes réguliers (connus depuis l’Antiquité): le tétraèdre 


22% 
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A1, le cube[]e, l’octaèdre A8, le dodécaèdre TN. et l’icosaèdre À ,0: 


Si le centre d’un polyèdre régulier M est placé à l’origine de l’espace 
R$, les rotations de SO (3), qui amènent M en coïncidence avec lui- 
même, formeront un sous-groupe fini. Pourtant, au lieu de cinq il 
n’y a dans ce cas que trois groupes des rotations différents (non iso- 
morphes), vu qu'ils sont identiques pour le cube et l’octaèdre ainsi 
que pour le dodécaèdre et l’icosaèdre. Géométriquement, cela s’ex- 
plique très simplement. Si l’on joint par des segments les milieux 
des faces adjacentes d’un cube, ces segments seront des arêtes d’un 
octaèdre inscrit dans le cube. Toute rotation dans R°, qui laisse 
invariant le cube, transforme en lui-même l'’octaèdre inscrit, et 
réciproquement. Une remarque analogue est aussi applicable au 
couple dodécaèdre-icosaèdre. Dans la table ci-dessous, W, est le 
nombre de sommets d’un polyèdre, V, le nombre d'’arêtes, NV, le 
nombre de faces, 1 le nombre de côtés (d’arêtes) de chaque face et v 
le nombre de faces aboutissant à un même sommet. Comme précé- 
demment, V est l’ordre du groupe correspondant. 

Suivant le théorème géométrique d’Euler sur les polyèdres, 
No —N;,+N, = 2. Le nombre total de pôles est égal à NV, + 
+ N, +N, = 2N, + 2. Lors de toute rotation qui transforme un 
polyèdre en lui-même, une arête donnée ab, vient en coïncidence 
avec toute autre arête ab; ou b;a;, de sorte que N = 2N,. Remar- 
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quons encore que {u, v} = {n,, n3}, Où n,, n4 sont les ordres de 
multiplicité des pôles que nous avons introduits au n° 1. 

Soient ensuite T le groupe du tétraèdre, Ole groupe du cube (de 
l’octaèdre) et I le groupe de l’icosaèdre (du dodécaèdre). 


No N1 Ne [n v N 

Tétraèdre . . . . . . . . À 4 6 4 3 3 12 

Cube .......... ar 8 | 42 | 6 | 4 | 3 | 24 

Octaèdre . .. ..... A 6 | 42 | 8 | 3 | 4 | 24 

Dodécaèdre . . . . . .. /JXul ® 30 12 ÿ S 60 
Nr 

Icosaèdre . . . . . . .. PAS 12 30 20 ô S 60 


Les éléments de T sont les rotations de certains angles autour de 
quatre axes qui relient les sommets aux centres des faces opposées, 
ainsi que les rotations de l’angle x autour de chacun des trois axes 
qui passent par les milieux des arêtes opposées, et la rotation unité. 

Le groupe O contient, en plus de la rotation unité, les rotations 
d’angles x/2, x, 3/2 autour de trois axes qui joignent les centres 
des faces opposées du cube, les rotations d’angles 2x/3, 4x/3 autour 
de quatre axes qui relient les sommets opposés n’appartenant pas 
à la même face, et les rotations d'angle x autour de chacun de six 
axes qui relient les milieux des arêtes diagonalement opposées. 

Un tétraèdre régulier s'inscrit dans un cube et reste invariant 
pour certaines rotations de O d’ordre 2 ou 3. Ces rotations dont le 
nombre, avec la rotation unité, est égal à 12, constituent justement 
le groupe T. Par conséquent, T & O, et puisque |O : T | = 2, on 
a T < 0. 

À chaque élément de O correspond une permutation et une 
seule sur l’ensemble constitué de quatre grandes diagonales du cube. 
L'égalité des ordres des groupes | O | = | S, | — 24 entraîne leur 
isomorphisme: OZ S,. Respectivement, T æ 4,4. L'exercice 2 
montre que I = 43. 

En revenant à la démonstration du théorème 1, remarquons que 
pour % = 2, n, = N3 = à, il existe deux orbites à quatre éléments 
G (Pa) = {Pas Pos Par Pas G (q) = (Qus Qu Qss Qu} des pôles, où 
pi et g; sont des points opposés sur la sphère S?. Si A; est un tétraè- 
dre à sommets p;, son groupe de transformations de symétrie T° 
contient G. De | G | = 12 il ressort que A° est un tétraèdre régu- 
lier, c’est-à-dire que Aj = A4 et T'=G=T. 

Pour n, = 3, n; = 4, prenons l'orbite à six éléments G (p;) = 
— {p,, ..., pe} des pôles qui se répartissent en couples, car i Æ 
Æ 3 => n; 4. Ces trois couples de points sur la sphère S? seront 


342 ELÉMENTS DE THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS [CH. 8 


pris pour trois couples de sommets opposés d’un octaèdre A:. De 
même que dans le cas précédent, | G | = 24 = À, = A3 (en ce 
sens que A, est un octaèdre régulier) et O° = G = ©. 

Enfin pour n; = 2, M = 3, A3 — 9, on construit un icosaèdre 
As de sommets p; pris sur l'orbite G(p)) = {Da, +. Dao}. De 
nouveau, | G | = 60 implique que AÀ;, est un icosaèdre régulier et 
que les groupes coïncident : L — G — 

Il reste à remarquer que quels que soient deux polyèdres régu : 
liers de même type inscrits dans la sphère S°, ils sont obtenus l’un 
à partir de l’autre par une certaine rotation (un changement de sys- 
tème de coordonnées). C’est ainsi que dans SO (3) les sous-groupes 
isomorphes deviennent conjugués. Résumons les résultats obtenus 
sous forme d’un théorème. 


DS 


THÉORÈME 2. — Les seuls sous-groupes finis de SO (3) sont, à un 
isomorphisme près, les groupes C,, D,, nEN; T=& 4,, OS, 
et [= À;. Deux sous-groupes finis isomorphes quelconques sont con- 
jugués dans SO (3). 


COROLLAIRE. — Les isomorphismes indiqués dans le théorème 2 
donnent des représentations orthogonales irréductibles de dimension 
trois des groupes A, S4 et A5. 83 


En utilisant le théorème 2 et l’épimorphisme D: SU (2) — 
—+ SO (3) (chap. 7, $ 1, théorème 1), on arrive facilement à la des- 
cription de tous les sous-groupes finis du groupe SU (2) (on peut 
aussi opérer dans l’ordre inverse). Un tel groupe G*, différent d’un 
groupe cyclique, est l’image réciproque d’un certain sous-groupe 
fini G € SO (3), C’est ainsi qu’apparaissent les groupes dits binaires: 


Di = D (Dr), T* = D (T), O* = D (0), I* = DT (D, 


le groupe diédral binaire, le groupe binaire du tétraèdre, le groupe 
binaire de l’octaèdre et le groupe binaire de l’icosaèdre. Les groupes 
binaires, de même que les représentations orthogonales ® : SU (2) — 
—+ SO (3), apparaissent, dans leur ensemble, de façon naturelle lors 
de la description des états d’un système physique de particules 
douées de spin. 


EXERCICES 


1.. En plus du sous-groupe unité, le groupe de l'icosaèdre { comprend 15 
sous-groupes cycliques conjugués d'ordre 2; 10 sous-groupes cycliques conju- 
gués d’ordre 3 et 6 sous-groupes cycliques conjugués d'ordre 5. Démontrer ue I 
est un groupe simple ee ndication. Relire la démonstration du théo- 
rème 5 du chap. 7, $ 3.) 

2. Etablir un isomorphisme entre les groupes I'et 45. (Indication. 
En utilisant le fait que tous les éléments d’ordre 2 sont conjugués, montrer 
qu'ils se disposent dans un « bouquet » (fig. 21) de cinq sous-groupes de Sylow 
conjugués, disjoints deux à deux (ou plus exactement présentant une intersec- 
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tion suivant e) d'ordre 4. Le groupe I opère sur le « bouquet » par conjugaison. 
Cette opération est exacte, car I est un groupe simple (voir exercice 1).) 


NZ 
EAN 


3. Si À est un sous-groupe fini d'ordre impair de SU (2) ou de SO (3), il 
est cyclique. (Indication. Appliquer le théorème d’homomorphie au 
cas D:SU(2) + SO(3).) 

4. Montrer que, si un sous-groupe fini H SU (2) n’est pas une image réci- 
proque d’un sous-groupe quelconque G& SO (3), alors | 4 | = 1 (mod. 2). 

5. Montrer qu'à une conjugaison près 


0 1 g 0 
à = ( —1 of» |o se +e+1=0), 


6. Qu’y a-t-il de commun entre le groupe binaire de l’icosaèdre I* et le 
groupe 
b 


SL (2, 25) = { he: 


7. Soient des atomes de q espèces différentes (q < 200), qui se disposent de 
toutes les façons possibles aux sommets d’un polyèdre régulier M (on ne tient 
compte d’aucune liaison chimique). Les « molécules » obtenues l’une à partir 
de l’autre par rotation autour d’un certain axe ne sont pas discernées. Soit 
Î (M, q) le nombre de « molécules » différentes. Obtenir les formules 


f (Aae g= (g?+ 11), 


ad—bc—=1; a, b,c, 2€ 25} ? 


f (Ces D = Le (2541798406), 


(A, D = (84304 129-+8). 


(indication. Dpquee les considérations utilisées lors du calcul du 
nombre de colliers (problème 2 au début du chapitre).) 

8. Montrer que de calcul du nombre de différentes peintures des faces du 
polyèdre M avec q couleurs conduit dans le cas d’un tétraèdre A 4 à la même ïor- 
mule que dans l’exercice 7, alors que dans le cas d’un cube et d’un octaèdre les 
formules changent de place. 


$ 4. Caractères des représentations linéaires 


1. Lemme de Schur et son corollaire. — La base de toute théorie 
mathématique cohérente est généralement constituée par quelques 
considérations relativement peu compliquées (mais bien fines). 
L'une des pierres angulaires de la théorie des représentations est 
l’assertion suivante : 
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THÉORÈME 1 (lemme de Schur). — Soient (D, V), (Y, W) deux 
représentations complexes irréductibles d'un groupe G, to: V— W 
une application linéaire telle que 


F(ao—=oP(g, Vgec. (1) 
À lors : 
(i) o = 0 si les représentations D, Y ne sont pas équivalentes; 
(ii) o = 16 si V = W et D — Y. 


DÉMONSTRATION, — Si & — 0, iln’y a rien à démontrer. Considé- 
rons donc &6 = O0 et posons V, = Keroc y. 

Puisque o® (g) v, = Y (g) ov, = 0 pour tout w € Vs, on a 
D (g) Vo = Vo, c’est-à-dire le sous-espace V, est invariant par G. 
Du fait que (®, V) est irréductible, on déduit que V, = 0 ou V, — 
= 4 L'égalité V, = V est impossible, car o 0. Par suite, Ker o — 

D'une manière analogue, en posant W, = Imoc W, on aura 
M EM = = Fo) =0 (P(gv)=wEW,, et 
donc W, est un sous-espace invariant de W. De nouveau, © = 0 = 
= W, = 0, et puisque (W, W) est une représentation irréductible, 
il ne reste qu’une seule possibilité W, = W 

(i) Puisque Ker © = 0, Im o — W, alors &: V — W est un iso- 
morphisme, et la condition (1) n’est rien d’autre que la condition 
d'équivalence des représentations ®, Ÿ (voir définition 2 au $ 1). 
L’assertion (i) est démontrée. 

(ii) Par hypothèse, o: V — V est un opérateur linéaire sur Y. 
Soit À l’une de ses valeurs propres; elle existe parce que le corps de 
base C est algébriquement clos. L'opérateur linéaire 60, = 6 — 16 
possède un noyau non trivial (il contient le vecteur propre) et satis- 
fait à l’ égalité YŸ (g) oo — 00 (8). Du fait de ce qui a été démontré, 
Go — 0, c'est-à-dire o — 16. 5 


COROLLAIRE. — Soient (D, V), (Y, W) deux représentations irré- 
ductibles sur C d'un groupe fini G d'ordre |G |, et o: V— W une 
application linéaire pps Alors, l'application « moyenne » 


Sr À Y (8) 0 (eg) 
8€G 
possède les propriétés suivantes : 
(Gi) DæÆæYF—=0o—=0; 
(ii) V=W, D=Y—0—16, 
DÉMONSTRATION. — On a 


Y (g)0D(g) 1=1G F2 Y (g) Ÿ (hk) oD (k}"1 D (g) 1 = 
=IGN D Y(e)oD (GI =IG D (D) 1=0 


ny = ro 
‘7 dim! 
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de sorte que Ÿ (g) © = 60 (g), Vg E G. D'après le lemme de Schur, 
on obtient tout de suite les deux assertions, la précision relative à la 
constante À découlant des relations 


(dimV)A=trAa8=tro=|@f"t > tr D (8) 6® (g)1= 
8€ 


—=|Gft À tro=tro. 
g€G 


Nous avons utilisé ici la propriété connue de la fonction de trace: 
tr CAC-t=tr À. 

Nous aurons besoin de la éraduction matricielle du corollaire. 
À cet effet, choisissons dans les espaces V, W des bases quelconques : 
V = {@;,|iel), W= (f;|jE€J). Ecrivons dans ces bases nos 
applications linéaires (en les identifiant avec les matrices corres- 
pondantes) : 


De = (qu (8), Te = ii (@)), 
oO = (ji), 6 = (0); l, i ET, j; j Ed. 
Par la définition même de ©, on a 


0 —|Gl D ie (L) OirseDirs (871). 2 
ji | | zeG ET, PAPE (g) j'irPii (£ ) (2} 


L'application linéaire o: V — W est tout à fait arbitraire. Nous 
pouvons prendre 


On =0, V(G,i)#Æ (os to); Ojoio = 1. (3) 
Alors, à l’assertion (i) du corollaire correspond la relation 


| G [F4 À Viio (8) Pos (871) = 0, Vi, io, j, Jo (4} 


(les représentations ® et Ÿ ne sont pas équivalentes). 
Si maintenant V = W et D —=%Y, on a 


tro ou Di ÉjiO y, 
à’: 9” 


— _ tro  — tro _ Ôy; | 
On 8 01 Bin — dimp 2) 01071. 
i’, j’ 


En rapprochant la relation obtenue de la relation (2), on obtient 


= 1 
[G F1 D Pie (8) OÿriPiri (g 1) — din > ji 040 jrie, 


EG, Îi’e j’ ie ÿ° 
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d’où, du fait que le choix de © est arbitraire (voir (3)), nous concluons 
qu’à l’assertion (ii) du corollaire correspond la relation 


a 

: 7 S1 Jo — don 

GE Piio (8) Pioi (g71)=4 Am (5) 
EG 0 sinon. 


Les relations (4) et (5) contiennent toutes les informations dont 
nous avons besoin. 


2. Caractères des représentations. — À chaque représentation com- 
plexe linéaire de dimension finie (D, V) d’un groupe G est associée 
une fonction 

D : G —- C, 
définie par la relation 


Xe (89) =trD(g), geG, 


et appelée caractère de la représentation. On la désigne aussi par le 
symbole x ou tout simplement par % s’il est clair de quelle repré- 
sentation il s "agit. 

Soient D, = (p;; (g)) une matrice correspondant à l'opérateur 
® (g) dans une certaine base de l’espace V et À,, ..., À, (n = 
— dim V) ses racines caractéristiques comptées avec leur multi- 
plicité. 

Par définition, 


UNE 
at 


Xe (g)=Xv (g) = 2 }= 


Si C est une matrice inversible quelconque, on a 
tr CD,C1 = tr D,. 


Or, nous savons que toute représentation Ÿ équivalente à ® est 
de la forme gr CD,C-'. Par conséquent, les caractères des repré- 
sentations isomorphes (équivalentes) coïncident. Cette remarque montre 
que la notion de caractère a été définie correctement. 

Indiquons encore quelques propriétés élémentaires des caractères. 


PROPOSITION. — Soit Yæ le caractère d’une représentation complexe 
linéaire (D, V) d'un groupe G. Alors: 

(i) %æ (e) = dim V; 

(ii) %o (Aagh-1) = Yo (8), Vg, hEG, c’est-à-dire Y%X® est une 
fonction constante sur les classes des éléments conjugués du groupe G; 


(iii) %Xo (g7!) = XD (8) pour tout élément g € G d'ordre fini (la 
barre signifie la conjugaison complexe); 


(iv) à la somme directe D = ®’ + ®" des représentations cor- 
respond le caractère Xæ = YXæ® + Yo. 
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DÉMONSTRATION. — En effet, X® (e) = tr ® (e) = tr 6 — dim Y. 
On4a ensuite %æ (4gh-*) = tr D (hgh-!) = tr D (h) D (g) D (h)-! — 
= tr O (g) = YX» (8). Pour démontrer (iii) remarquons que 


g" =e—® (g)" = 6 


et que À# , ..., ÀË sont les racines caractéristiques de l'opérateur 
® (g)* si A4, ..., Àn sont les racines caractéristiques de l'opéra- 
teur ® (g)". En particulier, A7 = 1,1 <i< n, et donc | À; | = 1, 
À; = À, De ce fait 


%o (g1) = tr D (gt) = tr D (g) 1 — 2 joie 


Enfin, dans le cas où D — D’ + D”, nous savons qu'avec un 
choix convenable de la base dans l’espace de représentation V toutes 
les matrices ®,, g € G, prendront la forme 


D, 0 
0 


9 


D,— 


d'où tr D, = tr D, +tr DS. Or, cela signifie justement que 
ko (8) = Xe (8) + Xe” (8). 

Remarquons que pour n = dim V = Î{ on aura Yo (g) — ® (g), 
alors que pour n >> 1 le caractère Y%® n’est pas un homomorphisme 
de G dans C*. 


ExEMPLE 1.—Considérons le groupe SU (2) dans sa représentation naturelle 
de dimension deux. Soit y le caractère correspondant. D’après la relation (5) du 
chapitre 7, $ 1, toute matrice g € SU (2) est conjuguée à la matrice 

. ® 
é 2 0 
by — p 0 < ® << 27; 


—i— 


0 e À 


de sorte que les classes des éléments conjugués du groupe SU (2) sont paramétri- 
sées par des nombres réels o pris dans l’intervalle indiqué. Conformément à la 
propriété (ii) des caractères on a 


2 Se LA q 
x()=Xx(UbqU-1)=x(bp)=e +e  ?=2c08 
Lors de la représentation canonique ® : SU (2) + SO (3), la matrice b, se 
transforme en la matrice 
cosp —sinp 0 
sin cos 0 


By= , 
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qui constitue, elle aussi, un représentant commode de la classe des matrices 
orthogonales conjuguées du groupe SO (3). Il est évident que 
Xo (Be) = 1 + 2 cos y. (6) 
La formule (6) sera utilisée plus tard. 


L'ensemble C6 = {G—- C} de toutes les fonctions de G dans € 
est muni d’une structure naturelle d’espace vectoriel sur C: pour 
is Do EC, Yu Xe E C6, on entend par &1Y%1 + &.%, une fonction 


à valeurs 
(a X1 + Goo) (8) — Aka (8) + Do (8). 


Une fonction de CS est dite centrale si elle est constante sur 
les classes de conjugaison du groupe G. Les fonctions centrales forg- 
ment évidemment un sous-espace vectoriel de C6 que nous dési- 
gnerons par lesymbole Xc (G). En général, Xc (G) est un espace de 
dimension infinie, mais si le groupe G ne contient qu’un nombre fini 
de classes de conjugaison C,, Co», . . ., C, (il ne sera toujours ainsi 
pour un groupe fini G), l’espace Xc (G) est de dimension finie. Par 
exemple, 
Xc(G = Tu Lu co. lc: (7) 


A 


ou 
4 si gEC:, 


le @= | 0 si géCi. 


D'après ce qui a été démontré (la proposition (ii)), les caractères du 
groupe G appartiennent à l’espace Xc (G). Nous verrons plus loin 
que le sous-espace engendré par ces caractères coïncide en réalité 
avec Xc (G), en tout cas pour un groupe fini G. 

Supposons plus loin que le groupe G soit fini. Transformons CS 
en un espace hermitien muni du produit scalaire 


| ms 
GTe=qr D 9 (7, 0, 1606, (8) 
8€G 
On vérifie aisément que la forme (06, t)r—> (0, t)& possède toutes 


les propriétés d’une forme hermitienne non dégénérée. Sa restriction 
au sous-espace Xc (G) & C6 constitue un instrument bien utile, 


surtout pour l'étude des caractères des représentations linéaires, 


(7) 


THÉORÈME 2. — Soient ®, Y deux représentations complexes irré- 
ductibles d'un groupe fini G. Alors, 
: 4 si PE Y, 
( D; XY)e = 0 si D æ Y. (9) 
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DÉMONSTRATION. — En utilisant les notations matricielles, on a 
ñn n 
X® (@= 2 Pui(g), Xw (@= 2 Pi: (8). 


En posant is = i, jo = j dans la relation (4), puis, en effectuant la 
sommation sur à et j (dans des limites admissibles pour à et j), on 
obtient 


O=IGIt À us) qu (er) = 
=|G [1 2 Q2 Ÿ:3 (&)) où Pi (g”1)) — 
=|G D Le (8) %o (gt) = 
8g€G 
=|GF À xw (8) Xo (8) = (Aus Xo)e: 
g€G 


quelles que soient les représentations irréductibles non équivalentes 
®, Ÿ du groupe G. 
Utilisons maintenant (pour is = i, jo = j) la relation (5): 


1 = ( À ô;:)/dim V=]|G [1 À Q2 Pi; (g)) où ii (g”1)) 7 
—=|GF1 D xo (8) Xo (871) = (Xe, Xo)c- 
geG 


Du fait que les caractères des représentations isomorphes coïncident, 


on à (X®, Xw)e = 1 pour D & Y. 
La relation (9) porte le nom de (première) relation d’orthogonalité 


pour les caractères. 


COROLLAIRE. — Soit 
V=p,®œ...06/, (10) 


une décomposition d'un G-espace complexe V en somme directe de 
G-sous-espaces irréductibles V;. Si W est un G-espace irréductible quel- 
conque de caractère Yw, le nombre de termes V; dans (10), isomorphes 
à W (ordre de multiplicité avec lequel W figure dans le G-espace V), 
est égal à ({y, Xw)c et ne dépend pas du mode de décomposition. Deux 
représentations (deux G-espaces) ayant même caractère sont isomorphes. 


D£MONSTRATION. — Comme nous l’avons déjà noté (proposition 
Gv)), %v = Xv, +... + Xv, et donc 


(xvs Xm)e = (Xve Xe +... + (uv, Xw)- 


En vertu du théorème 2, le second membre de cette égalité est une 
somme de X zéros et unités, le nombre d’unités étant égal au nombre 
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de G-sous-espaces V; isomorphes à W. Or, le produit scalaire 
(Xyv, Xw)c ne dépend aucunement de la décomposition (voir la rela- 
tion de définition (8)), si bien que nous avons démontré en même 
temps que l’ordre de multiplicité avec lequel W figure dans le 
G-espace Ÿ est invariant. 

Etant donné deux G-espaces V, V” ayant le même caractère 
X = YXy = YXy’, tout terme isomorphe à un G-espace irréductible 
donné W figure dans leur décomposition le même nombre de fois, 
à savoir (Y, %w)a. C’est pourquoi, dans les décompositions en somme 
directe de termes irréductibles : 


k l 
V= @ V;, V'= @ V; 
i=i j=1 
nous pouvons poser L=k, V; æ V;, 1<i<hk. Par suite, les 
G-espaces V, V” sont eux-mêmes isomorphes. 

Les remarques faites après la démonstration du théorème de 
Maschke et le corollaire du théorème 2 donnent la possibilité d’expri- 
mer le caractère %« de toute représentation complexe linéaire (®, V) 
d’un groupe fini G sous la forme d’une combinaison linéaire à coef- 
ficients entiers : 


5 
X= 2 MiXie 


Ici, m; est l’ordre de multiplicité avec lequel la représentation irré- 
ductible (®D;, V;) figure dans la décomposition de (®, V), de sorte 
que D; æ ®}; pour i  j. En partant de la relation d’orthogonalité 
(9), on peut écrire 


(Xo, Lo)e = À mè. (11) 


Par suite, le carré scalaire (%æ, Xæ)c du caractère xæ de toute 
représentation complexe ® est toujours un nombre entier, égal à 1 si, 
et seulement si, ® est une représentation irréductible. 

Nous avons obtenu un résultat remarquable. Les caractères ou 
les « traces des représentations », qui ne portent qu’une information 
maigre sur chaque opérateur linéaire © (g) pris isolément, expri- 
ment des propriétés essentielles de leur ensemble {® (g) | g € G}, 
c'est-à-dire des propriétés de la représentation ® elle-même. 


ExEmPLE 2.— Assurons-nous de l’irréductibilité sur © des représentations 
des groupes 4,4, S, et Atpar des rotations d’un espace à trois dimensions. A cet 
effet, il faut revenir au corollaire du théorème 2 du $3 et utiliser les formules (6) 
et (11). La représentation ® décrite au $ 3 montre que, si o est une permutation 


d'ordre q, alors ® (0) est une rotation d’angle x _ , P.G.C.D. (k, q) = 1, autour 


d'un certain axe. Aussi, les valeurs du caractère 4 — %@ se calculent-elles 
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directement au moyen de la formule (6): 
LC) =1+2 008 & 27 3, —1, 0, 1, IEVS Eu A 
q 2 2 
si, respectivement, g = 1, 2, 3, 4, 5 (k = + 1), 5 (k = + 2). Remarquons que 
g O0 O0 


IEVS O et O]—=e+e-1+1, IV S cu 4e244, 
0 O 1 
ES 
Do D 


Le calcul de l’ordre de la permutation © à partir de sa décomposition en 
cycles indépendants a été décrit dans le corollaire 1 au théorème 4 du chapitre 4, 
$ 2. La distribution des éléments suivant les classes de conjugaison est indiquée 
dans les tables (pour 4, voir chap. 7, $ 2, exercice 8, pour S, voir chap. 7, $ 3, 
exercice 4, et pour À, voir la démonstration du théorème 5 au chap. 7, $ 3). 
Nous reproduisons ci-dessous les mêmes tables complétées de valeurs du carac- 


tère %: 
1 | 8 | L | 4 


e | (12) (34) | (123) | (132) 


e | (12) (34) (123) | (12345) | (12354) 


3 | —1 | 0 e+var | a-v5r 
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Les relations 
1 
Qu 44= 75 (1:32+38 (—1)9+ 4.044.023} —1, 
| 
Ge 0 s4= 57 (1-32+8 (—4)2 + 6(—1)94-8-02+ 612} 1, 
1 1+V5)\2 
Ge 0 45= 557 (1:32+15 (—1)2 + 20002 + 42 (ES) Fe 
+42 (LS )'}=1 
2 
montrent que la représentation ® de caractère x est irréductible sur © (voir (11)). 


EXERCICES 


1. Soient D, Ÿ deux représentations complexes irréductibles d’un groupe 
fini G. Obtenir la généralisation du théorème 2: 
——— Xo (h) 
IG D %y (he) Xe D = 8e, y =. 
x Xo (e) 


Ici, » est un élément arbitraire du groupe G; 8, y = 1 ou 0 suivant que Pet F 
sont équivalentes ou non. (Indication. Mettre les relations (4) et (5) 


sous la forme 


Ô0s05: 
= 4 : 1) — 71 Joto 
]GI-1 2: Va (8) P;,: (87) = 60, LÉ PTTR TÉ 


Multiplier les deux membres par x (.) et sommer sur j, en tenant compte 
de l'égalité S° Y27 (x) Vi, (8)= 5, (kg). Dans la relation ainsi obtenue 
j 


Vri (h) Op, 


1612 D bas, he) qui (871) = 60, w AC) 


£ 


poser jo = k#, io = iet, en effectuant une sommation sur i et k, passer aux carac- 
tères.) 

2. Appliquer le critère d’irréductibilité basé sur les caractères à la repré- 
sentation D®) du groupe S3 considéré au $ 2, n° 1, exemple 1. 

3. Démontrer à l'aide du lemme de Schur que toutes les représentations 
irréductibles sur © d’un groupe abélien G sont de dimension un. (Indica- 
tion. Soient ® une représentation irréductible, k un élément de G. En raison 
de la commutativité on a D (g) D (h) = ® (h) D (£g), Vg € G. En posant o = 
— ® (h) dans le lemme de Schur, on obtient D (h) = Àn €. Cela est vrai pour 
tout k € G. Il ne reste qu’une seule possibilité pour la représentation irréduc- 
tible D, celle d’être de dimension un.) 

4. Si un groupe G possède un automorphisme 7T, à toute représentation 
linéaire (®, V) de ce groupe est associée encore une représentation (D, V) 
définie par D" (g) — D (tx (g)). Vérifier qu'il en est ainsi et montrer que l'irré- 
ductibilité de D entraîne celle de D". En règle générale, DT Æ ®, mais il y a des 
cas où l’on obtient une nouvelle représentation. Que faut-il attendre dans le 
cas d’un automorphisme intérieur ? 
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Soient G = À; et ® la représentation considérée dans l’exemple 2. L’appli- 
cation T:rr->(12) x (12)-! est un automorphisme (extérieur) du groupe 4, qui 
permute les classes de représentants (12345) et (12354). Les ensembles des 


valeurs des caractères 4 et x" sont obtenus l’un à partir de l’autre par permuta- 


tion de (4 + y 5)/2°et (1 — y 5)/2. Montrer que % et 4° sont des caractères des 
représentations non équivalentes. 

5. Soient D:G—+ U(n), Y:G—+ U(n) deux représentations unitaires 
irréductibles équivalentes d’un groupe fini G. Démontrer qu’il existe une matrice 
unitaire U telle que UD,U1=W,,YgEG.(Indication. Par hypothè- 


se, CD,CT = Ÿ, pour une certaine matrice € = (c;;) € GL (n, C)i L'opération 

Ar A* = 1A appliquée à C®,=W,C donne Œ1C* — C*Y22, d’où 

D1C*C = C*CD:1. D’après le lemme de Schur, C*C = ÀE. On a ensuite 
s 

= S'll?=pnnecC, et U—= pi est la matrice unitaire cherchée.) 
k=1 


$ 5. Représentations irréductibles 
des groupes finis 


1. Nombre de représentations irréductibles.— Dans le cas des 
groupes finis, les considérations, qui précèdent, permettent de 
répondre à des questions de principe de la théorie des représenta- 
tions. L’un des théorèmes fondamentaux est le suivant : 


THÉORÈME À. — Le nombre de représentations irréductibles deux 
à deux non équivalentes d’un groupe fini G sur € est égal au nombre 
de ses classes des éléments conjugués. 


La démonstration de ce théorème est contenue dans les lemmes 1 
et 2 si l’on remarque que le nombre r de classes de conjugaison du 
groupe G est interprété comme dimension de l’espace Xc (G) des 
fonctions centrales à valeurs complexes sur G (voir (7) du $ 4). Puis- 
que les caractères des représentations linéaires sont des fonctions 
centrales, ils engendrent dans Xç (G) un sous-espace linéaire d’une 
dimension s << r. D’après le théorème 2 du $ 4, les caractères des 
représentations irréductibles forment une base orthonormée (dans 
la métrique (*x, *)£) de ce sous-espace. Par conséquent, le nombre 
qui nous intéresse est égal à s et n’est pas supérieur à r. Il ne reste 
qu’à établir l'égalité s = r. 

LEMME 1. — Soient L'une fonction centrale sur un groupe fini G 
et (®, V) une représentation irréductible sur C de caractère %®. À lors, 
pour l'opérateur linéaire 


Dr= D l'(k)D(R):V —+ V 
neG 
on a Pr—=À6, où 7 
. Xo (e) (Xæ, l)G : 
(T est une fonction centrale définie par l'égalité T (g) = T (£)). 
23—0877 


À — 
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DEÉMONSTRATION. — Puisque [est une fonction centrale, on a 
D (9) Dr (8) 1= 2 T (A) D (e) D () D (eg) — 


= À l(ghe 1) D(ghg t)= N T'(t) D (6) = Dr. 
hEG €G 


Lund 


Ainsi, Pr® (g) = ® (£g) Pr, Vg EG. Le lemme de Schur (théo- 
rème 1 du $ 4) appliqué au cas o — Dr montre que Pr — À6. En 
calculant la trace des opérateurs intervenant aux deux membres de 
cette égalité, on trouve 


Mo (e)=AdimV=tr\6=tr Dr— 2,T@) tr D (k) — 
=|G| (En ko (x) T'(R)} =1G|(xo, le. 


LEMME 2. — Les caractères Y%1, . . ., %, de toutes les représentations 
irréductibles, deux à deux non équivalentes d'un groupe G sur C for- 
ment une base orthonormée de l’espace X@ (G). 


DÉMONSTRATION. — D'après le théorème 2 du $ 4, le système 
X1s - +, YXs est orthonormé et peut être inclus dans la base ortho- 
normée de l’espace Xc (G). Soit F une fonction centrale arbitraire 


orthogonale à tous les x;: (x:, le — 0. Alors, en vertu du lemme 1, 
l'opérateur linéaire ®Ÿ correspondant à la représentation D de 


caractère y; est nul. 
D’après le théorème de Maschke, toute représentation complexe D 


peut être décomposée en somme directe 
D = mD® +... + m DS 


avec certains ordres de multiplicité m,, ..., ms Conformément 
à cette décomposition, on a 


Dp = mDŸ + ...+ m Di = 0 
pour l’opérateur ®r défini par la relation 
Pr= > T'(k)D(h). 
heG 
En particulier, cela est valable pour l’opérateur linéaire pr, où 
o est la représentation régulière (voir $ 1, exemple 5). Or, dans un 


tel cas on aura (en désignant pour un instant l'élément unité du 
groupe G par le symbole 4, pour éviter d'employer la notation e,) 


0=pr()= À T (h) p (k) (e:) = 2,1 &) ex T(k)=0, VhEG, 


d’où l' = 0 et par conséquent T = 0. 
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EXEMPLE.— Le théorème 1 appliqué au groupe symétrique S, affirme que 
ce groupe possède exactement trois représentations complexes irréductibles. Il 
n’est pas besoin de les chercher: la table donnée à la fin du n° 1 du $ 2 fournit 
toute l'information nécessaire. Remarquons, entre autres, que les carrés des 
degrés des représentations D), D@), PDG) vérifient la relation 12 + 1? + 2? — 
= 6 = | S,/|. Nous allons voir maintenant qu’une relation analogue est aussi 
vérifiée dans le cas général. 


2. Degrés des représentations irréductibles.— Considérons de plus 
près la représentation régulière (p, (e, | g E G)c). (Désignons par 
R}, la matrice de l'opérateur linéaire p (k) dans la base donnée 
{e, |g EG}. Puisque.p (h)e, — er,, tous les éléments diagonaux. 
de la matrice R, sont nuls pour hk ee, et tr R}, — 0. Par suite 


X(e)=|G, ww) =0, VhzÆe. (1) 


Maintenant soit (®, V) une représentation irréductible arbitraire 
du groupe G sur C. Comme le montre le corollaire au théorème 2 
du $ 4, l’ordre de multiplicité, avec lequel ® figure dans p, est égal 
au produit scalaire (%, Xæ)c- D’après (1) on a 


(Los Xo)e =|G 2 ko () Xo () =]|G [1% (€) Xo (€) = 
—|G['|Glxo(e)=dimV. (2) 


On voit que toute représentation irréductible (considérée à une équi- 
valence près) apparaît dans la représentation régulière avec un 
ordre de multiplicité égal à son degré. Suivant le théorème 1, il 
existe r représentations irréductibles deux à deux non équivalentes 


P®, PE, ..., DM 


(r est le nombre de classes de conjugaison du groupe G) auxquelles 
correspondent les caractères 


Kio Ko ee.) Xrs Xi — Xœtt), 
de degrés 

is Pos ver Nr Ni = Y; (e). 
Pour ®% on prend ordinairement la représentation unité, si bien 
que Y1 (g) = 1, Vg EG. La relation (2) montre que 


— nm DA ._ VE + n-D0, 
d’où 
… Lo = Mate. + ne 
En particulier, 
IGT= Yo (e) = mx (e) +... + mr (e) = nf +... + n8 
Nous sommes arrivés au théorème suivant : 
THÉORÈME 2. — T'oute représentation irréductible D% apparaît 
dans la décomposition de la représentation régulière p avec un ordre: 
23% 
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de multiplicité égal à son degré n;. L'ordre | G | d'un groupe fini G 
et les degrés n;, . .., n. de toutes ses représentations irréductibles non 
équivalentes sont liés par la relation 


Dr —|G|. (3) 


Dans le cas des groupes de petit ordre, la relation élégante (3) 
est suffisante pour trouver tous les degrés n,, ..., n,, alors que 
dans le cas général, des considérations supplémentaires sont évi- 
.demment nécessaires. 

Les renseignements sur les caractères des représentations irré- 
ductibles .(ou bref, sur les caractères irréductibles) peuvent être 
commodément écrits sous la forme d’une table 


€ 89 US sus ssh. 8» 
X1 ni X1 (g2) Xa (gs) - . + . . . X1 (gr) 
X2 Ne X2 (82) A2 (83) +. + . . . X2 (8r) 
Xr .| Ar Xr (g2) Xr (ge) _ . . . . .. Xr (&r) 


que l’on appelle table de caractères. Sa ligne supérieure indique les 


représentants de toutes les r classes de conjugaison g® du groupe G. 
Indiquons à titre d'exemple la table de caractères pour le groupe S,: 


| e (12) (123) 


{comparer avec la table donnée à la fin du n° 1 du $ 2). Désignons 
comme toujours par le symbole C (g) = C& (g) le centralisateur 
dans le groupe G de l’élément g € G. Nous savons que | C (£) | | g° | = 
— |G | (voir chap. 7, $ 2, n° 2). Aussi, la relation (9) du $ 4 (pre- 
mière relation d’orthogonalité) mise sous la forme 


Xi (85) XR (85) _ 1% (Eh see 
2 Vicent Vreun 161 2 Té@r #1(80) a (En 


—— 1 —— 
=TaT 2 | | 8Ÿ 1x (g;) Xn (gi) TGI 21 Xi (8) Xn (8) = (Xi Xn)e = Vin 
j=1 g 
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signifie-t-elle que la matrice r Xr 
= ( Xi (g5) ) 
VTC» 
est unitaire suivant les lignes. Or, si une matrice est unitaire sui- 
vant les lignes, elle l’est suivant les colonnes (M-tM = E — 
= tM.M), si bien que 
> _ (85) Xe) 
VTCENT VICG] 


ou encore, sous une forme plus détaillée : 


jh) 


0 si g et À ne sont pas conjugués, 


à Xi (8) Xi (ke) = (4) 


La relation (4) porte le nom de deuxième relation d’orthogonalité 
pour les caractères. 


ÎC, (g)| dans le cas contraire. 


3. Représentations des groupes abéliens.— La description des 
représentations irréductibles des groupes cycliques, donnée dans 
l'exemple 6 du $ 1, admet une généralisation naturelle suivante : 


THÉORÈME 3. — Toute représentation irréductible d’un groupe 
abélien fini À sur C est de degré 1. Le nombre de telles représentations 
deux à deux non équivalentes est égal à l’ordre | À |. Réciproquement, 
si chaque représentation irréductible d'un groupe fini À est de degré 1, 
À est un groupe abélien. 


DÉMONSTRATION. — Comme le nombre r de classes des éléments 
conjugués du groupe abélien À coïncide avec son ordre, les deux 
premières assertions découlent du théorème 2 (voir aussi $ 4, exer- 
cice 3). En posant maintenant dans la relation (3) tous les n; égaux 
à 1, on obtient r — | À |, ce qui est équivalent à la commutativité 
du groupe. 


DÉFINITION. — Soit À un groupe abélien. L'ensemble 
À = Hom (4, C*) 


des homomorphismes du groupe À dans le groupe multiplicatif C* 
du corps des nombres complexes muni de l'opération de multiplication 
définie par 

(X1%2) (a) = Y%1 (a) %2 (a) 
(x; EÀ, a € A) s'appelle groupe des caractères du groupe À sur 
C(x? = ). 


THÉORÈME 4. — Les groupes À et À sont isomorphes. 
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DEMONSTRATION. — Du théorème 3 nous déduisons qu'en tout 
tas | À | — | À |. D’après les résultats du chapitre 7, $ 5, le groupe 
A admet une décomposition 


A=A NAN: KA, 


en produit direct des groupes cycliques À; — (a;) (peu importe 
qu'ils soient primaires ou non; nous choisissons la notation mul- 
tiplicative de la loi de multiplication dans À). Si | À; | — 5; et &; 
est une racine primitive s,-ième de l'unité, à tout élément a — 
= ati ast®...a* de À correspond un caractère Ya € À défini 
par la relation 
TR : rThtk 
Ka (ar1ar2 . .. ax) = eïitiertts. . . ep *. 
Il est évident que YXoY%or —= Yaar (VGir définition). Si 
tk #? # t’ 
a = ahai:...ax = ahal2...a;r = 4", 
il existe un indice ài, tel que t;, Æ ti. Alors 


Ka (ai) = eù 5 ef = ar (ai). 
Par conséquent, tous les caractères y, sont deux à deux distincts 
et l'application ar y, établit l’isomorphisme cherché entre À 
et À. 
La méthode, utilisée pour démontrer le théorème 4, fournit 
manifestement une construction explicite de toutes les représenta- 
tions irréductibles d’un groupe abélien. 


ExEMPLE.— Soient Von un groupe abélien élémentaire d'ordre 2? e. x son 
Caractère complexe irréductible différent du caractère unité, c’est-à-dire % (a) 
=£ 1 pour un certain a € Vin. Alors, Ker y = B æ V,®"1 et il existe une 
décomposition V,n = B UaB en classes suivant B, de sorte que 


x (aib) = (—1)i, i= 0, 1. 


En particulier, le groupe à quatre éléments (groupe de Klein) V,, dont les 
représentations ont été mentionnées au chapitre 1, $ 2, problème 2, possède une 
table de caractères suivante 


| e a b ab 
1 1 1 1 1 
Lo | 4 1 
{a 1 —1 1 1 


Les résultats relatifs aux représentations des groupes abéliens 
permettent d'obtenir aussi une certaine information sur les repré- 
sentations des groupes finis arbitraires. 
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THÉORÈME 9. — Les représentations de degré 1 d’un groupe fini G 
sur C sont en bijection avec les représentations irréductibles du groupe 
quotient G/G” (G’ est le sous-groupe dérivé du groupe G). Leur nombre 
est égal à l’indice (G : G'). 

DÉMONSTRATION. — Faisons d'abord une remarque générale. 
Soient G un groupe quelconque et XÀ son sous-groupe distingué. Si 
® est une représentation du groupe G avec le noyau Ker D = K, 
on peut définir une représentation du groupe quotient G/X en posant 


D (gX) = ® (g), gEG. 


Il est évident que cette définition est correcte (voir chap. 7, $ 3, 


démonstration du théorème 1). On a ensuite Ker ® = Ker ®/K. 
En particulier, pour À — Ker ®, on obtient une représentation 


exacte ®. 

Réciproquement, toute représentation linéaire Ÿ d’un groupe H 
induit une représentation ® du groupe G, admettant un épimor- 
phisme x: G—- H. Il suffit de poser 


D (8) = F (x (8). 


Puisque x est un épimorphisme, ® (G) — W(H)et D, Y sont simul- 
tanément réductibles ou irréductibles. D’après le théorème de cor- 
respondance (chap. 7, $ 3, théorème 3), Ker ® — x! (Ker Y). 
À toute représentation ® de dimension un d’un groupe G est associé 
un groupe abélien (plus exactement, cyclique) Im ®, si bien que 
Ker ® = G’. La démonstration du théorème est maintenant obte- 
nue par une simple réunion du théorème 3, de la remarque faite plus 
haut et du théorème 4 du chapitre 7, $ 3. 

4. Représentations de certains groupes spéciaux.— Bien qu'il 
suffise en principe de décomposer la représentation régulière d’un 
groupe fini G pour obtenir toutes ses représentations irréductibles 
(théorème 2), en pratique, on aura de grandes difficultés à utiliser 
ce procédé et on est donc conduit à chercher des voies de détour. 
Généralement, il s’avère plus facile de composer d’abord la table 
de caractères et de construire ensuite les représentations elles-mêmes 
(voir à ce propos chap. 9, $ 1). D'ailleurs dans les exemples relati- 
vement simples que nous donnons ci-dessous, il n’est pas besoin 
d’avoir recours à un artifice quelconque. 


EXEMPLE 1. — Soit G un groupe 2-transitif de permutations, 
opérant sur l’ensemble Q — {1, 2, ...,n}, n > 2 (voir chap. 7, 
$ 2, exemple 3). Soit ensuite © la représentation naturelle du groupe G 
sur l’espace VW — (e,, e:, ..., e,) avec l'opération ® (ge; — 
= eg (Voir $ 1, exemple 5). On comprend aisément que la valeur 
de YXæ(g) coïncide avec le nombre N (g) de points i € Q (= de vec- 
teurs de base e;) restant fixes lors de l’opération de g. D’après le 
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théorème 3 du chapitre 7, $2,ona 
21 Xo (8) Xe (8) = 2 Xxo(g)2= À N (g)2=21G{, 
8€G 8€G g€G 


ce qui peut évidemment se mettre sous la forme 
(X®: Xæ)e = 2. (5) 


En rapprochant la relation (5) de la relation (11) du $ 4, nous arri- 
vons à la conclusion que ® est somme directe de deux représenta- 
tions irréductibles (2 — 1 + 1 est l’unique expression du nombre 2 
sous forme de la somme des carrés des entiers naturels). Or, nous 


savons aussi que D — D + W, où (D, U) est la représentation 
unité et Ÿ est une représentation de dimension (7 — 1) opérant sur 
l’espace W — (e, — e,, 63 — en, . . ., En-1 — en). Si la décom- 
position Ÿ = U © W pouvait être prolongée grâce à une décom- 
position de W, le nombre de termes irréductibles serait supérieur 
à deux. Ainsi, on a l’assertion non triviale suivante: 


La représentation linéaire naturelle (D, V) d’un groupe 2-transitif 
de permutations G sur le corps © est la somme de la représentation 
unité et d’une représentation irréductible. 

En particulier, chacun des groupes S,, n > 2; À,, n = 3, possède 
une représentation irréductible W sur C de degré n — 1 et de caractère 
Xy calculé par la formule 


Xw(g) = N (g) — 1. (6) 


Comme il a été montré sur l’exemple du groupe S;, ($ 2, n° 1, 
exemple 1), les matrices Ÿ, se déterminent assez facilement. s’our 
pouvoir calculer les valeurs de y (£g) à l’aide de la formule (6), 
il suffit de connaître la structure des cycles de la permutation £g. 
Nous en donnons ci-dessous une petite illustration : 


Aa | e (12)(34) (123) (132) 
Sa | e (12)(34) (12) (123) (1234) 


Aÿ | e (12)(34) (123) (12345) (12354) 


te | A 0 1  —1 = 
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ExEMPLE 2. Représentations irréductibles du groupe alterné À,. — 
Révisons des faits déjà connus. Le groupe À, possède quatre classes 
d'éléments conjugués. Les représentants des classes et leurs puis- 
sances sont indiqués dans les deux lignes supérieures de la table 
ci-dessous : 


e (12)(34) (123) (132) 


X1 1 { 1 1 
Xe 1 1 € e”l 
Xs 1 1 e”l E 
Xa 3 —1 0 0 


Le sous-groupe dérivé A° = {e, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} = V, 
a dans À, l’indice 3, et le groupe À, possède donc trois représenta- 
tions de dimension un D = y, D® = y, D® — y, (avec le 
noyau À; et e° — 1, e =£ 1) et une représentation de dimension 
trois D (12 = 1? + 1? + 12? + 3?) En comparant les tables 
pour À, données dans l’exemple 1 et dans l’exemple 2 du $ 4, on 
s’assure que la représentation D de caractère Y, est équivalente 
à la représentation ® du groupe À, par les rotations (groupe du té- 
traèdre) et la représentation YŸ liée à la 2-transitivité du groupe 4,. 


EXEMPLE 3. Représentations irréductibles du groupe symétri- 
que S,. — Deux lignes supérieures de la table sont prises au chapitre 7, 


(12) 


(12) (34) (123) (1234) 


#1 1 1 { 1 1 
ve 1 1 —1 { —1 
{s 2 2 () —1 0 
Xa 3 —1 —1 0 1 
Xs 3 —1 1 0 —1 


$ 3, exercice 4. D — y, est la représentation unité. La représen- 
tation P® = y, est définie par la signature des permutations de S,. 
Puisque (S, : S,) = 2 (exemple du chap. 7, $ 3, n° 2), d’autres 
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représentations de dimension un n'existent pas. La représentation 
de dimension deux D% de caractère x; et de noyau V, < S, est 
obtenue en partant des considérations exposées au cours de la dé- 
monstration du théorème 5 et au chapitre 7, $ 3, n° 1, exemple 2. 
La représentation D de caractère x, correspond aux rotations d'un 
cube (voir table pour S, au $ 4, exemple 2). La représentation D® — 
— Ÿ de caractère y, (voir table dans l’exemple 1) est liée à la 2-tran- 
sitivité du groupe S,. Elle est aussi équivalente à la représentation 
associée à toutes les transformations de symétrie du tétraèdre A, 
(rotations + réflexions; ce sont justement ces transformations qui 
ont de l’importance pour la description des oscillations d’une molé- 
<ule de phosphore (chap. 1, $ 2, problème 2)). 


ExEMPLE 4. Représentations irréductibles du groupe quaternionien 
Qs. — Tout ce qui concerne le groupe Q3 a été dit au chapitre 7, 
$ 3, n° o, exemple 2. On y a également donné (sans l’appeler de son 
nom) la représentation irréductible D de dimension deux et de 
caractère %s. 


Ya 1 1 1 1 1 
%2 { 1 —1 —1 

Ya Â 1 —1 1 —1 
Ka 1 { 1 —1 —1 
Xs 2 —2 (4 0 0 


Les quatre représentations de dimension un ont pour noyau le sous- 
groupe dérivé (a?) et sont déterminées à l’aide de la table donnée 
dans l'exemple du n° 5. 


EXERCICES 
1. Etant donné la décomposition l, — >. t;%; de la fonction centrale de 


j 
base l'; (voir $ 4, relation (7)), obtenir la relation (4) en exprimant les coefficients 
Lj = (Ti, ja de cette décomposition en fonction des caractères irréduc- 
tibles. 

2. Vérifier (et se rappeler l’isomorphisme entre l’espace vectoriel V et son 


dual V* des fonctions linéaires) que l’application T:4 + À définie par la 
condition 


a'(x) = % (a) 
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détermine l’isomorphisme du groupe abélien À sur À. {ndication. De 
a(y142) = a (y1)a° (2), il s’ensuit que 4° est le caractère du groupe À. Puisque 


{aa’)" = a*(a')*, x est un homomorphisme de À dans À. On a ensuite 
Ker t= {a€ A|a'(x) = x (a) = 1, VxE À) = Kert=e, 


et|ÂA|l=1Â1=1A |. Par conséquent 7T est un isomorphisme.) 

Cet exercice joint au théorème 4 établit une partie de la loi dite Loi de dualité 
pour les groupes abéliens finis. Une loi de dualité analogue mais beaucoup plus 
profonde, relative aux groupes abéliens topologiques, qui conduit à des consé- 
quences bien importantes, a été établie aux années trente par L. S. Pontria- 
guine. 

3. Démontrer que, si un groupe abélien fini À admet une représentation 
complexe irréductible exacte, alors À est un groupe cyclique. 

4. Soient À un groupe abélien fini et B son sous-groupe. Démontrer que tout 
caractère du groupe B est prolongeable en un caractère du groupe À et que le 
nombre de tels prolongements est égal à l’indice (4 :B). 

5. Justifier la proposition qui précède les parenthèses finales dans l’exem- 
ple 3 du n° 4. 

6. Quelle est la moyenne re De (g) des valeurs du caractère complexe y sur 
les éléments d’un groupe fini 62 

7. Réunir les tables relatives au groupe A; données dans de différents en- 
droits (voir $ 4, n° 2, exemple 2; $ 4, exercice 4; $ 5, exemple, 1) en une table 
récapitulative de caractères 


1 15 20 12 12 
e (12) (34) (123) (12345) (12354) 
X1 Â 1 1 1 1 
- 4 = 
Xe 3 1 0 LU+VD +u-V5 
1 = 1 = 
X3 3 —1 0 z(U—V5) rU+V5 
Xa 4 0 1 = | —1 
Xs * * * * 


Donner la description des représentations irréductibles de caractères %1, %2» 
4 %Xa. Remplir la dernière ligne de la table en utilisant la deuxième relation 
orthogonalité (4) pour les caractères. (R éponse:5 1, —1, 0, 0.) 

8. Soient P — {AÏBICR; O0 < i, j, k L p — 1} le groupe d’ordre p° que 
nous avons considéré au chapitre 7, $ 2, exercice 3; V — (eo, e1, . . ., ep-1) C 
un espace vectoriel complexe de dimension p; € une racine primitive p-ième de 
l'unité; 4, Br, Cr des opérateurs linéaires sur V définis par les relations 


JE; — €j+1 Be; = e”Rie,, Grei = ehe;, 0 < i << D — 4 
(les indices inférieurs des éléments de base sont pris modulo p). 
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Montrer que l’application 
D) : Ar A, Br Bh;, Cr A 


définit une représentation linéaire irréductible du groupe P. Les représenta 
tions D, ..., D(P-1) sont deux à deux non équivalentes. Jointes à p? représenta- 
tions de dimension un (p° est l’indice du sous-groupe dérivé P° = (C) de P), 
elles sont les seules représentations complexes irréductibles du groupe P. 

9. Compléter de calculs le raisonnement suivant. Soit D, = (a, bat =e, 
b? = e, bab”1 = a71) le groupe diédral d’ordre 2rn dont les propriétés (y com- 
pris la description des classes d’éléments conjugués) sont indiquées au chapitre 7, 
$& 3, n° 5, exemple 1. Puisque (a) < D,, les applications a+ 1, br1 et 


2ni 
at 1,br+> —1 définissent deux représentations de dimension un. Soits—=e" 
une racine primitive »7-ième de l’unité. Alors, l’application 
ei O0 0 1 
DD : ar [, bd 
O0 e72 | 4 0 
définit une représentation de degré 2. La représentation ®() est irréductible 
—1 : se ; 
pour i = 4, 2,..., [| ([æ] est la partie entière du nombre réel a). Pour 


n — 2m, la représentation DM) se décompose en somme directe de deux repré- 
sentations de dimension un: ar->—1,br>1etar>—1,br> — 1. Cela s’ac- 
corde avec le fait que le sous-groupe dérivéD;" a l'indice 4 dans Dom, et D om/D 3m 
æ Z3 X Z2. Toutes les représentations indiquées sont irréductibles; elles for- 
ment un ensemble complet des représentations complexes irréductibles du groupe 


diédral. Trouver la réalisation réelle des représentations (3). Indiquer sous 
forme explicite l’isomorphisme (l’équivalence) DD Æ= D, k> m, j < m. 

10. Groupes cristallographiques (pour le problème 2 du chap. 1, $ 2). Soient E 
un espace euclidien de dimension » et V un espace vectoriel muni d’un produit 
scalaire euclidien et associé à £. A tout déplacement d de l’espace E correspond 


une transformation linéaire orthogonale de O (n), si bien que l’on a did, — 


— did, On dit que le groupe D de déplacements de l’espace est un groupe cris- 
tallographique si la D-orbite d’un point arbitraire est discrète (n’a pas de points 
limites) et s’il existe un ensemble compact M & E tel que DD (M)=|U d(M) = 


€ 
— £E, Suivant le théorème de Schônflies-Bieberbache, le groupe cristallographi- 
que D contient » translations affines indépendantes qui engendrent dans D un 
sous-groupe distingué L, et D & D/L est un groupe fini (un groupe cristallogra- 
phique ue Pour nr = 3, le nombre total de groupes cristallographiques 
ponctuels géométriquement différents est égal à 32. Parmi ces groupes doivent, 
évidemment, se trouver des groupes contenant des réflexions (des déplacements 
non propres). Les propriétés qui définissent un groupe cristallographique entrai- 
nent que toute rotation propre de D se représente par une matrice semblable à 


cosÛ —sin6 O0 
A=\||sin 6 cosO 01, 
0 0 4 


avec tr À = 1 + 2 cos 0 € Z. En s’appuyant sur le théorème 2 du $ 3 et sur 
la considération qui vient d’être développée, montrer que pour nr = 3 les seuls 
groupes cristallographiques ponctuels ne contenant pas de réflexions seront les 
groupes cycliques Ci, Co, Cas Car Ce, les groupes diédraux D,, Da, Ds, D6, le 
groupe du tétraèdre T et le groupe du cube (de l’octaèdre) O. 
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$ 6. Représentations des groupes SU (2) et SO (3) 


Une partie de la pensée « physique » est constituée par des images 
concrètes liées aux représentations du groupe SO (3). Du point de 
vue mathématique, l'opération du groupe SO (3), qui reîflète la 
symétrie de nombreux problèmes de physique, est en particulier 
intéressante par le fait qu'elle induit une opération sur l'espace des 
solutions de l'équation Af = 0, où À — 3 +2 +2 est l’opé- 
rateur de dérivation de Laplace. Un analogue de dimension deux 
de ce problème a été considéré au début du chapitre (problème 1). 

Tout élément du groupe SO (3) est produit de plusieurs opéra- 
teurs B%, Ce de la forme (1) du chapitre 7, $ 1. Or, B, n’opère pas 
sur z, et Ce sur x. Aussi, l’invariance de l’équation Af = 0 par rap- 
port à B, et Co découle-t-elle des calculs qui ont été effectués dans 
le cas de dimension deux. Nous arrivons à la conclusion que l'équa- 
tion Af = 0 est invariante par tout le groupe SO (3) ou ce qui revient 


au même 
Af=0=A(®D,ÿ = 0, VgEesSoO (3), 
où ®,7 est une fonction définie par la relation 
(Dr) (x, y, 2) = j (87 (), 87 GY), g 7 ()). (1) 


D'après la condition par la transformation orthogonale g-! de ma- 
trice (a;;);, la colonne de nouvelles variables est de la forme 


g 1 (x) y A2 Qu] | X 
g1(Y)||—= | Go QG os] [y IL 
g”1 (2) 31 Age Asa || || Z 


Suivant (1) on a 


(D, (Daf)) (x, y, 2) = (P,p) (g! (x), g7* (y), gt (2)) = 
= f(hT (ge (x)), hT (eg (y)), hT (g* (2))) = 
= f ((gh) 7 (x), (gh)"? (y), (eh)? (2)) = (Penf) (x, y, 2). 


D AU dE Don: 


c'est-à-dire les opérateurs linéaires ®D,, g € SO (3), agissent sur 
les fonctions de manière que l'application D: gr ®, est une 
représentation du groupe SO (3). Ce procédé, bien naturel, de cons- 
truction des représentations (que nous avons au fait déjà utilisé 
lors de l'examen des fonctions symétriques sur lesquelles opère le 
groupe S,) est en principe applicable à une large classe de groupes 
et se range parmi les méthodes typiques de l’Analyse fonctionnelle. 
Il s’agit seulement de choisir, en partant des conditions concrètes, 
l'espace convenable de fonctions et de le décomposer ensuite en 


Donc; 
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sous-espaces invariants irréductibles (ce problème relève de l’Ana- 
lyse harmonique). 

Dans le cas du groupe SO (3), lorsque toutes les représentations 
irréductibles sont de dimension finie (ce fait est commun aux grou- 
pes compacts que nous ne considérons pas dans notre exposé), on: 
prend pour fonctions les polynômes homogènes 


(a, y,2)= Di a, saga st 
s, t 


de degré fixe m (m — 1, 2, 3, . . .). Ces derniers forment un espace 


Pn de dimension >) (voir chap. 5, $ 2, exercice 4). Puisque 


Af EP», la condition Af = 0 est équivalente à (2) conditions. 


linéaires pour les coeîficients a. ;. Les solutions f € P,, de l’équation 
Af = 0 sont appelées polynômes harmoniques homogènes de degré m. 
L'opérateur À étant linéaire, ils forment un sous-espace FH, de 
dimension mo) — me — 2m + 1 (dans notre cas, de dimension 
> 2m + 1, mais en réalité il y a une égalité). Du fait de ce qui pré- 
cède, H» est invariant par l’opération ® — ® du groupe SO (3). 
Il s'avère qu'a lieu le théorème suivant : l’espace H,, de la représen- 
tation ®O est irréductible sur C; toute représentation irréductible 
sur C du groupe SO (3) est équivalente à l’une des représentations 
(D, H,) de dimension impaire 2m + 1. Au lieu de démontrer ce 
théorème, nous nous contenterons de ce qui vient d’être dit et pas- 
serons au groupe SU (2) pour lequel il est un peu plus facile d’obte- 
nir la famille de représentations irréductibles. Etant donné qu'il 
existe l’épimorphisme naturel SU (2) — SO (3), avec le noyau que 
forment les matrices H+£ (voir chap. 7, $ 1), toute représentation Y 
du groupe SO (3) peut être considérée comme étant aussi une repré- 
sentation du groupe SU (2) (voir démonstration du théorème 5 du 
$ 5) qui satisfait à la condition dite de parité: V_r = Wh. Ceci 
étant l'égalité Y_, — Y, sera vérifiée bien entendu par tout g € 
€ SU (2). Réciproquement, lorsque la condition de parité est satis- 
faite, la représentation Ÿ du groupe SU (2) est en même temps une 
représentation du groupe SO (3). Des représentations « à deux si- 
gnes » de SO (3), c’est-à-dire les représentations du groupe SU (2) 
qui ne satisfont pas à la condition de parité, ont, elles aussi, un sens 
physique. Parmi de telles représentations, signalons, par exemple, 
la représentation ordinaire de dimension deux (représentation spi- 
norielle). 

Remarquons encore que toute représentation irréductible du 
groupe SO (3), autre que la représentation unité, est exacte, ce 
qui résulte directement du fait que SO (3) est un groupe simple 
(chap. 7, $ 3, théorème 6). 
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THÉORÈME 1. — Soit V, = (ay |k = 0,1, ..., nc l'es- 
pace des polynômes homogènes de degré n à deux indéterminées com- 
plexes, subissant une opération W®® du groupe SU (2) définie par la 
relation 


(PE f) (x, y) = f (ax — By, Br + ay) 


pour tout élément 


» Jal+IBIr=T. 


Alors (Y®, V,) est une représentation irréductible de dimension. 
n + 1 du groupe SU (2). Lorsque n est pair, (W®, V,) est aussi une 
représentation irréductible du groupe SO (3). 


DÉMONSTRATION. — Supposons que le polynôme 


fi y)= 2 ar y 0 


D] 


appartienne à un sous-espace invariant U € V,. Il vient alors que 
Ç  o\k k.n=kh ins (n) 
À (ei) arte TT (YO) (x, y) EU, 
kR=0 


où b, est un élément de SU (2) de la forme (4) (chap. 7, $ 1). Etant 
donné que œ est un nombre réel arbitraire compris dans l’intervalle 
(0, 2x), on peut composer un système linéaire, avec le déterminant 
de Vandermonde, dont il résulte que 


f(x y EU— rx y # EU (2} 


pour tout monôme à coefficient a, 0. Or, si x“y"* € U pour un k 
quelconque, on a aussi 
opr-ha = (ax — By} (Br + ay} À = WA (xhyh) EU. 
En prenant g, avec af = 0, nous arrivons en raison de (2) à l’ap- 
partenance zx* € U qui donne à son tour 

n 

ù . | re (= By y EU. 

s=0 
Puisque (?) as (—P)"* Æ 0, on a ay" EU, s—=0,1,...,n. 
Par conséquent, U = V, et l’irréductibilité de (WW, V,) est dé- 


montrée. 
On a ensuite 


Pay) = (— 2) (= (— A Prhgh, 
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si bien que pour nr — 2m, la condition de parité se trouve satisfaite 
(voir remarque ci-dessus) et la représentation (27, V,,) du 
groupe SO (3) peut être considérée comme étant irréductible de di- 
mension 2m + {. 

Or, en réalité, Y2® est équivalente à la représentation D 
du groupe SO (3) sur l’espace des polynômes harmoniques homo- 
sènes de degré m, mais nous ne nous étendons pas sur ce sujet et 
n’essayons pas non plus de choisir dans V, (bien que cela soit pos- 
sible) une base telle que la représentation Ÿ®® devienne unitaire. 
Remarquons seulement, en utilisant la terminologie de l’Analyse 
tensorielle, que la représentation Ÿ® du groupe SU (2) se réalise 
aussi dans la classe des tenseurs symétriques covariants de rang n. 
Une théorie complète et suffisamment transparente des représenta- 
tions des groupes compacts, y compris SU (2) et SO (3), est géné- 
ralement développée dans le cadre de la méthode infinitésimale qui 
s'appuie sur la correspondance entre les groupes et les algèbres de 
Lie. 

._ EXERCICES 


1. Construire 2m + 1 polynômes harmoniques homogènes linéairement 
indépendants de degré m. 

2. Montrer que tout polynôme homogène f € P, s'écrit sous la forme d’une 
combinaison linéaire, à coefficients dépendant de x? + y? + z?, de polynômes 
harmoniques de degrés m, m —2,m—4,...(Indication. En compa- 
rant les dimensions, obtenir la décomposition de P, en somme directe des 
espaces : 


Pm = mn 8 (+ ÿ + À)Hme PE (2° + y? + 2) Ha ® - . .) 
3. En partant de l’exercice 2, montrer que toute fonction polynomiale 
g'(X, Y,Z)rg(x, y, z) sur la sphère S?:x1? + y? + z? — 1 se décompose 
suivant les fonctions sphériques qui sont des restrictions des polynômes harmoni- 


ues à S?. 
- 4. Montrer, sans avoir recours à la description complète des représentations 
irréductibles du groupe SO (3),que l’homomorphisme t: SO (3) + SU (2) ne 
peut être que trivial. (Indication. Le groupe SO (3) étant simple, la 
non-trivialité de + signifierait que t est une représentation exacte de degré 2. 
Or, comme il résulte du $ 5, n° 4, exemple 3, ou de la description des sous-grou- 
pes finis de SU (2) (voir $ 3), même la restriction TÎs,20 ne peut pas être 


exacte.) 
$ 7. Produit tensoriel de représentations 


1. Représentation duale.— Soit (D, V) une représentation d’un 
groupe G sur le corps C. Introduisons l’espace dual V* (espace des 
fonctions linéaires sur ŸV) et posons 


(D* (g)-7) (0) = f(D(g)v); FEV*, ge. (1) 


On vérifie immédiatement que l'opérateur D (g) est linéaire. 
Choisissons maintenant dans V et V* des bases duales 


V = (es, ..., en), VF = (a... fn), fi (e;) = bij. 
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La matrice de l'opérateur linéaire D (g) dans la base j,, ..., fn 
est la transposée de la matrice de l’opérateur ® (g-!) dans la base 


CE: ._. …., En: e 
— D. (2) 
Puisque 


Dép = Degny- = Dies = (Da Dgs) = Dos Dh = DÉD}, 


la relation (2) (ou (1)) définit, en général, une nouvelle représen- 
tation linéaire (D*, V*) du groupe G; elle s'appelle représentation 
duale (ou contragrédiente) de (D, V). La nécessité de considérer de 
telles représentations apparaît chaque fois que nous faisons agir 
sur les coordonnées des vecteurs (tenseurs covariants) le groupe 
opérant sur les vecteurs (tenseurs contravariants), comme cela a été 
réellement fait au $ 6. Il n’est pas difficile d'établir, ne serait-ce 
qu’à partir de (2), que (D*)* = ©. Les représentations duales peu- 
vent ne pas différer ou être équivalentes. Si par exemple (D, G) 
est une représentation orthogonale réelle, D£—'®,1 — ®,. Mais, 
dans le cas général, les représentations D* et D ne sont pas qui va 
lentes, comme en témoigne un exemple bien simple 


C3 = (alla =e); D(a) = e, DY (a) = e t(e + e + 1 — 0). 


Pour un groupe fini G, le critère rigoureux d'équivalence des 
représentations duales est obtenu en langage de théorie des carac- 
tères. Puisque les polynômes caractéristiques des matrices À et ‘A 
coincident : 


det (ÀE — A) = det' (AE — A4) = det (NE — À), 
les propriétés élémentaires des caractères (proposition du $ 4) entraî- 
nent que 
Xp+ (8) = Xo (8). 

En particulier, la représentation ® dont le caractère ne prend que 
des valeurs réelles est équivalente à D*. Bien entendu, l'égalité 
(xD*; Xo+)a = (Xe: Xæ)c 
est toujours vérifiée, de sorte que D* et ® sont simultanément ré- 

ductibles ou irréductibles. 


2. Produit tensoriel de représentations. — Dans le cours d’Algèbre 
linéaire et de Géométrie (voir aussi l’exercice 1) on démontre l’as- 
sertion suivante : 


THÉORÈME 1. — Soient V, W deux espaces vectoriels sur un corps 
commutatif P. À lors, il existe un espace vectoriel T sur P et une appli- 
cation bilinéaire t: V X W—T satisfaisant aux conditions sui- 
vantes : 


24—0877 
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(T1) si v,, ..., vx E V sont linéairement indépendants et w,, ... 
k 


...) Wn EW, alors DT (v;, w;) = 0 = w, = 0,..., wy = 0; 
fi 


i= 
(T2) si w4, ..., w,EW sont linéairement indépendants, alors 
2 T (Vi, W;)=0= v,—=0, CPC) Un = 0; 


(T3) T=(T(v,w)lvEV, wEW)z. 
En outre, le couple (xt, T) est universel en ce sens que, quel que soit 
le couple (x', T') constitué de l’espace vectoriel T' et de l'application 
bilinéaire x’: V X W—- T”, il existe une application linéaire et une 
seule 6: T— T' telle que 


T'(v,w)=0(T{(v, w))}, vEV, weW. 


En supposant l'existence de deux couples universels (t, T), 
(t’, TZ”), nous constatons sans peine qu’en réalité les applications 
linéaires 6: T — T', ©’: T’—+ T sont des isomorphismes récipro- 
ques: CO'00 —€6r, Oo 0 — er. Ainsi, 1 æ T’ et l’isomorphisme 
6: T — T' vérifie la propriété indiquée dans l’énoncé du théorème. 

Le couple (rt, T'), défini de façon unique, à un isomorphisme près, 
par les espaces vectoriels donnés V, W, est appelé produit tensoriel 
de ces espaces. En notant T — V@-W ou tout simplement 7 — 
— V © W, on ne devra pas oublier que l’espace vectoriel 7 est 
muni d’une application bilinéaire (v, w)r->v © w du produit car- 
tésien VŸ © W dans T, qui possède les propriétés (T1) à (T3). Ainsi, 
les éléments du produit tensoriel V © W sont des combinaisons 
linéaires formelles, à coefficients dans P, des couples ordonnés 
v © w, avec v € V, w € W. Ceci étant, on suppose que les conditions 
suivantes sont vérifiées : 

(v, + ve) © w — 1 © w — v, © w = 0, ë 
) 
v © (w, + w,) — v © w, — v © w, = 0, 
À (v @ w) — Av © w — 0 — Av © w — v ® Àw, EP. 


Du théorème 1 on déduit immédiatement que les applications 
bijectives v @ ww @ v, (u © v) © wr>u © (v © w), v O À 
+-> À © vr> ]v établissent des isomorphismes dits canoniques des 


espaces vectoriels: 
VOW=W @ Y, 


(UQ@V)SWE=U@(V ®@ W), 
VOP=P@VS=z Y. 
Les lois de distributivité sont, elles aussi, vérifiées : 
(UV @W=U@W)E (7 © W), 
U@Q(VOW)=(U@V)E(UQW). 
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En Analyse tensorielle, d’où tiennent leur origine les notions 
que nous sommes en train de considérer, on étudie des produits ten- 
soriels de forme spéciale 


V*@...@V“@V@...@ 7". 
D _ nn, ms 
P q 

Leurs éléments sont des tenseurs de type (p, g), p fois covariants 
et q fois contravariants. Dans le cas où l’on choisit les bases duales 
Eis + … . En de V et e!, ..., e" de V*, les éléments e1 @ ... 
... @er@e; @...@e; constituent une base de l’espace des 
tenseurs de type (p, q). Généralement, on entend par tenseur tout 
simplement un ensemble de coordonnées {#::°:#} dans cette 
base, en indiquant les règles de changement de coordonnées 
lors du passage d’une base à l’autre. C'est ainsi que l’on interprète 
en langage tensoriel (au fait, en langage de matrices) des notions 
telles que forme bilinéaire et opérateur linéaire. En nous bornant 
à ces brefs rappels, que nous n’avons pas l’intention d'utiliser en 


pleine mesure, revenons à la question de représentations qui nous 
intéresse. 


Soient #: V— V, 8: W— W deux opérateurs linéaires. On 
appelle produit tensoriel de Æ et # l'opérateur linéaire 


A B:V@W—+V @ W, 
agissant suivant la loi 

(4 ® PLU) = Av ® Fu (4) 
(puis par linéarité: (4 © #) (> v, © w;) = >», Avi ® Fw,). Il 


est clair que cette définition est en accord avec les relations (3). 
Par exemple, 


A (Li + ve) © Puw — Av © Buw — Au, @© Fw = 
= (Au, + Av) © Buw — Av, © Fu — Av, © Bw = 0. 
Aussi, l’opération #4 @ # sur V @ W est-elle définie correctement. 


Signalons aussi les relations suivantes qui résultent immédiatement 
de la définition (4): 


(A Q R)(C D T)= AC Q FT, 
(A+LE SFA B+C OP, 
À Q(B+D)= A Q BF + A Q D, 

À QAEF=NA © B=h(A © À). 


Nous laissons au lecteur le soin de les vérifier. 
Soit, comme précédemment, V = (e,, ..., en), W = {fn ... 
.… fm). Quant à la matrice À @ B de type nm X nm de l’opé- 


24% 
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rateur £ © # relative à la base 
Les D Hs € © Ts Ce © frs ces € © fins 
. + …, En © fa . + En © Fhs 


nous obtenons en remarquant que 


AE; = > Qinie;, Bf;— À B55f 5" 


Ainsi donc, nous avons 
BB GyB ... œ&nB 


AD XooB rue LonP 


A @ B= (œirif;;) — 


. . + + ee ee ee ee ee 


Qn1P Xn2P ris XnnP 


avec A—(@;;), B—($;;). En particulier, nous avons pour la trace 
la formule suivante : 
trAQB=autrB+agstrB +... + œmn ir B — 
= tr A:tr B. (5) 
Remarquons, en passant, que 
det À © B = det (4 © Eh») (En @ B) — 
— det À © E,,-det E, © B = (det A" (det B)", 


de sorte que, si les opérateurs # et # ne sont pas dégénérés, il en 
est de même de leur produit tensoriel. 

Soient maintenant (®, V), (#, W) deux représentations linéai- 
res d’un groupe G de caractères Y%æ et Yw respectivement. Déf - 
nissons de façon naturelle la représentation (D © Y, y @ W), 


en posant 
(DST) —=P(@ST(E, Vgeec. 


Les propriétés générales du produit tenscriel des opérateurs linéai- 
res, jointes à la formule (5), entraînent que l'application ® @ Y 
définit, en effet, une représentation du groupe G avec l’espace de 
représentation V @ W et le caractère 


Xogw = XoXw. (6) 


Nous dirons que (® © W, V © W) est produit tensoriel des repré- 
sentations (D, V) et (Ÿ, W). Pour Y = ®, W = V on dit aussi 
que l’on a affaire à un carré tensoriel. Le second membre de la for- 
mule (6) est le produit ordinaire des fonctions centrales %æ et %w. 

Il est tout à fait évident que, si U est un sous-espace G-invariant 
de V, alors U @ W sera un sous-espace G-invariant de V @ W. 
Une remarque analogue est valable pour les sous-espaces G-invariants 
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de W. Cependant, comme le montre l'exemple du carré tensoriel 
D® @ D de la représentation de dimension deux du groupe S3 
(voir table au $ 5, n° 2), l’irréductibilité de V et W n’entraîne aucu- 
nement celle de V @ W. En effet, dimpg D® @ D® = 4, tandis 
que le degré maximal de la représentation irréductible du groupe S, 
est égal à 2. 

Le problème de description efficace des représentations irréduc- 
tibles contenues dans D © Yet, plus généralement, dans le produit 
tensoriel D @ D © ...@ D de plusieurs représentations 
linéaires, revêt une importance de principe, car de nombreuses 
représentations importantes et bien naturelles des groupes apparais- 
sent comme produits tensoriels. C’est justement de ce point de vue 
qu'il faut considérer les représentations des groupes SU (2) et 
SO (3) (voir $ 6), ainsi que les exemples 3 et 4 du $ 1, n° 2. Les sous- 
espaces invariants des tenseurs covariants (ou contravariants) 
symétriques et symétriques gauches se rencontrent constamment 
dans les diverses applications géométriques. Le problème considéré 
est surtout attrayant dans le cas où le théorème sur la réductibilité 
complète des représentations est valable. 


3. Anneau de caractères. — Par raison de simplification, bornons- 
nous à examiner le cas d’un groupe fini G et du corps C. Soient 
D, D®,,..., OM l’ensemble complet des représentations irré- 
ductibles deux à deux non équivalentes du groupe G sur C, et 
X1r Kes + + + Xr les Caractères correspondants de ces représentations 
(r est le nombre de classes d'éléments conjugués dans G). Nous 
savons que 


D ® Y & mDD + ,,., + m D, 


où les ordres de multiplicité m; ne dépendent que de ® et Y. 
D’après la formule (6) on a: 


XOXY = Mana + ee. + Mir. 


Soit X7 (G) l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires pos- 
sibles, à coefficients entiers, des caractères %,, . .., %. Nous avons 
démontré plus haut que Y,, . .., %, est une base orthonormée de 
l’espace Xc (G), et de ce fait X (G) = Xc (G) est en tout cas un 
groupe abélien libre Æ 7° engendré par %,, . .., %.. Ses éléments 
s'appellent caractères généralisés du groupe G. Les seuls vrais carac- 
tères seront les combinaisons © m;%;, avec m;> 0. 

Il résulte de tout ce qui précède que le produit tensoriel des 
représentations induit sur X7 (G) une opération algébrique binaire 
qui est commutative, associative et distributive par rapport à l’ad- 
dition. Bref, on a le théorème suivant : 
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THÉORÈME 2.— Les caractères généralisés forment un anneau com- 
mutatif et associatif Xy (G) ayant un élément unité qui est caractère 
unité %,. M 

Xc (G) s'appelle algèbre associative et commutative de dimen- 
sion r sur C. La structure de l’anneau X% (G) (de l'algèbre X@ (G)) 
est entièrement déterminée par les constantes de structure, c'est-à-dire 
par les entiers m?; figurant dans les relations 


LU = D mir. (7) 


En particulier, les égalités mi; = mx, mi; — ôs; reflètent la pro- 
priété de commutativité de X7 (G) et le fait que %, est l'élément 
unité. D'après (7), on a 


x (8), (g) = > mijyn (8), VgEG. 


Multiplions les deux membres de cette relation par F1 Ya (g) et 


effectuons la sommation sur g € G. En utilisant la première relation 
d’orthogonalité pour les caractères, nous obtenons 


Mij = ET D Xi (8) X3 (8) Xs (8) (8) 
8g€G 


Ainsi, les constantes de structure s'expriment en termes des carac- 
tères eux-mêmes. 


De (8) on peut tirer une assertion peu compliquée, à savoir: 


1 


= TT 21 Xi (8) X: (e) AO Dit (8) x (8) = 
8 8 


= > Xi (8) 4 @) = CAPALS 
g 


où Yi — Kat est le caractère de la représentation duale de D 
(voir n° 1). Ainsi, la représentation unité apparaît comme composante 
dans la décomposition de DŸ ® PŸ si, et seulement si, D est 
équivalente à la représentation 4 — pa (dans le cas contraire, 
mij = (Xi Xi)e = 0). 5 

Signalons encore que le produit tensoriel d'une représentation de 
dimension un D et d'une représentation irréductible arbitraire DO) 
est toujours une représentation irréductible de même dimension que 
DŸ, Cette assertion suffisamment évidente résulte formellement 
du critère d'’irréductibilité des caractères. Si % = Y%ot) g@ où — 
= X%y, alors y; (g) est une racine complexe d’une certaine puis- 
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sance de l’unité, et y; (g) x; (g) = 1, de sorte que 


Ge = er Di 2 (8) 2 (8) 4 ©) ©) = 
8 


= Di 23 (8) 435 @) = (x Xÿc=1. 
A 


EXEMPLE 1. G= S, (voir tables au $ 2, n° 1 et au $ 5, n° 2): 
DH Q PE = PE Q PA & PE, 
EXEMPLE 2. G = S, (voir $ 5, n° 4, exemple 3): 
PA Q DS À PE, PA Q PE = PH, 


Enfin, démontrons un théorème assez intéressant qui généralise 
le théorème 2 du $ 5 sur la décomposition d'une représentation 
régulière. 

THÉORÈME 3. — Soit % — Yæ le caractère de la représentation 
exacte (D, V) d'un groupe fini G sur le corps des nombres complexes C 
prenant sur G exactement m valeurs différentes. À lors, chaque caractère 
irréductible x, apparaît avec un coefficient non nul dans la décompo- 
sition d'au moins un caractère Y° — Yy, %X, X°, ..., X77*. En d'au- 
tres termes, toute représentation irréductible est contenue dans la décom- 
position d’une certaine puissance tensorielle Di = D ©... @ ©, 
0<i<m—1, de toute représentation exacte ®. 


DÉMONSTRATION. — Soient ©; = % (g;), j = 0, 1, ..., m— 1, 
les différentes valeurs prises par le caractère x sur G, avec @5 — 
= % (e) = deg D. Soit ensuite 


G = {EGI1X(e) = X (g1) = oi}. 
Du fait que la représentation ® est exacte, on a 
G, = Ker D = {e},. 


Soit Y, un caractère irréductible du groupe G qui n'intervient 
dans la décomposition d'aucun des caractères #*: Alors 
1 


0 1G] (x}, Xx)e = 2 (x (1 2 m(g= ol, 0<i<m—1, 
De Î 


est un système homogène d'équations linéaires par rapport à T; — 


=) Y%x(g)}, avec le déterminant 
8 EG; 
1 1 5.01 
:\ __ | Do O1 Om—1 
det (wi) — 
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différent de zéro (déterminant de Vandermonde). Ainsi, T'; = 0, 
j—=0,1,...,m— 1, c’est-à-dire 


2 x(g1)=0,  j=0,1,..., m—1. 
8€G; 


En particulier, 
O= >; a (871) = 3% (€), 
8EGo 


contradiction qui démontre le théorème. 
Dans le cas d’une représentation régulière p, on a évidemment 
m = 2. 


4. Invariants des groupes linéaires. — Comme à l’habitude, nous 
appelons groupe linéaire de degré nr tout sous-groupe de GL (n, K), 
où Æ est un corps commutatif. Dans la suite, on peut admettre que 
K =R ou €. Si G est un groupe abstrait et D: G— GL (n, C) 
est sa représentation linéaire, le couple (G, ®) sera appele, lui 
aussi, groupe linéaire. Les transformations linéaires ®, opèrent 
sur les colonnes des variables x;, . .., æ,, Ce qu’on représente con- 
ventionnellement sous la forme suivante: 


De (x) Ti 

; — D, 
D, (Zn) TL 
L'image par ®, de toute forme (polynôme homogène) jf de degré m 
est encore une Forme de degré m: 


(D ,f) (ta . Tn) = f (D ,-1 (T1); + +.) D ,-1 (Zn)). 


Nous avons déjà rencontré (voir $ 6) divers cas particuliers de cette 
opération. L'application ® détermine la représentation du groupe G 
sur l’espace P,, des formes sur € de degré m (ou des tenseurs symé- 
triques covariants de rang m). 


DÉFINITION. — Une forme Ï € P,, qui reste stable par D ge (D D,f = 
= f, VgeG) s'appelle invariant (entier) de degré m du or li- 
néaire (G, ®). 

Strictement parlant, il faudrait prendre un polynôme de coeffi- 
cients de la forme « générale » de degré m, qui reste stable lors de 
l'opération ® (G). C'est ce qu’on fait en théorie générale des inva- 
riants, mais par souci de simplification nous nous contenterons de la 
définition donnée. Si l’on prend pour f une fonction rationnelle, 
on peut arriver à la notion d’invariant rationnel. On utilise aussi la 
notion importante d’invariant relatif f, lorsque 


D ,f = © f, 


où w, € C est un facteur dépendant de l'élément g € G. 
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Il est clair que tout ensemble Es fo, - ..} des invariants du 
groupe (G, ®) engendre dans CÎx,;, ..., x,l un sous-anneau 
C [f1, fe, « . .] des invariants. 


Considérons quelques exemples. 


EXEMPLE 1.— La forme quadratique x? + x2 + ...+ x2 et tous les poly- 
nômes en fonction de cette forme sont des invariants entiers du groupe ortho- 


gonal O (n). 


EXEMPLE 2. — Les polynômes symétriques élémentaires s, [CORRE PES 
+) Sn (Lyr + + + Zn) Sont des invariants entiers du groupe symétrique S, consi- 
déré avec le monomorphisme canonique D: $,— GL (n). Le théorème fonda- 
mental sur les polynômes symétriques dit que les invariants s,, . . ., Sn de degrés. 
1,2,..., n sont algébriquement indépendants et que les fonctions polynomiales 
(rationnelles) de ces invariants sont les seuls invariants entiers (rationnels) du 
groupe (S,, ®). 

Les invariants relatifs du groupe linéaire (S,, D) sont représentés par les 
polynômes antisymétriques: ®.,f — (det ®.) f = e,f. Nous avons vu (chap. 6, 
$£ 2, exercice 3) que tout polynôme antisymétrique f est de la forme f = A, :g, 
où À, — [] (x; — z;) et g est un polynôme symétrique arbitraire, c’est-à-dire 


___ . i< 
un invariant absolu. 


EXEMPLE 3.— A la représentation D, :X — AXA "1 de degré n°? du groupe 
linéaire complet GL (nr, X), avec l’espace de représentation M, (voir $ 1, 
exemple 3), correspond un système de n invariants qui sont algébriquement 
indépendants, c’est-à-dire le système des coefficients du polynôme caractéristi- 
que de la matrice X=—(x;;). Parmi ces invariants se  rangent 


en particulier les invariants bien connus: tr X = DT et det X. 


EXEMPLE 4.— Le groupe orthogonal O (nr) opère sur la forme quadratique 
las sa) D'ajtiti écrite sous la forme f (x1, ..., ,) = tXAX, À — 
— (a;j) = tA, X = [z1 . 4 


CEO(n)= (C-1f) (zur vs Tn)=#(CX) A(CX)=tXICACX =tX (C-1AC)X. 


Dans ce cas on convient de dire que l’on a affaire aux invariants de la forme 
quadratique f par rapport à O (n) : tr A, ..., det À. Pour la forme quadrati- 
que binaire ax? + 2bzxy + cy?, les invariants a + c et ac — b?, caractérisant 
les classes métriquement différentes de courbes du deuxième ordre, sont connus 
encore du cours de Géométrie analytique. 


EXEMPLE 5.— Considérons le groupe symétrique S, comme groupe linéaire 
de degré 2, en utilisant une représentation l' équivalente à la représentation D&» 
indiquée dans la table donnée à la fin du n° 1 du $ 2: 


eg O 0 1 
l'as = 0 gl , le = 1 0 , ge2H+e+1—=0 
(l’équivalence est assurée par l’intermédiaire de la conjugaison : 
£& 0 el 0 
DS) = ). 
0 1 © 0 1] ° 


Soient u, v des variables indépendantes, linéairement transformées par ls: 


laso(u) = eu, Taos (v) = ev; Tes (u) = v, Tes (v) = u. 
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Puisque 
Das (uv) = bag (u) T's (v) = elu.ev = ur, 
Pas (uv) = vu = uv, 
Das (u5 + 09) = (e-lu)S + (eu) = u8 + w, 
Tes (u5 + vf) = 8 + u8 = u8 + vw, 
le groupe (S:, l')} possède les formes 
I, = uv, I, = 0 + 1w (9) 


de degrés 2 et 3 comme ses invariants. 
Le groupe S, opère de façon naturelle sur les polynômes f (x1, za, xs) à trois 
indéterminées indépendantes: 


(cf) (ir Los ze) = (Zo-1 (1): Lol (2)r Lol (9): 


U = Li + Eto À Erg, UV = 21 + Era + xs (10) 
nous voyons que 


En posant 


lo (u) = To-1(1) T ET -1(2) + PT -1(3)" 
En particulier, 
l'ass (u)=25+ er, + er, = eu, l'(25) (0) = 21 +erg + ere = ve 
las (V)=zs+eriter el, Top ()=rtetrs ter =u, 


c’est-à-dire que les opérations de l, sur u, vet de o sur x, 2, æ4 sont compati- 
bles. L'introduction de (10) dans les invariants (9) transforme ces derniers en 
fonctions symétriques de %, Tes Ts, Qui peuvent être exprimées, d’après le théo- 
rème 1 du chapitre 6, $ 2, par les fonctions symétriques élémentaires s; = 


= Sj (Tir Los Ts). 
‘Un petit exercice montre que 


= + a+ ri + (e + €?) (rite + tirs + Zats) — 9 — 382, 
To = 2 (ai + 25 + 2) — 
—3 (rêta + rèrs + 2102 + mur8 + are + 207%) + 12mirers = 28? — Isise + 
+ 278 ge 


Spécialisons les valeurs de Z,, I, en prenant pour x,, x2, x4 trois racines de 
l'équation cubique incomplète 


a + pr +g—= 0. 
Alors s, = 0, s, = p, s3= — q et donc 
I, = — 3p, Ia = — 279. (11) 
Or, il résulte de (9) quel 


3 2 
2, post, VRiV En 


Tous les radicaux sont choisis de manière à obtenir, après l'introduction des 
valeurs (11), les formules 


Cu—= ASE 14 8  —3D 3D, 


EU — en qi V5, uv = —3p, 
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avec D = — 4p$ — 279? qui est le discriminant de notre équation cubique 
(voir chap. 6, $ 2, relation (16)). Puisque uw et v sont maintenant connues, le 
système linéaire 
XF Etre + Era = u, 
Ti Eta + Ers = v, 
TT Te + Ts = 0 
permet de trouver les racines elles-mêmes. Nous sommes arrivés d’une façon 


assez naturelle aux formules de Cardan qui ont été mentionnées au chapitre 1, 
$ 2, problème 1, 


Ce n’est pas un effet du hasard que le dernier exemple établit 
un lien entre les invariants du groupe S, qui est un groupe de Galois 
de l'équation cubique générale, et les formules de Cardan. La théo- 
rie de Galois est liée pour une large part à l’étude des invariants des 
corps commutatifs (et des groupes qui leur correspondent) engen- 
drés par des racines des équations algébriques. 

Signalons certains faits ayant trait au système de générateurs de 
l’anneau; des invariants. Soit w une forme quelconque de nr varia- 
bles indépendantes z,, . .., x,. Le groupe fini G avec une représen- 
tation linéaire ® de degré nr opère comme un groupe de permutations 


sur l’ensemble L 
Q — {®, (w) | g EG}. 


Il est clair que toute fonction symétrique homogène de | G | (ou 
peut-être d’un certain diviseur du nombre | G |) éléments de Q sera 
un invariant du groupe linéaire (G, ®). Si l’on prend maintenant 
pour w la variable z;, alors x; sera racine de l'équation algébrique 


[T (X —®, (xi))=0 
geG 


dont les coefficients sont des invariants du groupe (G, ®). Ainsi, 
toute variable x; est une fonction (algébrique) des invariants. Si 
le nombre d’invariants algébriquement indépendants était inférieur 
à n, nous aurions EXPTIMÉ Lys + + +, En par un plus petit nombre de 
variables algébriquement indépendantes, ce qui est impossible. Par 
conséquent, nous avons démontré (si l’on peut qualifier de « dé- 
monstration » un maniement si hardi de la dépendance algébrique 
des grandeurs) l’un des théorèmes importants de la théorie des in- 
variants. 


THÉORÈME 4. — Un groupe linéaire fini de degré n possède toujours 
un Système de n invariants algébriquement indépendants. 

Pour le groupe (S:, l')}, ces invariants sont constitués par les 
formes (9). 

On pourrait compléter le théorème 4 de l’assertion que tout 
l'anneau des invariants entiers d’un groupe linéaire fini de degré 
n est engendré par x invariants algébriquement indépendants 
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Îas Jos + + + În et, en règle générale, encore par un invariant +1 
(qui est une fonction algébrique des r premiers invariants). Autre- 
ment dit, tous les autres invariants sont des polynômes de f,, .. 
°... Înrs În+1. Ce fait est vrai pour de nombreux autres groupes 
linéaires tant discrets que continus. 

La théorie générale des invariants qui a été développée au milieu 
du XIX® siècle dans les ouvrages de Cayley, Sylvester, Jacobi, 
Hermite, Clebsch, Gordan et d’autres savants, et a eu ensuite une 
deuxième naissance dans quelques travaux fondamentaux de D. Hil- 
bert, est devenue de nos jours une partie intégrante de la géométrie 
algébrique et de la théorie des groupes algébriques. Un intérêt 
permanent dont jouit la théorie des invariants s'explique aussi 
par de larges possibilités de ses applications dans de nombreuses 
branches de la mécanique et de la physique. 


EXERCICES 


1. Démontrer le théorème 1, en suivant les désignations utilisées dans son 
énoncé et les raisonnements schématisés ci-dessous. 

a) Si V = (e,,..., en)p; W = (f1, + + +, fm)p, alors (T1) à (T3) sont équi- 
valentes dans leur ensemble à l’unique condition : les vecteurs t(e;, f;), 1 <i<n 
1< j< m, constituent une base de l’espace T. 

b) Pour tout espace 7 de dimension nm sur P, l'application t peut être 
définie par la relation t(v,w)= Diag, où gi, 1 <i<n,i<j<m, est 
une base de 7. D’après a) le couple (t, T) satisfait aux conditions (T1) à (T3), 
et tous les couples sont obtenus de cette manière. 

c) Pour tout couple (x’, 7’), avec x’ :V X W— T’ une application bilinéai- 


re, définissons une application linéaire o:T— T', en posant o (dise) — 


DIViT (en 5). 

D'après b) et c)on a v'(v, w) = d'a; (e;, fj) = 6 O'oiB;gi;)= 
= O(tT(v, w)). Réciproquement, si o (t(v, w)) = +’ (v, w), alors © (g;j) = 
a à (T (e;, f;j)) = 7 (e;, f;). 4: 

. Montrer que dans le système (T1) à (T3) on peut omettre la condition 
(T1) ou (T2), et qu’en supposant a priori que dim 7 = nm, il suffit, pour déter- 
miner le produit tensoriel, de laisser l’une des trois conditions. : 
3. Démontrer la relation det (4 @ B) = (det A)" det (B)" pour des matri- 
ces carrées À, B d'ordres respectifs » et m à coefficients complexes, en utilisant 
le fait qu’elles peuvent être réduites à la forme triangulaire (Indication. 
Il existe des matrices non singulières C et D telles que 


(9 21 XK Bi X 
A'=CAC-1= . , B'=DBD”1 | ; 
(9) nn 0 Pm 


Donc, 
4'QB'=(C@ D)(4@ B)(C-1@Q D-1)=(C @Q D) (A @ B) (C @ D) 
est une matrice triangulaire à coefficients diagonaux &;p; qui sont des valeurs 
propres de la matrice 4’ @ B’ et, par conséquent, de la matrice AQ B. On 
a det (4A@B)= [] œ; = ( [] as (IT Bo = (det 4)” (det B)7.) 
i j 


À, 9 
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4. En se servant de la formule (8) et des tables données aux $ 2, n°1; $5, 
n° 2; $ 5, n° 4, vérifier que la décomposition 


DE @ DE à Da) L pa + ps 


est vraie pour le carré tensoriel de la représentation de dimension deux D) du 
groupe symétrique S:, et qu’il en est de même de la décomposition 


PS Q DS > DE) + PE L PE LP 


pour le carré tensoriel de la représentation de dimension deux (5) du groupe 
quaternionien Q;. 

5. Représentations du produit direct de groupes. Soient donnés deux groupes 
Get AH, avec les représentations linéaires (D, V), (#, W). Alors, en posant 


(D @ Ÿ) (8-4) = PB (8) ET (h), 


où g-h est un élément du produit direct G X H des groupes G, H, nous ferons 
opérer G X H sur le produit tensoriel V GcW; comme à l'ordinaire, on a 


(D (8) ©  (h)) (v @ w) = D (g)v @ YF (h) w. 
Vérifier que l’application ainsi définie 
PDOY GX H—+ GL(V Q W) 


est une représentation du groupe G X Æ de caractère Lay = Xoky-: Démon- 


trer l’assertion suivante. Soient DG),..., D) (respectivement YA), ..., (S)) 
toutes les représentations irréductibles du groupe G (respectivement, du groupe 
H). Alors, les représentations tù @ Y(3) du groupe G X XH sont irréductibles, 
et les seules représentations irréductibles du groupe G X H sont D Q@ Y(), 
1<Li<r, 1<j<s. 

6. Les formes xy, zx" + y" sont des invariants du groupe linéaire diédral de 


dimension deux 
(Dn, D)— € 1 > en —1 
7 l «| 0 ? 


(voir $ 5, exercice 9). Montrer que tout autre invariant (entier) du groupe (D,,, D) 
a la forme d’un polynôme en zy, x + yn. 

7. Vérifier que le groupe quaternionien considéré dans sa représentation 
irréductible de dimension deux ne possède pas d’invariants quadratiques et 
cubiques. Que peut-on dire des formes x2y?, xt + y4? 


g 0 
O e-l 


? 


CHAPITRE 9 


SUR LA THÉORIE DES CORPS, 
ANNEAUX ET MODULES 


La reprise de l’étude des structures algébriques qui ont été déjà 
examinées précédemment, est motivée par des considérations sui- 
vantes. Premièrement, il semble souhaitable de compléter, dans une 
certaine mesure, nos renseignements sur les corps et sur les anneaux, 
en s'appuyant là, où cela est nécessaire, sur une base solide de la 
théorie des groupes. Deuxièmement, les résultats obtenus au cours 
du chapitre 8 sur les représentations des groupes se trouvent incor- 
porés de façon naturelle dans la théorie générale des modules sur 
les anneaux, et il serait regrettable de ne pas en faire mention ne 
serait-ce que sous une forme succincte. La notion fondamentale de 
module est bien importante par elle-même et mérite une étude plus 
détaillée ; à cet effet, nous recommandons au lecteur de consulter 
d’autres ouvrages. 


$ 1. Extensions finies des corps commutatifs 


1. Eléments primitifs et degrés des extensions. — Si F est un corps 
commutatif contenant P comme sous-corps, on dit aussi que F est 
une extension du corps P (voir chap. 4, $ 4). Nous nous bornerons au 
début à examiner le cas le plus simple, où l’extension F# = P (6) 
est obtenue à partir du corps P par adjonction (à l’intérieur du corps 
donné F) d'un seul élément 6 € F. On dit dans ce cas que P (6) 
est une extension simple (ou monogène) du corps P, et 0 est un élé- 
ment primitif de cette extension. D’après son sens, P (6) est un corps 
des quotients de l’anneau intègre P [6]. L'élément 8 est transcendant 
sur P (voir chap. 5, $ 2) si, et seulement si, l’extension P (6) est 
isomorphe au corps des fractions rationnelles. Pourtant, si 6 est un 
élément algébrique, alors P (6)  P [X1/(f (X)) (voir chap. 5, $ 2, 
relation (9) et chap. 5, $ 2, corollaire du théorème 5). Ici, f(X) est 
un polynôme irréductible de degré n >0, dont 0 est une racine. 
Réciproquement, si f € PIX] est un polynôme irréductible, on 
construit de façon canonique (voir chap. 6, $ 3) un corps com- 
mutatif F dans lequel f possède au moins une racine 6. De la 
construction il résulte que Fest identifié avec l’ensemble des éléments 
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de la forme 
do + 40 +... +an_10""1, a, EP, n = deg f. 

Pour les éléments de l’anneau LP [6], cela est évident (effectuer 
la division euclidienne de g (X) par f (X) et introduire X = 6); 
quant à la division dans P [6], elle est effectuée comme suit: si 
g(X) = a + &XÂ +... +ar1XÂ""tl, l’irréductibilité de f en- 
traîne l'égalité P.G.C.D. (f, g) = 1 et l’existence des polynômes 
u (X), v (X) de degré << n, pour lesquels fu + gv = 1; d’où l’on 
déduit que g (6) v (8) = 1 et 1/g (6) = v (8). Le nombre n peut 
être considéré comme dimension de l’espace vectoriel 

F —(1, 6, ee) p7-1 )P 


sur P, avec les éléments de base 1, 6, OP 

Dans le cas d’une extension arbitraire F > P, il est aussi raison- 
nable de considérer F comme espace vectoriel sur P. Sa dimension 
dimpP F (peut-être infinie) sera désignée par [F :P] et appelée degré 
d'extension de F sur P. Si F — P (6), on dit aussi que [F:P] est 
degré d’élément primitif. Il est clair que pour un élément transcen- 
dant 0 € F les éléments 1, 6, 6°, . .. sont linéairement indépendants 
sur P, et [P (6): P] — oc. D'autre part, de ce qui précède on dé- 
duit l’assertion suivante: 


THÉORÈME 1.— Soit F une exlension quelconque du corps commuta- 
tif P. Un élément 0 € F est algébrique sur P si, et seulement si, 
[P (06): P] co. En outre, l’algébricité de 0 entraîne l'égalité P (6) — 

— P [6]. 

Nous Re KZ F= P iour d'extensions à deux étages. 
Elle permet de parler de trois espaces vectoriels: X/P (K sur P), 
K/F (K sur F) et F/P (F sur P). Leurs dimensions sont liées par une 
relation analogue à celle qui existe entre les indices des sous-grou- 
pes. 

THÉORÈME 2. — Dans une tour d'extensions KZ F= P, le degré 
[K :P] est fini si, et seulement si, les degrés [K :F1 et [F :P] sont finis. 
Dans le cas de leur finitude, on a la relation 

[X:P] = [K:F|[F:P]. 


DÉMONSTRATION.—En supposant finis {X:F] et [F:P], choisis- 
sons une P-base f,, . .., fm de F/P et une F-base e,, ..., e, de 
K/F. Alors tout élément x € X s’écrit sous la forme x — Ÿ aœje;, 


avec à; € F. À son tour a; = Ÿ p;jf;, avec p;; € P. Par conséquent, 

z = D) Pijfies, et nous voyons que mn éléments jie; engendrent 
45 À 

linéairement ÆX sur P. Supposons leur dépendance linéaire : 

D Piifie; = 0 pour certains p;; € P. Alors 

4, J 


0 — 2 Pufie;= D C2 Puf) = Dpufi= 0 pi5=0 
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pour tous les i = 1, ...,m; j = 1,...,n, Car e,, ..., e, sont 
linéairement indépendants sur F, et f,, . .., fn sont linéairement 
indépendants sur P. Par suite, mn éléments f;e; forment une base 
de l’espace vectoriel KX/P, et [K:P] = nm = [K:F] [F:P]. 

Réciproquement, l’inégalité [ÆX :P] <oœ entraîne que [F:P] 
est fini, car F/P est un sous-espace de l’espace X/P. Si {a,;, ... 

., a} est une P-base de X, un élément arbitraire x € X sera une 
combinaison linéaire de a;, ..., a, à coefficients dans P et, à plus 
forte raison, à coefficients dans F. Le nombre d'éléments parmi 
y, - +. A, qui sont linéairement indépendants sur F, ne peut que 
diminuer. Ainsi, [X:F] < co. El 


COROLLAIRE.— Soit F une extension du corps commutatif P et soit 
A l’ensemble de tous les éléments de F qui sont algébriques sur P. Alors, 
A est un sous-corps de F contenant P. 


DÉMONSTRATION.— Tout élément t € P est racine du polynôme 
linéaire À — t € P IX], de sorte que PE À. Soient u, v € À. D’a- 
près le théorème 1, on a [P (u): P] << . L'élément v qui est algébri- 
que sur P, le sera aussi sur P (u), c’est-à-dire [P (u, v): P (u)] — 
= [P (u) (v): P (u)] < o. D’après le théorème 2, on a[P (u,v):P] — 
= [P (u, v):P (u)] [P (u):P] <o. 

Puisque u — v, uv € P (u, v), de nouveau d’après le théorème 1, 
on à u — v, uv € À, c’est-à-dire que À est un sous-anneau de F. Il 
est un corps commutatif, car 


0OÆueA=TIP (u-1):P] = [P (u):P] <8. 


On dit qu’une extension F= P est algébrique sur P si tous les 
éléments de F sont algébriques sur 2. Tout élément « de l’extension 
algébrique est racine d’un polynôme unitaire (c’est-à-dire dont le 
coefficient dominant est égal à 1) non nul f € P [X] dépendant de 
a. Sif(a) = 0 et g (x) © pour tout 0 Æ g € P [X] avec deg g < 
<< deg f, on appelle f = f, polynôme minimal de l'élément a. Le 
polynôme minimal est irréductible sur 2, il est univoquement défini 
et son degré coïncide avec le degré d’un élément « (souvent, le poly- 
nôme obtenu en multipliant le polynôme minimal par une constante 
est aussi appelé polynôme minimal). Toutes les racines distinctes 
du polynôme f, sont considérées comme conjuguées de «à. L’explica- 
tion de cette terminologie est donnée plus loin dans le théorème 3. 
Si car P = 0, le nombre de racines distinctes coïncide avec deg j, 
(voir chap. 6, $ 1), mais dans le cas général, il n’en est pas ainsi 
(voir exercices 4 et 5). 

D'après les résultats obtenus, l'extension F3 P de degré fini 
[F :P] est une extension algébrique finie, c’est-à-dire elle est obtenue 
à partir de P par l’adjonction d’un nombre fini d'éléments algébri- 
ques A, . - ., Am. Réciproquement, toute extension algébrique finie 
F = P (a, ..., am) est de degré fini. En effet, fr (ax) = 0, 1< 
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<k<Lm, fr € P IX]. L'élément «, qui est algébrique sur P, le 
sera naturellement aussi sur P (&,, ..., &x_1). On a donc [P (œ,, ... 
..., Gp): P (a, . .., Œn_1)] oo, et suivant le théorème 2, 


DESPI= IP (Ch PTE 


[L TP (a, ss @) EP (5; ..., Ap_4)] L 00. H 


Rk=— 

Dans de nombreux cas (et en particulier, lorsque car P = 0; 
voir exercice 13), l’extension algébrique finie est simple. Dans les 
cas que nous considérons ci-dessous, l'existence d’un élément pri- 
mitif s'établit directement. 

EXEMPLE. — Le corps commutatif F—Q, (y 2, V3) considéré comme 
espace vectoriel sur Q@ est de dimension quatre: F—{1, ÿY2, V3, V 6): 
c'est-à-dire que tout élément «€ F s'écrit sous la forme de la combinaison 
linéaire œ—a+by 2+c V3+47y6 à coefficients rationnels a, b, c, d. 
D'autre part, F—(1, 6, 6?, So où 6—=y2+7y3. En effet, y 2— 


= _. ++ 65, V3 + 63, V5=—? ++ 02. L'élément primitif 6 
possède le polynôme minimal fo (X)=X#—10X2+ 1 ayant pour racines 


ow—0=y3+y3, 00=y3—y3, 00=—7y2+y3,00=— y2— VE 


On attire l'attention sur le fait que F est un corps de décomposition du 
polynôme fo (X) et que 


F = Q{8&, 6&@, 6@, 6) — Q@ (6), i = 1, 2, 3, 4. 


Dans la théorie générale de Galois un tel corps serait appelé corps normal. Le 
diagramme des sous-corps du corps F 


ressemble au diagramme des sous-groupes du groupe à quatre éléments V,, et 
ce n’est pas un effet du hasard. Si nous considérons un automorphisme quelcon- 
que D: F—+ F (voir chap. 4, $ 4, no 5), des relations ® (x + y) = ® (x) + 


+ D (y), D (ry) = D(x) D(y), Vr, yEF, il résulte que ® est entièrement 
défini par son opération sur l'élément primitif 6. On a aussi ® (a) = a, Va € 
E Q. et donc 

®D (6)? — 109 (0)? + 1 = D (04 — 106? + 1) — D (0) = 0. 
25—0877 
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Par conséquent, ® (6) est une des racines 8), i = 1, 2, 3, 4, et nous arrivons 
à la conclusion que le groupe de tous les automorphismes Aut (F/Q@) que l’on 


appelle aussi groupe de Galois G (F/@) ou encore G (fe), a l'ordre 4 = [F :Q1]. 
Les groupes d’ordre 4 ne sont, à un isomorphisme près, qu’au nombre de deux: 
le groupe cyclique Z4 et Z, X Z, æ V,. Des calculs directs montrent que 
Aut (F/@) æ Vi. 

On peut s’en rendre compte le plus facilement en considérant la représenta- 


tion de Aut (F/Q)) par les permutations sur l’ensemble Q@ — {1, 2, 3, 4} dont 
les éléments numérotent les racines 0%). Si par exemple, ® (64) — 6@), alors 
000 = — 1 = 0%PD(6%) = — 1—= D (6%) = 64 et D (08)) — — D (82)) — 
= —604 = 04%, c'est-à-dire ® Æ (12) (34) = 6. On obtient de la même 


manière les automorphismes (13) (24) = tet (14) (23) = or. 
Il reste à ajouter à ce qui vient d’être dit, que le sous-groupe cyclique (0) 


laisse stables tous les éléments du sous-corps intermédiaire Q({y/2) et que (0) 
est le groupe G (F/@ (y 2)) de tous les automorphismes (groupe de Galois) du 
corps commutatif F par rapport au sous-corps @(y 2) De façon analogue Q{y/3) 
et @ (y/6) sont respectivement les corps des invariants pour (t) et (ot) qui 
seront à leur tour les groupes de Galois G (F/Qy (3)), G (F/Q(y 6)). Nous avons 
vérifié sur un exemple que la correspondance de Galois entre les sous-corps du 
corps normal F et les sous-groupes de son groupe des automorphismes est bijec- 
tive. 

2. Isomorphisme des corps de décomposition. — Au chapitre 6 
$ 3, où nous avons défini et construit un corps de décomposition F 
sur P du polynôme unitaire f(X) — X* + a X"-1 + .., 
... +an € P IX], il a été indiqué que la construction de ce corps com- 
portait des éléments d’arbitraire. En reprenant maintenant cette 
construction, nous pourrions dire seulement que [F:P] < n! (es- 
sayez de comprendre pourquoi). Or, en réalité, tous les corps de dé- 
composition sur P d’un polynôme donné f sont isomorphes. Afin 
de préciser cette proposition, analysons de plus près une situation 
plus générale. 

Suivant le théorème 3 du chapitre 5, $ 2, toute application iso- 
morphe @ d’un corps 2 sur un corps P se prolonge de façon unique en 


un isomorphisme de P [X] sur P [XI], de sorte que 
f(X) = À + a X +... +anre f(X) = qxf — 
— X + pa) X°-1 +... + p (a). 
THÉORÈME 3. — Soit o: P.-- P un isomorphisme des corps com- 
mutatifs, soient aussi f € P [X] un polynôme unitaire de degré n > 0, 
Î — @xf son image par l’isomorphisme ox; F, F les corps de décompo- 
sition des polynômes f, i sur P et sur P respectivement. À lors @ se pro- 
longe en un isomorphisme D: Fr> F par k< [F:P] procédés; ceci 
étant k = [F :P] si toutes les racines du polynôme f (X) sont distinctes. 
DÉMONSTRATION. ETAPE I. — Considérons d’abord le cas des ex- 


tensions quelconques K= P, K = P. Soit 6 € K un élément algé- 
brique, avec un polynôme minimal g — go € P IX]. On affirme que 
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l’ D p: P—+ P se_ prolonge en monomorphisme p: 

P (8) —+ X si, et seulement si, £ possède une racine dans X et le nom- 
bre de prolongements coïncide avec le nombre de racines distinctes 
de g dans X. 

En effet, l’existence de p implique que l’élément p (6) doit être 
racine de g: g (8) = 0 = g (p (8)) = p (g (6)) — 0. Réciproque- 
ment, si g (œ) = 0, alors Ker b= g (X) P [XI], où p: PIX] —+ K 
est un homomorphisme défini par la correspondance u (X) -—- 
> u (w). Comme dans le cas des groupes, Ÿ induit un homomorphis- 
me p:PIX1W/g (X) PIXI—+ K(onau(X)+ g(X) PIX > u (@): 
si cela n’est pas tout à fait clair, il convient de se reporter aux ré- 
sultats du $ 2 qui suit). Remarquons que, g (X) étant irréductible, 
l'anneau quotient P [X]/g (X) P [IX] est un corps de sorte que est 
un monomorphisme. En procédant exactement de la même façon, 
on définit l’isomorphisme des corps 6: P[X1]/g (X) P [Xi > 
—> P (6) (u (X) + g(X) PIXI+> u (6)). La composée p — poot 
est une application monomorphe de P (6) dans X (vu que p (u (8)) — 
= 1 (w)). Puisque LP (8) est engendré sur P par l'élément 6, il vient 
que p est l’unique prolongement de @ qui transforme 6 en ©. Cela 
signifie justement que le nombre de monomorphismes différents 
p, avec la restriction p |» = @, est égal au nombre de racines dis- 
tinctes de g (X) dans K. 

ETAPE II. — Le corps de décomposition a été construit par l’ad- 
jonction successive des racines des polynômes irréductibles. Utili- 
sons ensuite la récurrence sur la dimension [F :P]. 

Si [F:P] = 1, le polynôme f se décompose en facteurs linéaires 
déjà dans P [IX]: f(X) = (X — c,) ...(X — c,). Dans un tel cas, 
F(X) = (qxf) (X) = (X — ci)... (X — 06). Les racines &, ... 

. En du polynôme sont contenues dans P, et puisque F est en- 
gendré par ces racines sur P, ona F — P, de sorte que le prolonge- 
ment ® = px est unique. 

Si [F:P] > 1, décomposons f (X) sur P en facteurs unitaires ir- 
réductibles, parmi lesquels il doit exister au moins un polynôme 
de degré m >> 1. Désignons-le par g (X). Puisque 

f(X) = 8 (X)h (X) = FX) = (exf) (X) = 8 (X) À (X), 
les polynômes g (X) et g (X) se décomposent sur les corps de décom- 
position F et F de la façon suivante : 
_8 (4) = (ZX — 6:) . .. (À — 6%), 
g(X)=(X—-0)...(X—-om), mn. 

Etant donnée son irréductibilité, : (X) est le polynôme minimal 

de l’élément 6, sur P .et [P (6,):P] — m. 


25* 
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Si parmi @,, . .., Om il y à L distincts, alors d’après l'étape I, 
il existe { applications monomorphes p,, ..., p, de l'extension 
L = P (6,) dans F, avec 0; [P = @. La structure du corps de dé- 
composition est telle que F peut être considéré comme corps de 
décomposition sur L du polynôme f € L IX], et F comme corps de 
décomposition sur p; (L) du polynôme f (X), quel que soit i — 
= 4, 2,..., L. Suivant le théorème 2 on a l'inégalité [F:L] — 
= [F:Pl/m <1F:P], si bien que par hypothèse de récurrence, 
chacun des op; peut être prolongé en un isomorphisme ®;,;: F— F, 
et le nombre de tels prolongements (le nombre d'indices j) n’est pas 
supérieur à [F :L], il est égal à [F :L] si toutes les racines dans F 
du polynôme f sont distinctes. Puisque D;,; [1 = p;, 1<j 
< [F:L}, et p; |? — y, alors ®;,; est un prolongement de ®, et 
p, Æ0s > D;,; Æ D,,, pour i-£s. Par suite, on obtient au total 
k<m [F:L] — [F:P] prolongements de l’isomorphisme œ. Cette 
inégalité se transforme en une égalité si toutes les racines de f sont 
distinctes. 


ETare III.— Soit, enfin, ®: FF un prolongement quelcon- 
que de @. Tout comme dans l'étape IT, la restriction ® |; qui est 


une application monomorphe de Z dans F, coïncide avec l'un des 
p;, et dans ce cas O coïncide avec l’un des ®D;,;. 


COROLLAIRE 1Â.— Deux corps de décomposition quelconques F, F 
sur P d'un polynôme f € P IX] sont isomorphes. 


En effet, il suffit de poser P = P dans le théorème 3 et de pren- 
dre pour œ l’application identique de P sur lui-même. 


COROLLAIRE 2. — Le groupe des automorphismes Aut (F/P) de tout 
corps de décomposition F sur P d'un polynôme f € P IX] est un groupe 
ini d'ordre < IF:P]. Si toutes les racines du polynôme f (X) sont 
distinctes, | Aut (F/P) | = [F:P]. 


La démonstration découle immédiatement du théorème 3. 


REMARQUE. — Bien que le corps de décomposition F sur @ (ou 
sur tout autre corps numérique) d’un polynôme f € @ [X] puisse 
être considéré comme étant plongé dans le corps C des nombres 
complexes et donc par là même défini univoquement, le corollaire 
2 montre que dans ce cas aussi on a eu intérêt à effectuer la démons- 
tration pas trop agréable du théorème 3. 


3. Corps commutatifs finis. — En plus de Z, = Z/pZ, nous avons 
rencontré d’autres exemples de corps commutatifs finis (voir chap. 
4, $ 4). Il est temps de les inclure dans la théorie générale. 

La première remarque évidente se rapporte à une extension fi- 
nie arbitraire KZ F d’un corps commutatif fini F: si [F | = get 
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[K :F1 = n, alors | K | — q". En effet, après le choix d’une base de 
l’espace vectoriel X/F, ce dernier s’identifie à l’espace F” des vec- 
teurs lignes (œ;, . .., «,) de longueur nr. Toutes les coordonnées «; 
prennent, indépendamment l’une de l’autre, qg valeurs de F. Par 
conséquent, |Æ|=]|F"|= 09". 

Une deuxième remarque, liée à la première, consiste en ce que 
tout corps commutatif fini F est de caractéristique finie p (p est un nom- 
bre premier), et | F | est une puissance de p. En effet, F étant fini, le 
sous-corps simple P& F doit être isomorphe à un corps Z, = Z/pZ. 
D'après la première remarque, l’extension finie F> P, avec | P | — 
— p, est de puissance | F | = p". 


THÉORÈME 4.— Pour tout corps commutatif fini F et pour tout 
entier positif n, il existe une et, à un isomorphisme près, une seule ex- 
tension K= F de degré IK:F] = n. 

DÉMONSTRATION. a) UNICITE. — Soit K = F une extension de de- 
gré n. Comme nous le savons, | F | = q = q = p”, où p est un 
nombre premier, et | À | = q". Par conséquent, le groupe multi- 
plicatif X* = XX {0} est d'ordre g* — 1 et, suivant le théorème 
de Lagrange, l’ordre de chacun de ses éléments divise g* — 1 :#1"-1 — 
— 1, Vi - 0. Ceci signifie que tous les éléments du corps À (y com- 
pris { — 0) sont des racines distinctes du polynôme X1” — X et que 
l’on a la décomposition 


Xl); 
tEK 
Une telle décomposition en produit de facteurs linéaires ne peut avoir 
lieu sur aucun sous-corps strict du corps À ayant un nombre d'élé- 
ments <<g”, et donc ÆÀ est un corps de décomposition du polynôme 
X1"— X. En se reportant au corollaire 4 du théorème 3, on arrive 
à la conclusion requise. 


b) EXISTENCE. — Les raisonnements développés dans la partie 
a) suggèrent une voie possible pour la construction de Æ. Prenons 
pour À le corps de décomposition sur F du polynôme f (X) — 
= X1 — X. Puisque q = p”, on a g-1 = 0 dans X. De ce fait, 
f (X) = g1-X7-1— 1 — — 1, et d’après le critère connu (chap. 6, 
$ 1, théorème 4), f (X) ne possède pas de racines multiples. Ceci 
signifie que le sous-ensemble X;, Æ des racines du polynôme f (4) 
est de puissance | K; | = q”. 

Puisque K,c K et car K = p, il vient suivant l'exercice 8 du 
chapitre 4, $ 4 que (x + y} = °° + y, quels que soient x, y € 
EK;(F& K;) et s—0, 1, 2, ... En particulier 


x, VER; (GEYT = HYf =rLyszt+yER;. 
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En outre, 
LEK;; (ay) = 20 y = y > ay EK;; 


0ÆxreEkK;= (x 1) =x lez leRk,. 
Ainsi, À; est un sous-corps de X, contenant F et toutes les racines du 
‘polynôme f (X). Par la définition même du corps de décomposition, 
l'égalité K; — K doit être vérifiée. Le degré [X:F] est égal à n 
‘car EF |K|=]|K;|= 0". EE 


COROLLAIRE., — Pour tout nombre premier p et pour tout entier po- 
sitif n, il existe un et, à un isomorphisme près, un seul corps commutatif 
à nombre d'éléments p”. 

La démonstration consiste à appliquer le théorème 4 au cas par- 
ticulier où | F | = p. 

Comme nous l’avons déjà dit au chapitre 4, $ 4, on convient de 
désigner un corps commutatif fini à g — p” éléments par le symbole 
F, ou encore, en l'honneur de E. Galois, par le symbole GF (p”"). 
Proposons-nous d'établir certaines propriétés des corps commutatifs 
‘finis. 


THÉORÈME 9. — On a les assertions suivantes : 

(i) Le groupe multiplicatif F5 d'un corps commutatif fini Fy est 
un groupe cyclique d'ordre q — 1. 

(ii) Le groupe des automorphismes Aut (F,) d’un corps commuta- 
tif fini Fy ayant un nombre d'éléments q = p", est un groupe cyclique 
d'ordre n et 


Aut Fn) = DIDH=F, VE). 


(iii) Si Fhd est un sous-corps d’un corps commutatif F,r, alors 
d In. Réciproquement, à tout diviseur d du nombre n correspond un 
sous-corps et un seul {t EF, | D (t) = té} — Fhd. Les automorphis- 
mes qui laissent fixes tous les éléments de ce sous-corps forment le groupe 
Aut (Fhn/Fhd) — (D). Ainsi, il existe une bijection entre les sous- 
corps du corps commutatif fini Fa et les sous-groupes de son groupe des 
automorphismes (correspondance de Galois). 

(iv) Si q = p" et F9 — (0), alors 0 est un élément primitif du 
corps commutatif, avec le polynôme minimal h (X) de degré n. Fy est 
un corps de décomposition sur F, du polynôme h (X). 

(v) Pour tout entier naturel m, il existe au moins un polynôme 
de degré m irréductible sur Fa. 


DÉMONSTRATION. (i) — Nous fournirons la démonstration d’une 
assertion plus générale. Soient. F un corps commutatif quelconque et 
A un sous-groupe fini du groupe multiplicatif F*. Au groupe abélien 
fini À sont applicables les résultats obtenus au chapitre 7, $ o. En 
particulier, nous savons que, si À est cyclique, ceci équivaut à dire 
que l’ordre | À | coïncide avec l’exposant m du groupe À, qui est 
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le plus petit des entiers naturels pour lequel a = 1, Va € À. Pour 
m << | À |, le polynôme X®* — 1 aurait dans F plus de m racines, ce 
qui est impossible. Par conséquent, À est un groupe cyclique. 

(ii) — Considérons F, comme extension finie F, = F, de degré 
n de son sous-corps simple F, æ Z,. Puisque F, est un corps de dé- 
composition du polynôme X2 — X dont toutes les racines sont dis- 
tinctes, on a d’après le corollaire 2 du théorème 3, | Aut (F7) [ = n. 
Les relations (x + y}? = 2 + yP, (xy}? = x?PyP, 1P — 1, indiquées 
au cours de la démonstration du théorème 4, entraînent que l’appli- 
cation D:ér--{#? est un automorphisme du corps F, (la condition 
de ÿ, fini est nécessaire). Si D: & ++ tP° est l’automorphisme unité, 
alors #° — t — 0 pour tout t € Fy, d'où on déduit l’inégalités > n. 
Or, pour s = n nous obtenons réellement l’automorphisme unité, 
de sorte que | (D })| = net {D ) — Aut (Fo). 

(iii) — Suivant la première remarque sur les corps commutatifs 
finis (voir début du numéro), p® = (p°)", où r est le degré d’exten- 
sion de F,r = F,d. Donc n — dr. Réciproquement, pour tout d | n, 
introduisons le sous-ensemble F — {t € F,n | &* — #}. Puisque 
n= dr pt —1 = (p} — 1 —=(p{—1)s, on a 


Nate De Nr 1 5x) 
XX ax). 


Fr étant un corps de décomposition du polynôme XP” — X, il 
y a exactement p* éléments de FL? qui seront racines du polynôme 
XPŸ _ X. Ce sont justement eux qui forment le sous-ensemble F 
qu'on peut maintenant identifier avec F,d. Ce raisonnement, dual 
du théorème 4, établit aussi l’unicité du sous-corps commutatif à 
p* éléments. 

Remarquons que d’après la construction 


Fa={teFon|D(t) =t) 


est l’ensemble de tous les éléments qui restent fixes lors de l’opéra- 
tion de (D). Puisque Aut (F,yr/Fp) — (D) est un groupe cyclique, 
il est immédiat que tout automorphisme ®! n’appartenant pas à 
(D) n'opère pas sur F4 de façon identique (il suffit de faire agir 
D! sur l'élément générateur du groupe Fa). Or, ceci signifie juste- 
ment que le groupe des automorphismes relatifs Aut (Fhr/}F,d) 
coïncide avec (d®%). La phrase finale de l’assertion (iii) a le même 
sens que dans l'exemple du n° 1. 

(iv) — Il est tout à fait évident que Fy = F, (8), q = p”. Soit 
h(X)=X"+aX"!1+ ... + a, le polynôme minimal de l’élé- 
ment primitif 0. Puisque les éléments du sous-corps simple F, res- 
tent fixes lors de tous les automorphismes et a; € F,, les racines de 


h (X) sont 6, 6P, GP, ..., pp", Elles appartiennent toutes à notre 
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corps, et Th (0, ..., pe") — F, (60) = Fr est un corps de dé- 
composition sur F, du polynôme h (X). 

(v) — En partant du théorème 4, construisons une extension 
K = F, de degré m. D’après (i), X* est un groupe cyclique. Si X* — 
— (8) et À (X) est le polynôme minimal de l’élément primitif 6, 
alors À =, (6) et deg k (X) = [Fa (0): Fal = [K: Fol —°m. 
Le polynôme minimal est, par définition, irréductible (sur 54) et 
nous avons donc ce qu'il fallait démontrer. 

Après quelques préparatifs assez simples relevant de la théorie 
des nombres, nous obtenons une formule exacte pour le nombre de 
polynômes de degré m irréductibles sur F4. 

4. Formule d’inversion de Môbius et ses applications. — La fonc- 
tion u définie en Théorie des nombres par 


4 sin—i, 
(— 1) si n—p; ..., Pr, p; sont des nombres premiers 
différents, 
O0 sin est divisible par un carré > 1, 
porte le nom de fonction de Môbius. Il est clair que u est une fonction 


multiplicative en ce sens que u n’est pas identiquement nulle et que 
u (nm) = u (n) u (m) quels que soient nr et m premiers entre eux. 


Il est également clair que, si n = p"1 ... pr, alors à u (d) — 
n 


u (n) = 


= 2 u (d), où ñn5— pr, - .. p-est le diviseur maximal de n, ne con- 
ionant pas de carrés. À son tour, le nombre de diviseurs d = p;, ... 
. Pi, du nombre n5, à s fixe, est égal à É) . Ainsi, pour n > 1, 
on a 
Dud=>u(d=S ()(—-1=41—-1)=0 
din dino s=0 


(la sommation au premier membre est effectuée sur tous les diviseurs 
d > 1 du nombre entier n). Finalement, on obtient la formule 


4 sin—i1 
 u (d) — ; { 
2m) Érne o 
Il est aussi utile d’avoir sa modification suivante : 
m 4 si d=m; 
— |} — i 2 
>, u(%) FEAR @) 


dinim 
(la sommation est effectuée sur tous les n divisant m, qui sont di- 
visibles par d). En posant m = dt, n = dl et en faisant / parcourir 
les diviseurs du nombre ft, nous passerons facilement de (2) à (1) 
et inversement. 
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La formule (1) (ou (2)) pourrait être prise pour une définition 
inductive de la fonction de Môbius. Son importance est contenue 
dans l’assertion suivante. Soient f et g deux fonctions arbitraires de 
N dans M (M = Z,R, F [X], etc.), liées par la relation 


f (n) — 2 g (à). (3} 
Alors 
gœ)=>u(+) f(). (4) 
din 


En effet, compte tenu de (2), une sommation directe sur n divi- 
sant m des deux membres de l'égalité (3) multipliés par u (=) , 


donne 
Dulr) = nt) Ded= et. >,u()=e(m). 
nim nim din dim din|m 


Un simple changement des désignations conduit à la formule (4), 
connue sous le nom de formule d’inversion de Môbius. Le passage de 
(4) à (3) s'opère d’une manière analogue. E 

Il existe encore un analogue multiplicatif de la formule d’in- 
version de Môbius. Si 


fe) = Il 8 (@ 


alors 


eo= [79 6) 


Pour la démonstration, il convient d’effeciuer les mêmes calculs 
formels : 


[| CAES Dear [L ea") 


nm 


#() 


= [le =g (m), 


et de modifier légèrement les désignations. 
Ci-dessous, nous donnons quatre exemples d'application de la 
formule d’inversion de Môbius. 


EXEMPLE À (fonction ® d'Euler). — Par définition, œ (nr) est 
le nombre des entiers premiers avec n de la série 0, 4, ..., n — 1, 
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ou ce qui revient au même, (x) = | U (Z,) | est l’ordre du groupe 
des éléments inversibles de l’anneau Z, — Z/nZ. Au chapitre 8, 
$ 1, exercice 5, nous avons obtenu la relation 


un ä p (a). (6) 
En utilisant la formule (4), on obtient 


vo Du(s)d=Dn@ier EE. 


din din 
Si n=pri ... per, alors 
u (d) 1 1 r L _ 
La 1 Zyt2 PiPj FO) P1P2 ++. Pr 
{ 1 1 
u ete) 
insi, 


p(n)=n (1——) (1——) 1e (1). 


De cette formule, que nous avons donnée encore au chapitre 1, $ 8, 
exercice 3, il résulte directement que la fonction y est multiplicative. 


EXEMPLE 2 (polynômes cyclotomiques). — Le corps de décomposi- 
tion l, sur Q@ du polynôme X” — 1 s'appelle corps cyclotomique. 
Puisque toutes les racines n-ièmes de l’unité forment un groupe cyc- 
lique d'ordre n, le corps cyclotomique est de la forme l, = @ (6), 
où & est l’une des racines primitives (6 € €). Cherchons le degré 
[T, : QI et le polynôme minimal de l’élément & sur Q. 

Désignons par le symbole P, l’ensemble de puissance | P, | = 
— @ (n) des racines primitives n-ièmes de l’unité. Les sous-groupes 
d’un groupe cyclique d'ordre nr sont en correspondance bijective 
avec les diviseurs d du nombre n (chap. 4, $ 3, théorème 6), et cha- 
que racine &? appartient à un ensemble Puy. On en déduit qu'il exis- 
te une partition en classes disjointes : 


{1, 6 C2, …..) “res (7) 


(en passant aux puissances des ensembles, nous aurions retrouvé 
la relation (6)). On appelle polynôme cyclotomique correspondant à 


Y,, le polynôme 
D, (X)= [| (X—e) 
EP, 
de degré  (n). Conformément à la partition (7), on a la décomposition 


n—i 
X—1= [AE =I ON Xe). @ 


din €EP y 
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En appliquant à (8) la formule multiplicative d’inversion de Môü- 
bius (5), on obtient une expression explicite pour ®, : 


DA (2) [I xs 17" a) (9) 


Pour de faibles valeurs de n, on a 
B(X)=X —1, B(X) = ZX +1, Ps (X) = À? + X +1, 
D, (X) = X? +1, D, (X) = X? — X +1, M (X) — X# + 1, 
Dy (X) = XS + X$ +1, D, (X) = X° — XŸ + X° — X +1, 
Dis (X) = X* — X? + 1. 
Remarquons que 
P, (X)EZ IX] et D, (0) —1, n>f. (10) 
Pour obtenir (10), on peut, sans passer par (9), raisonner par ré- 


currence. Pour de faibles valeurs de n., cela est vérifié. Raisonnons 
plus loin comme suit. Soit 


=, 2:04) 


un polynôme unilaire à coefficients entiers. En appliquant l’algo- 
rithme de division euclidienne (chap. 5, $ 2, théorème 5), nous obte- 
nons des polynômes univoquement définis q, r EZ [X], tels que 
XT —1—=q(X)g(X) +r(X), deg r (X) < deg g (X). Mais X7 — 
— 1 = ®, (X) g (X) dans Q [IX], et nous voyons que ®, (X) — 
= q(X) EZ [X], le polynôme ®, (X) étant unitaire par suite de 
la même propriété de g (X). 

On a un théorème disant que ®, (X) est un polynôme irréductible 
sur Q@ et donc l', — Q (©) est une extension de degré @ (n), avec le po- 
lynôme minimal ®, (X) pour ©. Nous n'’allons pas démontrer ce 
théorème et rappelons seulement qu’au chapitre 5, à la fin du 
$3, nous avons établi l’irréductibilité de D, (X) = (XP — 1)/(X —1)— 
— XP LE XP2 LE ,,, +1, où p est un nombre premier 
arbitraire. 

Il y a lieu de signaler que les corps cyclotomiques qui ont joué 
un grand rôle dans l’histoire du développement de la théorie des 
nombres algébriques, attirent jusqu’à présent l'attention des cher- 
cheurs. 


EXEMPLE 3 (polynômes irréductibles sur Fa). — Soit Y(q) le 
nombre total de polynômes unitaires de degré d irréductibles sur 
Fa, 9 = p", et soit f (X) un de ces polynômes. Son corps de décom- 
position sur F, est isomorphe aussi bien à l'anneau quotient 
Fa IX1/f (X) Fa LXI qu’au corps de décomposition du polynôme 
AL (corollaire du théorème 4). L'existence d’une racine 6 
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commune aux polynômes X% — X et f (X) entraîne, par suite de 
l’irréductibilité de f (X) que X2° — X est divisible par f (X). Puis- 
que X%* — X est un diviseur du polynôme X%° — X pour tout 
m = rd, et vu que X®” — X ne possède pas de racines multiples, 


nous arrivons à la conclusion que dans la décomposition de X7” — 
— X sur F, figurent tous les polynômes unitaires irréductibles 


fai (À), fa, (À), + - +, fa, waty (À) 


de tout degré d |m, chaque polynôme n'’intervenant qu’une seule 
fois : 
nn Va (q) 
XT —X= [TE IT fax (X)). (11) 
dim k—1 
Le calcul des degrés des polynômes figurant aux deux membres 
de l’égalité (11) nous conduit à la relation 


g"= ») dY(a), 
dim 


qui permet d'obtenir, par une application directe de la formule 
d’inversion de Môbius (4), l'expression pour Y,, (q): 


Ya(o = S y EArs (12) 


dlm 
Soit, par exemple, g—2. Alors 


P(D=r(2-2=1 Y(2)=7(2—2)=2, 


Pa(D=+(2—2)=3, W(2)=+(2%—2)—6, 


Ve(2)=+(2%—2—2+9)—9 


(comparer avec chap. 6, $ 1, exercice 10). La formule (12) montre 
que la probabilité de ce qu’un polynôme unitaire de degré m sur 
Fa, choisi au hasard, soit irréductible est voisine de 1/m. Pourtant, 
il n’existe pas de critères satisfaisants qui permettent d'établir 
l’irréductibilité d’un polynômey concret. Que peut-on dire, par 
exemple, de l’irréductibilité du trinôme X" + X* + 4 sur F,? 
De telles questions se posent constamment dans la théorie algébri- 
que du codage (chap. 1, $ 2, problème 3) et lors de la construction des 
suites pseudo-aléatoires. 


EXEMPLE 4 (constructions à la règle et au compas). — Soit PE CS 
(voir chap. 5, $ 1, exemple 2) un corps des nombres construits, qui 
est une extension finie du corps @. Supposons d’abord que P soit 
un corps purement réel, c’est-à-dire que ses éléments soient des nom- 
bres réels. En particulier, l’élément primitif 6 € P (voir exercice 13) 
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est un nombre réel qu’on peut construire (comme longueur d’un 
segment) avec un nombre fini de pas au moyen d’une règle et d’un 
compas. Cela signifie que 6 est un élément du corps Q (6,, 6., ... 
..., 0,) et [Q(8,, ..., 6,): Q(6,, ..., 0,_,)] < 2. La dernière 
inégalité est compréhensible vu que 6, est solution des équations 
à coefficients dans Q(6,, . .., 0;,_.) de deux droites, d’une droite 
et d’une circonférence ou de deux circonférences. Les résultats du 
n° À sur les degrés des extensions algébriques montrent que 
[Q(6,, ..., 6,): @Q] = 27, où m < r. Comme Q(8)a Q(6,, ... 

., 8,), on a d’après le théorème 2 que [Q(8): Q] est égal à une 
puissance de 2. 

En revenant à un corps P quelconque (non nécessairement réel), 
écrivons-le aussi sous la forme P — @ (6). Maintenant, l'élément 
primitif 0 — «a + ib est un nombre complexe à composantes réelles 
construites a, b. Si f (X) est le polynôme minimal (à coefficients ra- 
tionnels) pour 6, alors f (8) = 0 et f (8) = 0, où 8 — a — ib. Il 
est clair que Q(6, 6) est une extension algébrique finie du corps Q. 
Ses éléments a = (8 + 8)/2 et ib — (6 — 6)/2 sont algébriques sur 
Q@ ; l'élément b = ib/i sera, lui aussi, algébrique (voir corollaire du 
théorème 2), car i? + 1 = 0. 

Ainsi, Q(a, b) est une extension algébrique réelle et finie du corps 
© à éléments construits a, b. Du fait de ce qui précède, [Q{(a, b):Q] — 
= 2%, L'irréductibilité de X? + 1 sur Q@ (a, b)& R signifie que 
{Q(a, b) (i): Q(a, b)] = 2 et [Q{(a, b) (i):Q]I = 27#, Comme P — 
= Q(8)S Q (a, b, i), (Q(8):Q] divise 271, Nous avons démontré 
l’assertion importante suivante : 


Si le corps P des nombres construits est une extension albébrique 
finie du corps @, alors [P : Q]= 27, avec n un entier non négatif. 


Ce résultat permet de répondre à certaines questions dont s’oc- 
cupaient encore les mathématiciens antiques. 

a) Peut-on construire (au moyen d’une règle et d’un compas) 
l’arête d’un cube dont le volume est égal à. 2 (problème hindou de 
duplication du cube)? On suppose que le cube de volume unité est 
donné. Le polynôme X° — 2 dont la racine est la valeur cherchée 
de l’arête, est irréductible sur Q, de sorte que [Q(Ë” 2} :Q] = 3 -£ 27, 
La réponse à la question posée est négative. 

b) Est-ce tout angle qu’on peut diviser au moyen d’une règle 
et d'un compas en trois parties égales (problème de trisection de 
l'angle)? La réponse est négative même pour un angle concret de 
60°, car la possibilité de construire @ — 20° aurait signifié celle de 
cos æ et de 2cos ®, or, il n’en est pas ainsi. En effet, d’après le théo- 
rème de Moivre on à 1/2 = cos 60° = cos 3p — 4 cos® @ — 3 cos , 
de sorte que 0 — 2 cos ® est racine du polynôme f (X) — X° — 
— 3X — 1€ Z IX]. Comme +1 ne sont pas racines du polynôme 
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1 (À), ce dernier est irréductible sur @ (voir chap. 6, $ 4, excercice 8) 
et donc [Q(8):Q] — 3 27. 

c) Des considérations analogues montrent qu’au moyen d’une 
règle et d’un compas on ne peut pas construire tout polygone régu- 
lier à n côtés, où n est un entier naturel quelconque. Par exemple pour 
n — 7, il n’est pas difficile de se convaincre que le nombre 8 — 


= 2 cos 2 à construire est racine du polynôme X° + X? — 2X — 
— 1 qui est irréductible sur Q. 

Dès le début de son activité mathématique, le Grand Gauss a 
trouvé les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doit satis- 
faire le nombre #7 pour que la construction d’un polygone régulier à 
n côtés soit réalisable. En particulier, il a établi que le nombre pre- 


mier n doit être un nombre de Fermat : nr — 22* + 1. La résolution 
complète de ces questions est liée à l'étude du groupe de Galois d’un 
corps cyclotomique (voir exemple 2). 


EXERCICES 


1. Montrer qu’une extension F > P de degré un nombre premier ne possède 
pas de sous-corps stricts (-£ P, F). 

2. Trouver l'élément primitif de l'extension @ (y p, Va), où p et g sont 
des nombres premiers. 

3. Trouver la dimension sur @ du corps de décomposition du polynôme 
XP — 2. 

4. Montrer que pour le polynôme XP — a sur le corps commutatif P de 
caractéristique p > 0, il n'existe que deux possibilités: être irréductible ou 
bien être la puissance p-ième d’un polynôme linéaire. (Indication. Con- 
sidérer le corps de décomposition F du polynôme XP — a. Soit 0 € F l’une des 
racines, de sorte que a = OP et XP — a = (X — 6)P. Si maintenant XP — a = 
= u (X)v (X), où u (X) est un polynôme unitaire sur P de degré positif m < p, 
alors, F [X] étant factoriel, on doit avoir l'égalité u (X) = (X — 6)". En parti- 
culier, 0, (PE P—= 6€ P.) 

5. Soit Zn (Y) un corps commutatif des fractions rationnelles de caracté-, 
ristique p. Montrer que le polynôme XP — Y est irréductible sur Z, (Y) et que’ 
toutes ses racines coïncident. (Indication. D’après l'exercice précédent, il 


suffit de s’assurer que l'égalité XD — Y— (x — £ D) , avec g,h€ Zh[Y], 


est impossible.) 

6. Démontrer que pour tout d|n, d<n, on a la relation X7—41— 
—=(Xd—1)®D,(X)ha(X), où h3EZIX]. (Indication. D'après (8) on 
a Xd—1 — [| D, (X). Donc, 

eld 


Xn—1=(Xd—1) [] D(X)=(Xd—1)®, (X) [[ (x). 
sin; std sin; sfd; sn 


Il ne reste qu’à se référer à (10).) 
7. Soit qg un entier positif > 1. D’après (10), ®, (q) € Z. Montrer que 


D, (9 1(g—1= n=1. (Indication. Comme D, (X) = [[(X —e), 


$ 1] EXTENSIONS FINIES DES CORPS COMMUTATIFS 399 


où € parcourt les racines primitives, il vient que pour n > 1ona tousles € 1, 
et de ce fait, la distance sur le plan € du point q à tout & est plus grande que 
celle de q à 1. Par conséquent, | ®, (g) | = [ (q— &) > g — 1, et qg — 1 ne- 
peut aucunement être divisible par ®, (q).) 

8. Véritier que le polynôme cyclotomique ®,, (X) = X8 — X7+ X5 — 
— X4 + X3 — X + 1, considéré sur le corps F,, est le produit de deux poly-- 
nômes irréductibles X4 + X3 + 1 et X4 + X + 1. En se servant de ce fait, 
démontrer que D, (X) est irréductible sur @ (comparer avec chap. 6, 8 1, exer- 
cice 11). 

9. En partant de la suite d’inclusions naturelles 


GF(P)cGF(p°)cGF(p')e..…., 


introduire un corps dit limite Qp = GF (p®!) en posant & € Qp <= {a € GF (p"*), 
avec nr suffisamment grand}. En s’appuyant sur les propriétés fondamentales. 
des corps finis, démontrer que Q@, est un corps algébriquement clos. C’est ainsi 
qu’on obtient, compte tenu du corps © des nombres complexes, des exemples de 
corps algébriquement clos de toute caractéristique voulue. 

10. Soit g — p?. Montrer que pour p = 2, tous les éléments du corps com- 
mutatii F, sont des carrés, et que pour p > 2, les carrés des éléments du grou- 
pe Fa forment un sous-groupe F# d'indice 2, et F# = Ker (tr t(4-l/2), 

11. (M. Aschbacher). Soit F, un corps commutatif fini à nombre impair: 
d'éléments q = p". Si q = 38 ou 5, il existe sur la « circonférence » x? + y? = Â un 
point de coordonnées x, y € F#. Démontrer cette assertion pour p >6. (1n- 
dication. Passer à l'équation 2? + y? — 2 = 0, avec x, y, z € Fa- 
D’après le théorème de Chevalley (voir chap. 6, 8 1, exercice 4) le nombre total. 
N de solutions de cette équation est divisible par p. Supposer que les solutions, 
avec xyz =£ 0, n'existent pas. Alors, calculer N en considérant deux cas. S’il. 
n'existe pas de a €F,, avec a? + 1 — 0, alors les seules solutions seront 
(0, O0, 0), (0, n, Hn), (n, 0, Hn), n = 1,2, ..., p — 1, et donc N = 4p — 
— 3 = 0 (mod. p) = p = 3. Si a + 1 = 0 pour un a EFp, alors N = Gp — 
— 5 =0 (mod. p) = p = 5.) 

12. Tout élément primitif d’un corps commutatif F, est-il générateur du 
groupe multiplicatif F#? (Réponse: en général, non.) 

13. (Théorème sur l'élément primitif). Soit F = P (6,, 6:, ..., 6,) une 
extension algébrique finie d’un corps commutatif P de caractéristique nulle. 
Montrer que F = P (6) pour un élément 6 algébrique sur P. (Indication. 
Par récurrence sur r, le problème se ramène au cas de F = P (a, f), où les 
éléments « et $ sont algébriques sur P et ont les polynômes minimaux difiérents- 
f (À) et g (X). Soit ÆÀ un corps de décomposition du polynôme f (X) g (X), si 
bien que l’on a 


J(A) = (X — @) (X — @>).. (X — an), à € K (4 = à), 
EX) = (X — $s) (À — Bo). +: (ZX — By), B; € K (B1 = BP). 


L'irréductibilité de f (X) et de g (X) ainsi que la condition car P = 0 nous. 
garantissent (voir chap. 6, $ 1, no 4) que les éléments &;, f; sont deux à deux 
distincts, et nous sommes donc en mesure de construire des éléments (f; — 
— $)/(a — «;) € K,i 1. Prenons un nombre rationnel quelconque c =£ 0 diffé- 


rent de ces éléments (de nouveau la condition car P = 0 est nécessairel) et 
posons 

= $ + ca. 
Il est clair que P (8) P (&, B) = F. Les polynômes ;(X) et h (X) = g (80 — 


—cX) € P (0) [X] possèdent une racine commune «. S1 &; est aussi leur racine- 
commune dans À pour un i=1, alors 0 = h(a;) = g(8 — ca;), d’où. 
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8 — ca; = $; pour un j > 1. Or, cela signifie que: soit c (4 — &;) = 0, soit c = 
= (b; — B)/(« — &;). Les deux possibilités sont exclues du fait du choix de c, 
et par suite, À — « est le plus grand commun diviseur des polynômes f, k€ 
€ K[X]. Or, en réalité f, hkE P (6) [X] et donc (voir chap. 5, 8 3, no 8) 
P.G.C.D (f, h) E P (8)[X]. Par conséquent, X — x € P (8)[X], c'est-à-dire 
a SPA) et 8 — 6 — ca € P (6). Dans ce cas, P (a, Bf) P (6) et donc P (x, B)— 


14, La figure 


montre l’un des procédés de trisection de l’angle: 6 = œ/3. La longueur des 
segments OB et CB est égale à 1. Le point À étant donné, comment peut-on 
construire le point C? 

15. En construisant un corps commutatif concret P& CS, montrer que le 


degré [CS: Q] est infini. 


$ 2. Quelques résultats relatifs aux anneaux 


Ce paragraphe peut être considéré comme un complément fort 
utile, bien que petit, des chapitres 4 et 5. 

1. Nouveaux exemples d’anneaux factoriels. — Au chapitre 5, 
$ 3, nous avons vu que les anneaux euclidiens sont factoriels. Les 
anneaux Z et P [X] en fournissent des exemples connus. Dans ce 
qui suit, nous donnons encore un exemple d’anneau euclidien ain- 
si qu'un exemple d’anneau factoriel qui n’est pas euclidien. 


EXEMPLE 1 (anneau des entiers de Gauss).— On a en vue l'anneau 
numérique 


Zli] = {m +in|m, n eZ}, 


contenu dans le corps quadratique Q{i)S €, i* + 1 — 0, et iden- 
tifié géométriquement à l’ensemble des nœuds (des points) d’un 
treillis à valeurs entières sur le plan C. Il est clair que Zi] est un 
anneau intègre. On définit sur Z[il* = Z{i] {0} une application 
8 : Z, [il — N U {0} en posant 6 (m + in) — | m + in |? — m° + 
+ n° (en d’autres termes, Ô (a) — N (a) est la norme du nombre a 
dans Q{(i) ; voir chap. 5, $ 1, n° 5). On sait que 6 (ab) = 6 (a) ô (b) > 
> 6 (a), quels que soient a, b € Z [il*, si bien que la propriété (E1) 
intervenant dans la définition de l’anneau euclidien (voir chap. 5, 
$ 3, n° 3) est automatiquement satisfaite. Pour vérifier la validité de 
{E2), écrivons la fraction ab-!, avec b = O0, sous la forme ab”! — 
— @ + if, avec &, B E Q, et choisissons les entiers k, Î les plus pro- 
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ches de a, f, de manière que a =k+v, f=l1+u, FES 
Ipl<+. Alors, 
a=bl&+v)+i(+pl=bg+r, 


où g—=k+ilEZli] et r — b (v + iu). Puisque r — a — bq, on 
a r EZli] et 
| | 


Sr) rl 1612 (+ p2) 8 (6) (+++) = 5 8 (6) < 8 (6). 


Par suite, Z [il] est un anneau euclidien. 

L’anneau des entiers de Gauss Z [i] s’avère assez commode pour 
illustrer en miniature les méthodes utilisées en Théorie des nombres 
algébriques. C’est pourquoi nous allons examiner un peu plus en 
détail les propriétés de Z [il. Commençons par faire quelques remar- 
ques générales. 

1) Un anneau intègre K dont.tous les idéaux sont principaux, 
c'est-à-dire de la forme x, s'appelle anneau principal. Tous les 
anneaux euclidiens sont des anneaux principaux. Pour Z et P [X] 
ceci a été établi plus haut (voir chap. 5, $ 2, corollaire du théorème 
5) et, dans le cas général, la démonstration est tout à fait analogue: 
si J est un idéal d’un anneau euclidien X, alors J — aK dès que a € 
€ Jet Ô (a) L Ô (x) pour tout 0HÆxzECJ. E 

2) Soient K un anneau euclidien arbitraire, avec fonction & (voir 
chap. 5, $ 3, n° 3), et U(K) le groupe de ses éléments inversibles. Alors 
on a 


uEU(K)—ô(u) =8(1)<—> 6 (ur) =6(x), VreK*. (1 


En effet, en vertu de (E1), à (x) = 6 (1 -x) > 6 (1) pour tout x € KY, 
et siu € U (K), alors Ô (1) = 6 (u-u-!) > à (u), de sorte que Ô (u) — 
— Ô (1); on démontre de façon analogue que u € U (K) = Ô (ux) = 
— Ô (x), Vz € K*. Réciproquement, conformément à la remarque 
1) on à Ô (ux) = Ô (x) = uxzK = xK, Vx E K*, ce qui implique 
z = uav = uv = 1 u EU (K). 

Etant appliqué à l’anneau Zlil, le critère (1) signifie que m + 
+ in EU (lib m° + n=1. Par conséquent, U (Zlil) = 
— (i) est un groupe cyclique d'ordre 4. 

3) Un idéal J de l’anneau XÆ est dit maximal, si J - K et tout 
idéal 7 contenant J coïncide avec À ou J. Dans un anneau euclidien 
K, dire qu'un élément p € K est premier revient à dire que l'idéal 
pK est maximal. 

En effet, soient p un élément premier et pKE TE K, où T est 
un idéal de À. D’après 1) il vient que T7 — aK, et comme p ET, 
on a p — ab, où l’un des éléments à, b est inversible. Si a € U (K), 
alors T — aK = K. Si bEU(K), alors T = aK = abK = pK. 
Réciproquement, supposons que l'idéal pÆ soit maximal et p = ab, 
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avec a& U(K). Alors aK Æ K et pKCaK = pK = aK = a — 
=pu = abu = bu = 1—= b E U (K) = p est un élément premier. 

Examinons maintenant ce qu'un nombre premier p € Z devient 
dans l’anneau Z{il. Il n’est pas exclu que p est encore élément pre- 


mier dans Zfil. S'il n’en est pas ainsi, soit p — [I Pz Son unique 
k=1 


décomposition (d’après chap. 5, $ 3, théorème 4) en facteurs pre- 
miers p, dont le nombre est r => 1. En vertu de 2), Ô (px) > 1, si 
bien que p? = à (p) — II6 (p4) et le fait que Z est factoriel entrai- 
nant nécessairement les égalités r —2, p—p,p,, Ô (p1) = 
— Ô(p)—p. Si p=m+in, alors p = Ô (p,) — m° + n° — 
= (m + in) (m — in) = p, = m— in. Ainsi, lorsque un nombre 
premier p € À admet une décomposition non triviale dans Z fil, on a 


p=(m+in)(m—in) = m +, (2) 


où m + in, m — in sont des éléments premiers de Z [i]. 

En particulier, 2 — (1 + i) (1 — i) n’est pas un élément pre- 
mier de Z lil. Remarquons ensuite que # = 0 ou 1 (mod. 4) pour 
tout & E Z. Aussi, pour un nombre premier impair p, qui n’est pas 
premier dans Z lil, le critère (2) conduit-il à la conclusion que 


p=m +n = 0,1 ou 2 (mod. 4) = p = 4k + 1, 


Dans le cas où p — 4k + 1, posons t — (2k)!. Comme on a évi- 
demment £ — (—1)2# (2%)! — (—1) (—2) ... (—2k) = (p —1) X 
‘ (p—2)...(p—2k)=((p + 1)/2)... (p — 2) (p—1) (mod. p), 
alors 


® = (2x)! ((p + 1)/2) ... @—2)(@—1)= (p — 1)! (mod-p), 


ou, compte tenu du théorème de Wilson (voir chap. 6, fin du $ 1), 
+ 1 = 0 (mod. p). Si maintenant p est un élément premier de 
Zlil, il résulte de l'égalité (& + à) (t — i) — t& + 1 — Ip, LEZ, 
en vertu du théorème 1 du chapitre 5, $ 3, que p divise l’un des élé- 
ments t+i, t—i. Or, t+i=p(m+in) = +1-=pn,n€£, 
ce qui est manifestement impossible. Nous avons ainsi démontré 
l’assertion suivante: 


Un nombre premier p € Z reste premier dans Z li] si, et seulement 
si, p — 4k — Î. 

Tout nombre premier p = 4k + 1 est représentable sous la forme 
p—=m'+n?, où m, nCZ. E 


On en déduit assez facilement le théorème général relevant de la 
théorie des nombres: 


THÉORÈME 1. — Un nombre t E Z est représentable sous la forme 
d'une somme des carrés de deux nombres m, n € Z si, et seulement si, 
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chaque diviseur premier p = 4k — 1 de t apparaît avec un exposant 
pair dans la décomposition canonique de t en facteurs premiers. 


En effet, compte tenu des faits déjà connus, il suffit de prouver 
que, si P.G.C.D. (m, n) = 1 et p | (m? + n°), alors p = 4k + 1. 
Ceci est suffisamment clair: P.G.C.D. (m, n) = 1, m + nr =0 
(mod. p) = mn = 0 (mod. p) = mP-l = 1 (mod. p)}, n?—= 
= — m° (mod. p)}= (m? in)? = mP-tr = — mP?= — 1 (mod. p). 
Ainsi, il existe un entier s€ 2, tel que = — 1 (mod. p}, s# = 
= { (mod. p). Par conséquent, l’ordre p — 1 du groupe multiplicatif 
Z° est divisible par 4, et p = 4k + 1. 

D'après la remarque 3), dire que p — 4k — 1 est premier dans 
Zli] revient à dire que l’idéal p Z [i] est maximal, ce qui s'exprime 
à son tour par la propriété de l’anneau quotient Z [i}/pZli] d’être 
un corps à p° éléments (voir à ce propos chap. 4, $ 4, exercice 14 et 
théorèmes d’isomorphie des anneaux au n° 2). Ce n’est pas étonnant si 
l’on tient compte du fait que pour p — 4k — 1 le polynôme X°? + 4 
considéré sur Z, est irréductible. 


EXEMPLE 2 (extensions polynomiales des anneaux factoriels). — 
Nous allons montrer que les anneaux des polynômes Z[X,, ... 
... Ânlet PIX,,..., X,] (P est un corps commutatif) sont fac- 
toriels quel que soit nr. Cette assertion importante résulte immédia- 
tement du théorème suivant : 


THÉORÈME 2. — Si K est un anneau factoriel, il en est de même de 
l'anneau des polynômes K [XI. 


DÉMONSTRATION.— Elle est basée sur les propriétés des anneaux 
des polynômes, qui sont associées au lemme de Gauss (voir chap. 5, 
$ 3). À savoir nous aurons besoin de deux propriétés suivantes: 

a) Les polynômes primitifs f, g € K {XT associés dans Q(KMWXI 
(Q (K) est le corps des quotients de l’anneau factoriel X) sont asso- 
ciés dans K IX] (un exercice facile). 

b) Un polynôme f € K IX] de degré positif, irréductible sur K 
est aussi irréductible sur Q (K) (la démonstration donnée au chap. 5, 
$ 3 pour À = Z est aussi valable dans le cas général). 

En passant à la démonstration du théorème, écrivons le polynô- 
me f € K [X] de degré positif sous la forme f = d (f) fo, où d (f) 
est le contenu de f, et f, est un polynôme primitif. Par récurrence sur 
le degré des polynômes primitifs, on obtient une décomposition de 
fo en un produit fo = f1 - .-. f, des polynômes primitifs f,, . .. 
..., jf. irréductibles sur X. Soit fo = g1 . .. g4: une autre décom- 
position de ce type. Alors, d’après b), j; et g; sont irréductibles sur 
Q (K). Comme l’anneau Q (KÆ) [XT] est factoriel (chap. 5, $ 3, co- 
rollaire du théorème 4), on a s — t et, à condition que les facteurs 
sont convenablement ordonnés, le polynôme jf; est associé à g; dans 
Q (X) [IX] et donc (d’après a)) aussi dans X [X]. Quant au polynôme 
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j dont d (f) n’admet pas d’inverse dans Æ, on obtient sa décomposi- 
tion en prenant la décomposition d (f) — p,; ... p, en facteurs 
premiers p; € K. L’unicité d’une telle décomposition de f (en sens 
usuel) résulte de l’unicité de la décomposition de f, qui vient d’être 
établie, et du fait que Æ est un anneau factoriel, ce qui assure l’uni- 
cité de la décomposition d (f) — p, ... p.. 

On a des inclusions strictes : 


anneaux anneaux anneaux 
L'actidiens 1 J={ js Je © 


euclidiens principaux factoriels 


Quant à la première inclusion, nous la connaissons (voir remar- 
que (1)). Il existe des exemples (nous ne les donnons pas ici) qui 
montrent qu'elle est stricte. Pour démontrer la deuxième inclusion, 
considérons dans l’anneau principal X la suite croissante d’idéaux 
{d)S (d)€ ... On vérifie directement que D — |] (d;) est un idéal 


? 

de X, donc D = (d), d € D. Par définition, dE (d,) pour un cer- 
tain m, d'où (dm») — (dm+1) — ... La stabilisation de la suite 
£roissante d’idéaux après un nombre fini de pas entraîne l’interrup- 
tion de la suite de diviseurs non inversibles d,, d,, d3, . .., avec 
d; | d;_., et donc l'existence dans Æ d’une décomposition en élé- 
ments non factorisables. L’unicité de la décomposition dans Æ est 
conséquence des mêmes causes: (a, b) = aK + bK = dK = (d) = 
æ d = P.G.C.D. (a, b) = ax + by. Les raisonnements ultérieurs 
répètent la démonstration du théorème 3 (ii) du chapitre 9, $ 3. 
_ Les idéaux (2, X) de Z [X] et (X, Y) de R[X, Y] ne sont pas 
principaux (voir chap. 5, $ 2, n° 3, exemple). En même temps, les 
inneaux Z [X] et RIX, Y] sont factoriels d’après le théorème 2. 
On établit par là même la vérité de la suite (3). 5 

Les anneaux principaux présentent de l'intérêt au point de vue 
purement algébrique, parce qu’ils se caractérisent par les proprié- 
liés des êtres naturels tels que les noyaux d’homomorphismes. D'au- 
tre part, les anneaux euclidiens sont plus commodes pour 
l’étude vu que dans ces anneaux l'algorithme de division euclidienne 
est valable. 


D 


2. Structures relatives à la théorie des anneaux.— Nous avons 
déjà à notre disposition un arsénal assez important de types d’an- 
neaux et de moyens permettant de construire de nouveaux anneaux 
à partir de leur collection donnée. Comme exemples on peut signaler 
les constructions de l’anneau des matrices M, (K), du corps des 
quotients Q (ÆK) et de l'anneau des polynômes X [X,, ..., Xl, 
où Æ est un anneau commutatif (intègre dans le cas de Q (K)). I] 
est utile d'analyser encore, ne serait-ce que sommairement, les ana- 
logues qu’on trouve en théorie des anneaux, pour des faits géné- 
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raux concernant les homomorphismes, qui ont été établis pour les 
groupes au chapitre 7. Les démonstrations ne diffèrent généralement 
en rien de celles données dans le cas des groupes; elles seront lais- 
sées en exercice au lecteur. 

Nous compléterons le théorème fondamental d’homomorphie 
des anneaux (chap. 4, $ 4, théorème 2) de deux théorèmes sur leur 
isomorphie. 


THÉORÈME 3. — Soient K un anneau, L un sous-anneau, J un 
idéal de K. Alors L+J = {x + y]|xe€L,yEJ}est un sous-anneau 
de K, contenant J comme idéal, L f\ J est un idéal de L. L’applica- 
tion 


pr+femz+LNJ, ze, 
réalise l'isomorphisme des anneaux 
(L + JT & LIL NJ. 


DÉMONSTRATION. — Les deux premières assertions sont tout à 
fait évidentes. Pour prouver la dernière assertion, il convient de 
considérer la restriction ro — x |z de l’épimorphisme naturel x: 


K— KIT. Son image Im x, est constituée des classes x + J, x € L, 
c'est-à-dire Im xo = (L + J)/J. Le noyau Ker x, de l’épimorphis- 
me fo: L—(L + J)/J se compose des éléments x € ZL pour lesquels 
x + J = J. Par conséquent, Ker x, — L f\J/. D'après le théorè- 
me fondamental d’homomorphie, la relation mo: x+LfNJr- 
+ 50 (x) = x + J établit l’isomorphisme: Z/L AJ & (L + Jy/J. 
Il reste à remarquer que ® — noi. à: 

Nous avons développé ce raisonnement, qui n’est qu’une copie 
de la démonstration du théorème 2 du chapitre 7, $ 3, pour souligner 
une analogie complète avec la théorie des groupes. 

THÉORÈME 4. — Soient K un anneau, J, L ses sous-anneaux, J 
étant un idéal de K et JL. Alors, L — LIJ est un sous-anneau de 
KIT et n*: L— L est une application bijective de l’ensemble Q (K, J) 
des sous-anneaux de K, contenant J, sur l'ensemble Q (K) de tous les 
sous-anneaux de l'anneau K. Si L'EQ(X, J), alors L est un idéal 
de K si, et seulement si, L est un idéal de K. Ceci étant, on a 


KIL = KIL = (K/J) / (LIT). 


DÉMONSTRATION.— Elle représente un exercice facile (voir chap. 
7, $ 3, démonstration du théorème 3). 


CoROLLAIRE. — Soit K un anneau commutatif ayant un élément uni- 
té 1. Un idéal J de K est maximal si, et seulement si, l'anneau quotient 
KIT est un corps. M 
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Sur l’ensemble des idéaux de l'anneau XÆ sont définies les opé- 
rations suivantes : 


somme: Ji+Ji={xi+aeltr Ed}, 
intersection: JifNJ:=—{x|xEJ,, xE Jo}, 
produit : Lila riitoiltr: € Jr) € Ji. 
Ü 
On peut aussi parler de la somme, de l'intersection et du produit 
de tout nombre fini d’idéaux. On a l’assertion suivante: 


PROPOSITION.— Si les idéaux J, J,, ..., J, d'un anneau uni- 
faire K vérifient les égalités 


TEL =ekK, Relax. ::n, 


on a aussi les égalités 


J + J, PPRIREr PS EE PRES 
DÉMONSTRATION.— Comme J,J, ... J,€ J, NA Jo: N ... 
... AJ, il suffit d'établir l'égalité J + J,J7, ... J, = K. 


Pour n — 1, elle est vraie par hypothèse. Pour n — 2, on a 
LL = ri + Ya) (te + Ye) = À + Yiÿo: 


OÙ Ty, Lo, TE J, y; E J;. Par suite, 1 EJ + JF, et K = J + Ji. 
Plus loin, on a une récurrence évidente sur le nombre n. 

Soient X,, ..., K, une famille finie d'anneaux, À = X, X ... 
... X K, le produit cartésien des ensembles. Introduisons sur 
K une structure d’anneau en définissant les opérations d’addition 
et de multiplication de la façon suivante: 


(1, . Th) Su (V1 ...) Un) — (ti Vis at Un); 
(x, + EU . Un) — (T1Y1 +. TnYn). 


Nous obtenons une somme directe extérieure K — K, @...@K, 
des anneaux K;. Chacune des composantes Æ; est une image par 
Tépimorphisme n;: K — K;, n;: (x, ..., tt, 1 <i<n. 
Si, ensuite, J; — £{(0, ..., x;, ..., 0) |x; € K;}, alors J; & K;, 
J, est un idéaddK et K=J +... +J,. 

Soit maintenant À un anneau contenant comme idéaux J;, ... 


., Jh, tels que K=J, +...+J, et Jr n(X Ji) = (, 
EE 
1<k< n. Alors K = J, @ ...@ J, est une somme directe in- 
térieure des idéaux J,. De même qu'en Théorie des groupes, la diffé- 
rence entre les sommes directes extérieure et intérieure des anneaux 
n’a qu’un sens purement ensembliste, de sorte qu’on peut utiliser 
la même désignation pour les deux sommes. 


$ 2] QUELQUES RÉSULTATS RELATIFS AUX ANNEAUX 407 


3. Applications à la théorie des nombres.— La propriété uni- 


verselle des sommes directes est la suivante : 5 S$ — K, @ . ® Kh 
et K est un anneau arbitraire à homomorphismes donnés ®; : K — K;, 
il existe alors un seul homomorphisme @ = (mp,, . .., ®,.): À — S de 
noyau Ker @ = f) Ker p;, qui rend commutatifs les diagrammes trian- 
gulaires 

K À 
pour i —1,..., n. Appliquons cette assertion évidente à un anneau 
K ayant les idéaux J,, . .., J,, et à la somme directe 


S = KIT,  ... @ KIJ,. 


En posant ®;,: À — K/J; — K;, on obtient un homomorphisme 


pire (ct + Ji, ..., x + J;) (4) 
de l’anneau Æ dans S, de noyau Ker @ = J, A... AN JA. 
THÉORÈME 5 (théorème chinois sur les restes). — Si, dans les 


conditions indiquées plus haut, K est un anneau unitaire et J; + J; — 
— Kpour1<iÆj<n, l'application q(voir (4)) est un épimorphis- 
me. 


DÉMONSTRATION. — Il nous faut prouver que, quels que soient les 
éléments donnés x, ..., æ, € K, il existe un x € Æ tel que x; + 
+ Ji = x + J;, c'est-à-dire x — x; EJ,, i — 1, 2, ..., n. Pour 
n — À, ceci est évident, et pour nr — 2 prenons des éléments a, € 
E Ji, a2 E J, pour lesquels a, + a; = 1, et posons x = ta; + 
+ 2,4. Alors 


ZT — Ty = (Lilo + Leds) — Li (a1 + Go) = (Xe — Xi) Qi € Ji, 


T — Lo = (dis + To) — La (ay + @2) = (ai — T2) ds E Je. 


Raisonnons ensuite par récurrence sur 7. Supposons trouvé un élé- 


ment y tel que y —x; EJ,, i — 1, 2, ..., n — 1. Puisque par 
hypothèse, J; + J, — eh 1<i<n—1,ona d'après la proposi- 
tion du n°2, J, NA... NJ,1 + J, — K. En appliquant le cas 


de n — 2 que nous venons ‘de considérer, aux idéaux J, f\. 

N Jh-1, J, et aux éléments y, x, € K, on trouve x € K tel que 
r—yEJN.. N Jan TZ —2n EJn. Mais z—yegihn. 
ni VASE 41<i<n— 1. Compte tenu du choix 
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de y, on obtient 
T—a=(t—-y)+(y—-x) Eds 1<i<n—t1. 


On voit que l'élément x satisfait à toutes les conditions requises. 

Dans le théorème 5 et dans les raisonnements qui le précèdent, 
l'anneau À n'était pas supposé commutatif. Soient maintenant X 
un anneau intègre et a, ..., a, ses éléments premiers entre eux 
deux à deux, c’est-à-dire a; + a;K = K pour i  j (dans un an- 
neau factoriel À cette définition est compatible avec celle des élé- 
ments premiers entre eux. qui résulte de la décomposition de a; 
en facteurs premiers). En écrivant l’appartenance x — x; € a;K sous 
la forme d’une congruence modulo l’idéal principal a;K, nous uti- 
lisons comme à l’habitude la notation x = x; (mod. a;). 


COROLLAIRE À. — Soient K un anneau intègre et a, . .., a, ses 
éléments premiers entre eux deux à deux. À lors, quels que soient x;, ... 

., In E K, il existe un élément x € K tel que x = x; (mod. a;), 
i—1,...,n. 

COROLLAIRE 2. — Soient n un entier naturel admettant la décompo- 
silion canonique n = pa, ..., pr; Zn = Zn l’anneau de classes 
résiduelles modulo n, et U (Z,) le groupe multiplicatif de ses éléments 
inversibles. A lcrs 

(1) Z, Æ Zym © -.. D Zom, (somme directe des anneaux); 

(Gi) U (2) & U (Zm)X +. X U(Z;m,) (produit direct des 
groupes). 

DÉMONSTRATION. — (i) En remplaçant dans (4) ñn par r et en posant 
K = 2, J; = pri Z et S=2Z, m D... © Z}r, on obtient l’ho- 

1 r 
momorphisme @: Z—$S de noyau Ker = AJ; =n7. L'épi- 
morphie de se déduit du théorème 5, vu que P.G.C.D. (p;, p;) = 1 
pour i Æ j. 

(ii) Comme dans une somme directe arbitraire À = K, @ ... 
... @ K, les composantes K; sont telles que K;,K; = 0, i Æ j, 
la définition des éléments inversibles entraîne directement que 
U(K)=U(K,) X ... X U(K,}). Il ne reste qu'à appliquer ces 
résultats à la décomposition (i). Æ 


REMARQUE. — De l’assertion (ii) on déduit tout de suite que 


o (n) = [] œ (pi), et comme œ(p") = p"-!(p — 1), on obtient 
i=1 


de nouveau la formule pour les valeurs de la fonction d’Euler (voir 
$ 1, n° 4, exemple 1). L'ordre de l’élément d’un groupe fini étant 
diviseur de l’ordre de ce groupe, on a 


a? M) = 1 (mod. n) 


$ 2] QUELQUES RÉSULTATS RELATIFS AUX ANNEAUX 409 


pour tout entier a premier avec n (généralisation du théorème de Fer- 
mat, connue sous le nom de théorème d'Euler). 

Etant donné le corollaire 2, pour comprendre définitivement la 
structure du groupe U (Z,), il suffit de considérer le cas où n — pt, 


THÉORÈME 6. — Soit m un entier positif. 

(i) Sip est un nombre premier impair, alors U (Zym) est un groupe 
cyclique. 

(;;) Les groupes U (Z.) et U (Z,) sont des groupes cycliques d’'or- 
dres 1 et 2 respectivement, alors que U (Zom), m > 3, est un produit 
direct d'un groupe cyclique d'ordre 2"? et d'un groupe cyclique d'ordre 
2: 

DÉMONSTRATION.— (i) Un entier { premier avec n est, par défi- 
nition, d'ordre r modulo n, si | (t + nZ) | —r, c’est-à-dire F = 1 
(mod. n) mais &* 5 1 (mod. n) pour 0<k <r. Pour r = œ (n} 
on dit que l’on a affaire à une racine primitive t modulo n. Générale- 
ment, on prend ét dans le système des résidus 0, 1, ..., nr — 1 mo- 
dulo nr, mais nous ne fixons aucun système. 

D'après le théorème 5 du $ 1, le groupe Z5 = U (Z,) est cyclique, 
c'est-à-dire il existe une racine primitive as modulo p. Comme: 

—1 
ag = &p (mod. p), l’entier a — aÿ" sera racine primitive modu- 

el m 
lo p. D'autre part, a-1 = 09  PD = 49° = 1 (mod. pr). 
Par conséquent, la classe a = a + p"Z engendre dans U (Z,;m) un 
sous-groupe cyclique d'ordre p — . 
On a ensuite 


D 
1 3 
A+) = > (? }pi=1+p+s(p—1)n+ y PAP 
i=0 i>3 
Comme p>2, on a (1+p}=1+ p? (mod. pi). En supposant par 
récurrence que (1-+ p}?= 1 + p”*1 (mod: p“*2), on obtient 


D 
A+ pt = + (sp) pe D (7) (A+ sp) porn = 


i=0 
] 1 j+14)+ 
=1+({+sp)p"2+ (p—1) (1 + sp)? p?20 D#iL 


d'où (4 + p}rtt = 1 + p##2{(mod. pt). En particulier, 
A + ppt = 1 (mod. p"). Or, (1 + pt? = 1 + pri 
5 À (mod. p") et donc, la classe bd = 1 + p + p"Z ayant pour 
représentant b = 1 + p engendre dans Ù (Z;m) un groupe cyclique: 
d'ordre p"-!. Suivant la proposition du chapitre 4, $ 2, n° 3, les 
éléments a, b d'ordres p — 1, p"-! premiers entre eux, engendrent 


le groupe cyclique (ab) d'ordre p-!(p —1)=@(p")=]|UÙ (Zpm) |. 
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(ii) En ce qui concerne les groupes U (Z.) et U (Z;), tout est clair. 
Pour m >> 2, en partant de la congruence triviale 5 = 1 + 2? (mod. 
2%), on vérifie facilement par récurrence sur j que 


5? = 1 + 25+2 (mod. 25+3). 
En particulier, 
BF = 1490-12 1 (mod. 2"), 52%?=1 (mod.2"), 
de sorte que 5 est d'ordre 2"? modulo 2", et la classe 5 + 27Z 
engendre dans Ü (Z:m) un sous-groupe cyclique d’indice 2. Remar- 
quons que —1 + 2m7 à (5 + 2m7), puisque 9’ = — 1 (mod. 2%) = 
= 9 = — { (mod. 4) = 1 = — 1 (mod. 4) est une contradiction. 
Comme |{—1 + 277) | — 2, 
U(7/272) =({5+2"Z) x(—1+277) 
est un 2-groupe abélien de type (2°, 2) (voir chap. 7, $ 9). 


COROLLAIRE. — Le groupe U (Z,) est cyclique (ou ce qui revient au 
même, la racine primitive modulo n existe) si, et seulement si, l’entier 
n >> 1 est de la forme 2, 4, p” ou 2p", où p est un nombre premier 
impair. E 

EXERCICES 

1. Démontrer qu’un élément non nul p d’un anneau factoriel XÆ est premier 

si, et seulement si X/pK est un anneau intègre. 


2. Démontrer que, si un anneau intègre X n’est pas un corps, alors X [X] 
n’est pas un anneau principal. 


3. Montrer que les éléments x + y —3, avec x, y € Z ou encore x = 
__2k+1 __21+1 
TD PU 2 
c'est un anneau euclidien avec la fonction ô — N (norme dans @(y —3)). 


Montrer que le sous-anneau Z [y —3] X n’est pas même factoriel. 

4. Trouver tous les éléments premiers de l’anneau des entiers de Gauss. 

5. Perfectionner le corollaire 1 du théorème 5 dans le cas d’un anneau facto- 
riel X, en introduisant à cet effet, en plus des éléments a;, . .., a, premiers en- 


tre eux deux à deux, encore les éléments a; = [] aj. Trouver b; € K pour les- 


» k, 1E Z, forment un anneau intègre K. Vérifier que. 


_ Ji 
quels b, = 1 (mod. a;), b; = 0 (mod. a;), 1 <i< n. Soient x,, ..., x, € X. 
Introduire un élément x = )\b;x; et vérifier que x = x, (mod. a), 1<i<n 
(ce qui est bien commode surtout dans le cas où l’on a affaire à un grand nombre 
de collections x,, . .., æh). 

6. Appliquer l’exercice précédent aux modules a, = 5, a, — 9 et aux 
couples (x, ze) = (2, 5), (3, 2), (3, 5). Que peut-on dire de l’ordre de x modu- 
lo 45? 

7. Soit p un nombre premier impair. Si la congruence x? = a (mod. p) 
admet une solution, l’entier a s’appelle résidu quadratique modulo p, dans le cas 


contraire il s’appelle non-résidu quadratique. Le symbole de Legendre (+) est 


défini par la relation 
0 si a = 0 (mod. p), 
(+ )= 4 si a & 0 (mod. p) est un résidu quadratique, 
U —1 si a & 0 (mod. z) est un non-résidu quadratique. 
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p—1i 
Montrer que (+) =1< a+pZ€ 2}? et (=) =a * (mod. p). Puis, 
vérifier que (© )= ( +) ( =) et que le nombre de résidus quadratiques 


dans le système 1, 2,...,p — 1 coïncide avec le nombre de non-résidus. 
Vérifier pour de petits nombres premiers impairs p et q la Loi de réciprocité des 
résidus quadratiques 


1h 0 à 
(4) (TS 
gJ\P ’ 
démontrée (par plusieurs procédés) dans le cas général par Gauss. Déduire 
pi 
de l’exemple 1 du n° 1 la relation ( = }=(—9 2 
8. Démontrer (en utilisant les notations de l’exercice précédent) que (+)- 


p?—1 
= (—1) $ , c’est-à-dire que 2 est un carré mod. p si, et seulement si, p= + 1 
(mod. 8). (Indication. En s’appuyant sur l'exercice 9 du $ 1, considérer 
la racine primitive 8-ième a de l’unité dans la clôture algébrique Q,, du corps 


commutatif FL. Comme a — — 1, on a &? + «x? — 0; en outre a — — @, 

a5—= — al, d'où àÿ + &-5— — (x + &-l). En posant $ = & + «1, on 

a BP—=æ+a?+2—2, de sorte que p = + 1 (mod. 8)= BP — œP + 
p— 1 p—i 


LaP=atali=f=1i=fpri=(f) ? =27s(*)- 1. De façon 


analogue, f = + 5 (mod. 8) = fP — aP + a-P = à + a 5 = — (a +a-t) — 
ni 
=—ps-t=fpri=2? S(2)--1) 


9. (complément du chap. 3, $ 2, n0 5). Soit f(X) = f(...,x;;, ...) un 
polynôme non nul à coeîfficients dans Z ou dans un corps commutatif, de nr? 
indéterminées indépendantes x;; € K, 1 < i, j Sn, considéré comme fonction 
de la matrice À — (x;;). Démontrer que, si f (XY) — f (X) f (Y) pour tous les 
X, Y E M, (K), alors f (X) — (det X)", où m est un entier non négatif. En 
particulier, f (X) = det X si f (diag (x, 1, ..., 1) = x. (Indication. 

m 


Si n — 1 et f (x) = D ai, Am = 0, on a 
i—1 


m m 
fn = D aixiyi=f(x)f(y)=f (x) ( S avt), 
i=1 i=1 
où x, y sont des indéterminées indépendantes. L'égalité des coefficients de y" 
montre que amnzx"% = f (x) an et donc f (x) — x®. Si maintenant on pose dans le 
cas général g (x) = f (x-E), alors g (xy) — g (x) g (y). Ce resultat joint au fait 
que l’assertion est vraie pour nr — 1, entraîne que g (x) = x$. Comme X -X” — 
— (det X)-F, on a 
f(X)F (AT) = f ((det X) E) = g (det X) = (det X)°. 


Or, f (X), f (X+) et det X sont des polynômes en x;;, 1 < i, j < n, et det X est 
irréductible (voir chap. 5, $ 3, exercice 7). D’après le théorème 2, selon lequel 
l'anneau des polynômes d’un nombre quelconque d’indéterminées est factoriel, 
il vient que f (X) = c (det X)”, c étant une constante, et f (XY)=f(X)f(Y) = 
=> © = c. Comme c 0, on a c — 1.) 

10. Montrer que l’anneau Q,, (Z) de tous les nombres rationnels a/b, avec b 
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non divisible par un nombre premier fixe p (voir chap. 5, $ 4, exercice 6), con- 
tient un idéal maximal et un seul 
J = {a/b € Qy (2) | p divise a}. 


Tout anneau qui contient un seul idéal maximal s'appelle anneau local. (I n- 
dication. Ilest évident que J est un idéal propre de Qy (Z)). Sic/dé J, 
alors cé pZ, et par conséquent, d/c € Qm (2). Ceci signifie que tout idéal L 
obtenu de J par adjonction d’au moins un élément c/d contient À = c/d © dic et 


donc coïncide avec Qm (Z). 

11. Montrer que dans tout anneau local Æ contenant m comme idéal maxi- 
mal, les éléments n’appartenant pas à m sont inversibles. 

12. Un idéal p d’un anneau unitaire Æ s’appelle idéal premier si l’anneau 
quotient X/p est intègre. Tout idéal maximal est premier. Le complémentaire 
M = KNXp de p dans l’anneau X est un sous-ensemble multiplicatif de 
monoïde ne contenant pas 0). Ceci étant, l’anneau Qy (K) est désigné le plus 
souvent par le symbole M-1 X ou tout simplement Æ p' Montrer que l’anneau 


K est toujours local et que son idéal maximal m_ se compose de quotients de la 
forme a/b, où a € pet b € K\ p. Montrer aussi que m_ A Æ = p. 

L'opération de passage de X à l’anneau local X : s’appelle localisation de 
l’anneau X par rapport à l’idéal premier p. 


$ 3. Modules 


La notion de module est porteur d’un principe fondamental 
élaboré en algèbre il y a un demi-siècle. Ce principe consiste en ce 
que l’étude de tout système algébrique doit porter non seulement sur 
les propriétés internes de ce système mais aussi sur toutes ses repré- 
sentations (dans toute la force du terme). 

1. Généralités sur les modules.— Commençons par denner la 
définition classique d’un module. Soient À un anneau associatif 
unitaire et V un groupe abélien noté additivement. Soit ensuite don- 
née une application (x, v) —> xv de À X V dans V, satisfaisant aux 
conditions 


(M1) x (u + v) = zu + av, 
(M2) (x + y) v = xv + yv, 
(M3) (xy) v = x (yv), 

(M4) Au = v 


quels que soient x, y € K, u, v E V. Alors V s’appelle X-module à 
gauche (ou module à gauche sur l’anneau K). On définit de façon ana- 
logue un X-module à droite. Dans ce qui suit nous parlons tout sim- 
plement d’un À-module, bien que dans certaines situations les deux 
genres de modules apparaissent ensemble. 

L’axiome (M4) (condition pour que le module soit unitaire) est 
naturellement superflu si l’anneau X n’a pas d’élément unité. Un 
fait plus important est que l’axiome (M3) admet des modifications 
adaptées à certains anneaux non associatifs. Un exemple de module 
sur un anneau non associatif est fourni à la fin du paragraphe sui- 
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vant. Pour le moment, nous allons partir de la définition donnée 
plus haut. 

Soit V un X-module. On dit qu'un sous-groupe UC V est un 
sous-module de V, si xu € U pour tous les x£€ K,uEU. 

Soient ensuite U et V deux X-modules arbitraires. On appelle 
homomorphisme des K-modules (ou tout simplement K-homomorphisme) 
de U dans V une application o : U —- V telle que 

O (ui + u2) = 0 (1) + © (u:), 

o (zu) = xo (u) 
quels que soient u,, us, uE U,xEK. On vérifie sans peine que 
Ker o = {u EU |o(u) = 0} est un X-sous-module de U et que 
l’image Im © est un Æ-sous-module de V. 

À tout sous-module UC V sur Æ est associé un module quotient 
V/U = {v + U]|vEe V} qui est un groupe quotient du groupe abé- 
lien additif, avec l'opération de À définie par 

zx (v + UÜ) = xv + U. 
Le théorème fondamental d’homomorphie et les deux théorèmes 
d’isomorphie que nous avons démontrés pour les groupes (chap. 7, 
& 3) et ensuite pour les anneaux, s’appliquent mot pour mot au cas 
des modules avec de petites modifications apportées dans leurs 
démonstrations. 

Après le $ 2 du chapitre 7, où nous avons considéré les axiomes 
de type (M3), (M4), et après le chapitre 8 bien substantiel, consacré 
aux représentations des groupes (axiomes (M1), (M3), (M4)), il 
est peu probable que les exemples de Æ-modules que nous allons 
fournir, produisent l'impression qu'il s’agit d’une nouveauté. 
Néanmoins, il est utile de les discuter et de les comparer. 

1) Tout groupe abélien À est un Z-module. En effet, l’applica- 
tion (n, a) > na de Z X À dans À satisfait à tous les axiomes (M1) 
à (M4). Cette conception des groupes abéliens comme modules sur 
Z, se montre très utile. 

2) Tout groupe abélien À est un module sur son anneau d’en- 
domorphismes End À. Par définition, End À se compose de toutes les 
applications @: À — À satisfaisant à la condition @ (a + a’) — 
— (a) + (a’). Les opérations d’addition et de multiplication 
dans End À sont introduites de façon naturelle: (q + 1%) (a) — 
= (a) +4 (a), (pp) (a) = 2 (a)); 1 (x) = x, 0 (x) = 0. L’'ap- 
plication (o, a) > p (a) de End À X À dans À confère évidemment 
à À une structure de End A-module. 

3) Un espace vectoriel V sur un corps commutatif P est sûre- 
ment un P-module. Si nous avons encore un opérateur linéaire donné 
A : V— V, nous pouvons conférer à V une structure de module V , 


sur l’anneau des polynômes P [X], en posant 


f(X)v = f (A4) v = où + aubv + ... + ax Av 
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pour toute v € V et tout polynôme f € P [X]. Les axiomes (M1) à. 
(M4) sont vérifiés puisque l'opérateur f (A) est, de même que 4, 
linéaire et 


+ 8) (4) = (4) +8(4), (8) (A4) = 1 (24) 8 (A4) 


(propriété universelle des anneaux des polynômes; voir chap. », 
$ 2). Les sous-modules de V , seront les sous-espaces 4-invariants. 


Aux opérateurs linéaires différents du même espace V correspondent 
en général des P [X]-modules différents (non isomorphes). 

4) Un idéal à gauche arbitraire J d’un anneau X (c’est-à-dire, un 
sous-groupe additif pour lequel a € J = ba € J; Vb € K) est muni 
d’une structure naturelle de X-module avec l'opération (x, y) —> xy, 
zECK, y EJ, induite par l'opération de multiplication dans X. 
Dans le cas où J — X, l’anneau XÆ est considéré comme un module 
xK sur lui-même. Un tel concept de À aboutit à des résultats bien 
féconds. 

9) En revenant à l'exemple précédent, construisons le module 
quotient X/J = {y + J | y € K}. Conformément à la définition 
générale, (x, y + J)r+-> xy + J est une opération de XÀ sur KX/J. 
Remarquons qu'étant un homomorphisme des X-modules, l’épimor- 
phisme canonique nn: K — K/J vérifie la relation nt (xy) — xy + 
+ J = x (y + J) = xn (y). Si J est un idéal bilatère, alors K/J 
est un anneau et x est un homomorphisme des anneaux : x (xy) — 
= x (x) x (y). 

L’'intersection f] V; de toute famille de sous-modules V,C V 


? 
sur À est un sous-module de V. En particulier, l’intersection de tous 
les sous-modules contenant un ensemble donné TŒ V conduit à un 
sous-module { T) engendré par l’ensemble T et composé de tous les 
éléments de la forme xt, +... + xrtr, où x; E K,t; € T. Remar- 
quons à propos que les éléments non nuls £,, ..., {1 € V sont dits 
linéairement dépendants sur K si ait + ... + xptn = 0, où tous 
les x; ne sont pas simultanément nuls. Le sous-module engendré par 
la famille {V,, ..., V,} de sous-modules V; s’appelle leur somme 


et se note par le symbole usuel: > V; — +... + Vh. 

Le module V sur XÀ engendré par un seul élément v est dit cycli- 
que. Il est de la forme V = Xv = {xv | x € K}, où v € V, et repre- 
sente un analogue de groupe cyclique. En particulier, le module 
cyclique x — K:1 (voir exemple 4) est un analogue du groupe 
(2, : +). 

Si V = ÆXv, + ... + Xv, est la somme d'un nombre fini de 
modules cycliques, on dit que le module V est un ÆX-module de type 
fini. 

On vérifie aisément que l’application x xv est un homomor- 
phisme des modules ;Æ —- Kv. Son noyau Ann (v) — Annx (v) — 
— {x € K | xv = 0} est un idéal à gauche de X, appelé annulateur 
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(ou torsion) de l'élément v. Ainsi, Xv æ K/Ann (v). Un élément 
v € V, avec Ann (v) =£ 0, est dit périodique. Un module dont tous 
les éléments sont périodiques est dit, lui aussi, périodique. Si V 
ne conlient pas d'éléments périodiques non nuls, on dit que le mo- 
dule V est sans torsion. 

On appelle annulateur (ou torsion) d'un X-module V l’ensemble 


Ann (V)={a€tK]aV =0}= AN Ann (v). 
vTEV 


On dit qu'un module V est exact si Ann (V) = 0. 

On peut parvenir aux mêmes notions en empruntant un autre 
cheminement. Soit V (x) un ensemble des éléments v € V annulés 
par l’élément x € K. Si K est un anneau intègre, alors V (x) + 
+ V (y) & V (xy), et on peut introduire la notion de sous-module 


de torsion Tor (V) = >, V (x). Dans le cas où Tor (V) = V, on dit 
xEeK 


que V est un module de torsion. Lorsque Tor (V) = 0, nous retrou- 
vons la notion de module sans torsion. 

Comme exemples caractéristiques de modules périodiques on 
peut indiquer: a) tout groupe abélien fini (module périodique de 
type fini sur Z ; la torsion est m2 si m est l’exposant du groupe); 


b) le module V , sur P [X] associé à l’opérateur linéaire # (voir 


exemple 3; la torsion est l’idéal principal engendré par le polynôme 
minimal de l'opérateur #). 


PROPOSITION {.— Ann (V) est toujours un idéal bilatère de l’an- 


neau K. En posant (x + Ann (V))v=axv, on confère à V une structure 
de (K/Ann (V})-module exact. 


DÉMONSTRATION. — Posons À — Ann (V). Il est clair que À est 
un sous-groupe additif de À. On a (xax') v = xa (x'v) = (xa) v' = 
— x (av') = x-0 — 0, quels que soient x, x' EK, aE A, vE V, 
d’où il résulte justement que KAK € À, c'est-à-dire que À est un 
idéal bilatère de À. Si maintenant x + À — x + A,alorsx —x'€ 
EA, d’où (x — xz')v = 0 ou xv = x'v. Par suite, (x + À) v — 
— (x + ÀA)v, c'est-à-dire l’opération de l’anneau quotient ÆX/A 
sur V est définie correctement. Il n’est pas difficile de vérifier que 
V est un X/A-module pour cette opération. Enfin, on a 


(x + À) V = 0= x + A4 € Annx)a (V)= xV = 0x E A. 


Par conséquent, seul l'élément nul de X/A annule V. 
De la proposition 1 il résulte que l’anneau quotient X/Ann (V} 
est isomorphe à un sous-anneau de l’anneau End (V) (voir exemple 2). 
Si V, W sont deux Æ-modules, l’ensemble Homx (V, W) de 
tous les homomorphismes X-linéaires o: V — W est un groupe 
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abélien pour l'opération d’addition des homomorphismes : 
(oO + t) (av) = © (xv) + T (xv) = xo (v) + xt (v) — 
= &(o (v) + t(v)) = x ((o + r) (v)). 


Pour les modules V, W sur un anneau commutatif À, l’ensemble 
Homz; (V, W) est lui-même un Æ-module si par x5, EEK, 6€ 
€ Homx (V, W), on entend l'application v-- x (6 (v)): 


0) (uv) = x 6 (yv) = x (yo (v)) = (xy) (6 (v)) = 
= (yx) (6 (v)) = y (x6 ()) = y ((x0) (v)). 


Dans le cas où W = V, l’ensemble Endx (V) — Homx (V, V) 
est un anneau; la multiplication est représentée par la composition 
naturelle des Æ-homomorphismes @ o #: (@ © 14) (xv) = œ (p{xv)) — 
— (xd ()) = xp (d (v)) = x((p © +) (v)). On ne perdra pas de vue 
qu'en considérant Ÿ comme groupe abélien additif, nous écrivons 
Endy (V) et qu’en général, Endx (V) est un sous-anneau propre 
de End, (V). Dans le cas d’un espace vectoriel V sur un corps com- 
mutatif À, on écrit généralement Z (V) — EndK (V) et on l’appelle 
anneau (ou algèbre) des opérateurs linéaires. 

L’anneau Endx (V) des X-endomorphismes du module V est 
encore appelé centralisateur de l’anneau K sur V. Son rôle est sur- 
tout important dans le cas des modules irréductibles (ou premiers). 
On dit qu’un module V sur un anneau X est irréductible, si: a) V 
= 0; b) 0, V sont les seuls sous-modules de V, c) KV = 0 (cette 
condition est automatiquement satisfaite si À a un élément unité). 
Il est clair qu’un ÆX-module V =£ 0 est irréductible si, et seulement si, 
Y — Kv auel que soit v = 0 de V. 


PROPOSITION 2 (lemme de Schur).— Si V, W sont deux K-modules 
irréductibles et si O est un K-homomorphisme non nul de V dans W, 
alors 6 est un isomorphisme et Endx (V) est un corps pour tout K-mo- 
dule irréductible V. 


DÉMONSTRATION. — Elle est donrée au chapitre 8, $ 4, où le même 
lemme de Schur (théorème 1) a été démontré pour les G-espaces 
irréductibles. 

2. Modules libres.— Nous dirons qu’un Â-module V est une 
somme directe (intérieure) de ses sous-modules V,, ..., V, si V — 


= VV, +... + V, et Vin,2 Vi = 0 pour i=1,...,n. En 


? 
d’autres termes, V — V,® ...@ V, (désignation de la somme di- 
recte de sous-modules) si tout élément v € V s’écrit de manière uni- 
que sous la forme d’une combinaison linéaire v = v, + ... + v,, 
v, € V,;. Une somme directe extérieure de K-modules V;, ..., V, 
est définie de façon évidente (de même que dans le cas des anneaux), 
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avec l'opération x (U,, . .., Un) = (V1, . . ., av») de l'élément x € 
€ K sur la ligne (v,, ..., un), v; € V;. 

Soient ensuite V un X-module et {v,, . .., v,} un sous-ensemble 
fini de V. On dit que {v,, ..., v,} engendre V librement, si V — 
= Kv, + ... + Kv, et toute application o de l’ensemble {v,, . .. 

., 2} dans un Æ-module quelconque W se prolonge en un XÆ-ho- 
momorphisme q@ : V—+ W, de manière que @(v;) = p(v),1<i < 
L n. 

Un module V sur K, librement engendré par un sous-ensemble 
{v,, ..., v,} s'appelle module libre de rang m, et {v,, . .., va} 
s'appelle sa base (libre) sur K. 


PROPOSITION 3, Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) l'ensemble {v,, ..., v,} engendre V librement; 

(ii) l’ensemble {v,, ..., v,} est linéairement indépendant et 
(Dis sn Var eV: 

(iii) tout élément v € V s'écrit d’une manière et d'une seule sous 
la forme v — DEA z EK; 
(iv) V = Kv,®8 ...@ KÆv, est une somme directe et Ann (v;) = 


(v) Vzx KE ...@xK est une somme directe de n termes 
égaux à KxK (ainsi, un K-module libre de rang n par rapport à la base 
{v,, . .., Un} est isomorphe au module K" des lignes (x, . .., x) 
de longueur n et de composantes x; € K). 


DEMONSTRATION. — Elle est analogue aux raisonnements dévelop- 
pés au chapitre 2 pour les espaces vectoriels sur un corps commutatif, 
mais il convient de faire preuve d’une certaine prudence liée soit à 
la non-commutativité de l’anneau X, soit à l'existence d'éléments 
non inversibles dans X. 

IL existe des exemples d’anneaux non commutatifs assez comple- 
xes, avec À® = K* pour m = n, mais le comportement des anneaux 
commutatiis est bon sous ce rapport. 


PROPOSITION 4.—Le rang d’un module libre de type fini sur un 
anneau intègre K est défini univoquement. 


DEMONSTRATION.—Soient {v,, . .., v,}, {us, ..., u,} deux ba- 
ses d’un module libre V sur Æ. Alors 


m n 
Uj — >» dijl;, U; — à D ;Upe 
On obtient pour les matrices À = (a;;) et B —(b;4;) de types respec- 


tifs (m, n) et (n, m) les relations suivantes 


AB=E,,, BA=E,. 
27—-0877 
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En plongeant X dans le corps des quotients Q (Æ), nous obtiendrons à 
l’aide du théorème 4 du chapitre 2, $ 4 (qui est vrai pour tout corps 
commutatif et non seulement pour R) que min (n, m) > m, 
min (n,m) > n, d'où m = n. Ajoutons que le cas où m <oœ, n — 
— © est impossible à réaliser; parce que les expressions donnant u; 
ne comportent qu'un nombre fini d'éléments de base v, qui engen- 
drent librement le module V tout entier. 


REMARQUE— Dans le cas d’un anneau commutiatif unitaire arbi- 
traire À, on obtient le même résultat si l’on choisit dans À un idéal 
maximal J et l’on passe au corps commutatif K/J. Nous n’entrerons 
pas ici dans le détail de ce problème. 


Signalons qu’à la différence de la situation qui se présente dans les espaces 
vectoriels, un ensemble arbitraire engendrant un ÆX-module libre ne doit pas 
contenir nécessairement une base de ce module. Par exemple, deux nombres 
premiers différents p, q engendrent toujours 7 Z Car up + vg = 1 pour certains 


u,v € Z. Mais {p, q} n’est pas une base, car pq — g-p = 0, et Zp, Zq sont des 
sous-modules propres de 72: 


Le rôle des modules libres est déterminé par leur définition. 


THÉOREÈME Î.— T'out K-module de type fini est une image homomor- 
phe d'un K-module libre de type fini. 


n 


DÉMONSTRATION. —Soit U— D Ku; un Æ-module engendré par 
i=1 

n éléments w,, ..., u,. Considérons un ÆX-module libre V ayant 
pour base {v,, . .., v,}. Son existence est assurée par la proposition 
8 (v). En vertu de la définition même du module libre, l’application 
p: v,->u; peut être prolongée en un X-homomorphisme @: V— U. 
L'image Im œ contient l’ensemble engendrant le module U et donc 
le module U tout entier. Æ 

Un sous-module d’un module libre n'est pas toujours libre, même s’il est 
l’un de ses termes directs. Voilà un exemple bien simple. Soient À = Z4, U — 
= K(2+6Z), V—= K(3+ 67). Alors X — U @ V est somme directe des 
K-modules U, V dont aucun n’est libre: | À | = 6, alors que | U| = 3, 
|V|= 2. 

THéorëèME 2.— Soit V— Kv,® ...@ Kv, un module libre de 
rang n sur un anneau principal K. Alors, chacun de ses sous-modules 
U est un sous-module libre de rang m < n. 


DEMONSTRATION. —Soit d’abord n — 4, c’est-à-dire V & X. Tout 
sous-module U & V est isomorphe à un idéal de Æ, et donc U = 
æ (u) — Ku. Lorsque u = 0, on a U = 0 (le sous-module nul peut 
être considéré comme un module libre de rang zéro). Si uÆ0, 
alors au 0 pour tout 0 =£ a € K, puisque Æ est un anneau intègre. 
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Par conséquent, UÜ est un module libre (cyclique) de rang 1. Pour 
n >> 1, raisonnons par récurrence. Considérons dans V le sous-module 


libre V' = Kv,® ...@ ÆXv, de rang n — 1. Le module quotient 
V — V/V' est un module libre cyclique à générateur v, — v, + V”. 


Il contient le sous-module U = (U + V'y/V'. Si U —0, alors 
U & V',et l’assertion du théorème est vraie par hypothèse de récur- 
rence. Si au contraire U =Æ 0, le raisonnement développé plus haut 
pour le cas où nr — 1 montre que U est cyclique à générateur u, — 
= u + V', où u, € U. Si de plus UN V' = 0, alorsuEU—u — 
=u+V'EU=u=au,a EeKæu—au, € V'=u = au =U = 

— Ku, est un module libre de rang 1. 

Soit enfin Uf} V0. Par récurrence, le sous-module U N\ V” 
du module libre V” de ee n — 1 possède une base libre {u,, ... 
..., Um}, OÙ 0 L<m — 1 L n —1. En reprenant presque mot pour 
mot le raisonnement développé plus haut, nous nous assurons que 
{Us Uos + +, Um} est une K-base libre pour U. En effet, u € U=- 
Su =u + V'E U=u = au, 4,6 K=u — au EUN V'=u — 
— Qi = Go + + Amlm > U = Au + Ale + 

+ Amüm: M EL N. Suivant la proposition 3 (ii) il faut mon- 
trer que les générateurs Us +. Um Sont linéairement indépendants. 


Or, d'au, = Ou, = —D'z;u, — 0 dans V. Par conséquent, x, — 
i>0 


— 0, car u, est une base de U, et puisque {u,, ..., u,} est une ba- 
se libre de AP 1 ON À Too + ce FF Tmüm = VX = 
it 0: 


COROLLAIRE. — Tout sous-module d’un module de type fini sur un 
anneau principal est lui-même un module de type fini. 


DEMONSTRATION. 1, 2et du deuxième 
théorème d’isomorphie (théorème sur la correspondance entre les 
sous-modules). 4 


Il n’est pas trop difficile d'obtenir une description complète des modules de 
type fini sur un anneau principal X. Pourtant, les facteurs décisifs qui stimulent 
généralement une telle description (modules périodiques sur Z et sur P [XT, 
voir exemples 1 et 3) ont cessé d’agir (voir chap. 7, $ 5 et Annexe); quant à l’ap- 
prose modulaire unique de divers problèmes, le lecteur pourra consulter 

es ouvrages indiqués dans la bibliographie. 


3. Eléments entiers d’un anneau.— Soit Æ un anneau intègre. 
On dit qu'un élément t € K est entier (entier sur Z) si t est racine du 
polynôme unitaire X® + a X%-1+,... +a, € Z [XI]. Dans le cas 
où À est une extension algébrique finie du corps @, ou Æ est un corps 
engendré par tous les nombres algébriques complexes, on parle des 
entiers algébriques en y rangeant naturellement tous les éléments 
appartenant à Z. L'exercice 9 du chapitre 6, $ 4 montre qu’un 


21* 
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nombre rationnel t est un entier algébrique si, et seulement si, tEZ 
Si ensuite au" +aut tt +... + an = 0, a; EL, alors (au)" + 
+ God (aou) TT +... + aa, = 0, ce qui signifie que tout nombre 
algébrique multiplié par un élément approprié as € Z devient un en- 
tier algébrique. 

En revenant au cas général, remarquons qu'il est commode d'in- 
terpréter À comme un Z-module. Quels que soient les éléments 
Li, Los + + +, in € K, ils engendrent dans XÀ un sous-module Z#, + 
LZt, + ... + Zi, de type fini. En particulier, si { est un élé- 
ment entier et £ + aff + ,,. +a, = 0,a; € Z, le sous-anneau 
Z [il] K est un Z-module de type finicar Z [t]= Z 1+ 2 t +... 
... + Zt-E  Réciproquement, soit Z[t] un Z-module de 
type fini ayant pour générateurs v,, ..., v, € K. Alors les rela- 
tions 

LU; = Gal + Goo + 0 + Ginln, 1 Lin, 


avec la matrice À — (a;;) € M, (Z) permettent de conclure que le 
système linéaire homogène 
( — Gun) Li — Moto — + + — Gintn = 0, 


— Qi — Angle — . + (t — Ann) In = 0 


considéré sur le corps des quotients Q (K) possède une solution non 
nulle (z,, . .., Zn) = (Uy, . . ., Vh) (tous les v; ne sont pas simul- 
tanément nuls parce que 1 € Z [t]). Par conséquent, le déterminant 
du système est nul (voir chap. 3) et { est racine du polynôme unitaire 
f(T) = det (TE — À). Nous avons ainsi démontré qu'un élément 
tEC K est entier si, et seulement si, le sous-anneau 2 [t] K est un 
Z-module de type fini. 


THÉEORÈME 3.— Les éléments entiers d'un anneau K forment un 
sous-anneau de K. 


DÉMONSTRATION.— Soient u, v € K deséléments entiers. Alors 

Z [u,vl= >, Zuiv est un Z-module de type fini. Puisque Z 
in, J<m 

est un anneau principal, le corollaire du théorème 2 (ainsi qu’une 

vérification directe) montre que les sous-modules Z [u — v|, 

Z [uv] sont, eux aussi, des Z-modules de type fini. Suivant le critère 

indiqué plus haut, les éléments u — v, uv doivent être entiers. Æ 


EXEMPLE. —La racine n-ième € de l'unité, avec nr entier naturel 
quelconque, est évidemment un entier algébrique. D'après le théo- 
rème 3, les combinaisons linéaires à coefficients entiers des racines 
de l’unité seront aussi des entiers algébriques. En particulier (voir 
démonstration de la proposition du chap. 8, $ 4), les valeurs 4 (£), 
g € G, du caractère Ya de toute représentation linéaire D sur C d'un 
groupe fini G sont des entiers algébriques. 


$ 3] MODULES 421 


4. Suites unimodulaires de polynômes.— Soit À = PI[X,, ... 
..., Xn) l'anneau des polynômes à n indéterminées sur un corps 
commutatif P. On dit que la suite [f,, . .., f,] de r polynômes f; € 
€ K est unimodulaire si Kÿ, + Kf, + ... + Kf, — K, c'est-à- 


dire si 
Uifa cs Uof Fosses ue 1 (1) 


pour certains u; € K,1 < i < r. Soit ensuite V un module de type 
fini sur À. En analysant certains problèmes délicats de la géométrie 
algébrique, le mathématicien français J.-P. Serre a formulé (en 
1955) l'hypothèse suivante : 


{VE Kk = KA} > V æ K! 


qui à été mise sous la forme bien élégante : « toute relation (1) peut 
s’écrire sous la forme d’une égalité 


fi Î2 fr 
Uo: Uoo ... Uor _ " (2) 
Uri Uyo .. Urr 


pour des u;,E€ À approchés». 

Malgré sa simplicité apparente, cette assertion n’a été démontrée 
qu'en 1976 par A. A. Souslin (U.R.S.S.) et indépendamment de 
lui par D. Quillen (Etats-Unis), bien que le cas où n = 1 soit attri- 
bué encore à Hermite (1848). On a aussi le théorème suivant : 


THÉORÈME 4.— Soient a;, a, ..., a, (r > 2) des éléments non 
nuls d’un anneau principal K et d = P.G.C.D. (a;, ..., a,). Alors 
il existe une matrice À € M,(K) ayant pour sa première ligne 
(dy, os + - «, à) et de det À = d. 


DÉMONSTRATION.— Nous nous appuyons sur les résultats énoncés 
à la fin du n° 1 du $ 2. Pour r — 2, en écrivant d sous la forme d — 
= Uid, + U,0), avec u; € K, nous trouvons tout de suite la matrice 
requise 


di do 


a-| 


Us Us 
En raisonnant maintenant par récurrence sur r, représentons 
d' — P.G.C.D. (a, ..., a,_,) sous la forme d’ = det 4’, où A’E€ 
€ M,-, (K) est une matrice ayant pour la première ligne (a;, . .. 
., Ar). Puisque d = P.G.C.D. (d', a,), on a d = ud' +va,. 
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Introduisons la matrice 


ar 
0 
À’ : 
Lu 0 
TR, es EU 
La première ligne de la matrice À € M, (K) est (a;, as, . .., à,). 


En développant det À suivant les éléments de la dernière colonne 
nous obtenons 


det A=u det A'+(—1)r#la, det A”=ud’ + a, (—1}j"t! det A”, (3) 


où À ” est la matrice extraite de À en supprimant la première ligne 
et la dernière colonne. 

D'autre part, si l’on multiplie la première ligne de la matrice 4’ 
par —v et si l’on met le résultat à la dernière place dans 4’, en gar- 
dant l’ordre de toutes les autres lignes (on y arrive par des permuta- 
tions successives), on obtiendra une matrice 4” qui est la même 
que dans le cas où la dernière ligne de À” est multipliée par d’. Il 
s'ensuit que 


d' det A" = det A” = (—1) "lv det ÀA' = (—1}"-lud". 


Divisons cette expression par d’ et portons le résultat dans (3). 
Nous obtenons la représentation requise : 


det À = ud' + a, (—1)"Ft det A” = ud' + 
+ a, (—1)*t (1) lv = ud' + va, = d.f 


Dans le cas de n > 1, l’idée maîtresse consiste à examiner l’opé- 
ration du groupe GL(r, PIX,,..., X,_.l) sur l’ensemble des 
suites unimodulaires et à raisonner par récurrence sur n. Pour la dé- 
monstration on peut consulter l’article original (Souslin A. A. 
« TIpoeKTUBHHE MOJHYIM HA] KO!EHOM MHOTOUJHIEHOB CBOOOHHI), 
(Les modules projectifs sur un anneau des polynômes sont libres), 
HAH CCCP, 229, n° 5 (1976), 1063-1066) ou le rapport présenté au 
Séminaire de N. Bourbaki (Ferrand D., Sém. N. Bourbaki, 28-ième 
année, 1975/76, Juin, 1976). Son exposé est élémentaire. Pour pou- 
voir juger du prix qu'on a dû mettre pour y arriver, on peut se repor- 
ter à un rapport plus ancien fait également au Séminaire de N. Bour- 
baki (Bass. H., Sém. N. Bourbaki, 26-ième année, 1973/74, Juin, 
1974). Dans les ouvrages cités ci-dessus on trouve les énoncés des 
problèmes non résolus. Toutes ces questions conviennent très bien à 
être discutées au cours d’un séminaire spécial. 
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$ 4. Algèbres sur un corps commutatif 


1. Définitions et exemples d’algèbres.— Jusqu'ici nous n’avons 
pas porté d’aittention particulière au fait que la presque totalité des 
anneaux que nous Connaissons, sont en même temps munis d’une 
structure d'espace vectoriel sur un corps commutatif. 


DÉFINITION. — On appelle algèbre (ou algèbre linéaire) sur un corps 
commutatif P un couple composé d'un anneau (A, +, -) et d'un espace 
vectoriel À sur P (l’ensemble de base À est le même pour l’anneau et pour 
l'espace vectoriel; l'opération d'’addition + et l’élément zéro 0 sont 
aussi les mêmes). Ceci étart, on a 


À (xy) = (Az) y = x (AY) 


quels que soient À € P, x, y € A. L'algèbre est dite associative si l’an- 
neau (À, +, -) est associatif. La dimension sur P de l’espace vectoriel 
A s'appelle aussi dimension de l'algèbre À. 


Les notions fondamentales de la Théorie des anneaux sont aussi 
applicables, avec les précisions peu signifiantes, aux algèbres. C'est 
ainsi que par sous-algèbre d’une algèbre À on entend tout sous-an- 
neau B € À qui est en même temps un sous-espace de l’espace vecto- 
riel À. Si 7 est un sous-ensemble de À, la sous-algèbre P [T] qu'il 
engendre est intersection de toutes les sous-algèbres de À contenant 
T. On définit de manière analogue iles idéaux et les algèbres quotients. 
Les homomorphismes des algèbres sont des homomorphismes des an- 
neaux, qui sont en même temps des applications P-linéaires. 

Le centre Z (A) d'une algèbre associative À est défini comme 
ensemble de tous les éléments a € À commutables à tout élément de 
A:a€Z(A)< ax = xa, Vx € À. Il est évident que (a — a’) x = 
= ax — az—=xa—xa — æx(a — a’), (aa')x — a (ax) — 
— a (xa') = (ax) a = x (aa), (Aa) x = À (ax) = À (xa) = x (ha), 
quels que soient a, a” € Z (A), À € P. Par conséquent, le centre 
Z (A) est une sous-algèbre de À. L'égalité Z (4) — À a lieu si, et 
seulement si, À est une algèbre commutative. 

Si À est une algèbre associative ayant un élément unité 1, on 
vérifie directement que À -1 € Z (4) et que la relation À -— À, 
VA € P, définit une application monomorphe de P dans À. En ce 
sens, par algèbre À on peut entendre l’anneau À avec le sous-corps 
prélevé contenu dans le centre Z (4). 

Indiquons quelques exemples d’algèbres. 

1) L'extension F = P de degré fini [F: P] d’un corps commu- 
tatif P est manifestement une algèbre associative et commutaiive 
(avec élément unité) de dimension finie dimp F — [F: P]. Nous 
avons déjà utilisé ce fait au $ 1. 

2) L’anneau des polynômes À — PIX,, ..., X,] à coefficients 
dans un corps commutatif P est muni d’une structure naturelle 
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d’algèbre associative et commutative de dimension infinie sur le 
corps P. Remarquons que 


K=K,® K® K,® .…. 


est une somme directe des sous-espaces vectoriels de dimension finie 
KM» des polynômes homogènes de degré m (K, = P) et que K;K;,c 
C K;4;. Les algèbres de ce type sont dites graduées. 

3) L'algèbre commutative Xc (G) ayant un élément unité y, 
engendrée sur © par tous les caractères d’un groupe fini G, est de 
dimension r égale au nombre de classes des éléments conjugués dans 
G (chap. 8, $ 7, théorème 2). 

4) L'’anneau W, (P) des matrices carrées d'ordre nr à coelticients 
dans un corps commutatif P est une algèbre de dimension #° sur P. 
Les éléments de base {£;; | i, j = 1,2, ..., n} de l’algèbre M, (P) 
sont multipliés suivant la règle £;,£1; = Ô021E;;. En vertu du théo- 
rème 3 du chapitre 2, $ 3, le centre Z (M, (P)) = {\E} æ P 

Nous dirons qu’une algèbre associative À avec élément unité est 
simple centrale sur un corps commutatif P si Z (4) Æ P et si À ne 
contient pas d’idéaux bilatères qui soient différents de 0 et de À. 


PROPOSITION 1. M, (P) est une algèbre simple centrale. 
Soit J un idéal de M, (P) distinct de l'idéal zéro et soit 
0OÆa=Nu;;E;;Ed. 


Si ax; 5 0, alors E4 — ms ‘a+E y € J, quels que soient s, é — 
4,1. 2-8 donc JM nr (P). 

Une assertion analogue est vraie pour l’algèbre complète des 
matrices M, (D) sur un corps arbitraire D. Le théorème extrêmement 
important de Wedderburn (et, dans un contexte plus général, le 
théorème de Wedderburn-Artin) dit que, réciproquement, toute al- 
gèbre associative simple de dimension finie sur un corps commutatif P 
est isomorphe à M, (D), où n est un entier naturel défini de façon uni- 
que, alors que le corps D (qui est une algèbre de dimension finie sur P) 
est défini à un isomorphisme près. 

L'algèbre de matrices M, (P) vérifie encore une propriété uni- 
verselle suivante : 


PROPOSITION 2.— Toute algèbre associative À de dimension n sur 
un corps commutatif P est isomorphe à une sous-algèbre de M} (P), 
où kLn +. 


DÉMONSTRATION — Supposons que À est une algèbre ayant un 
élément unité 1. Plongeons-la dans M, (P). A cet effet, à tout élé- 
ment a € À faisons correspondre un opérateur linéaire L,: x ax 
sur l’espace vectoriel À. La linéarité de L, résulte du fait que l° opé- 
ration de multiplication dans À est bilinéaire. Les relations évi- 
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dentes Li, = ÀL,, Lorb = Lo + Lyr, Lov = LeLr (associativité!} 
et L, = 6, impliquent que l’application @: a-=L, est un homomor- 
phisme. Son injectivité est assurée par l’existence de l’élément unité: 
a O0=L,A1—=alt=a, L, 0. 

Soit maintenant À une algèbre sans élément unité. Introduisons. 
l’espace vectoriel À — P @ À et définissons sur cet espace l’opé- 
ration de multiplication en posant (à, a) (À’, a’) = (AÀ’, aa + Àa' + 
— |'a). On vérifie sans peine que, munie de cette loi de multiplica- 
tion, À est une algèbre sur P, ayant un élément unité (1, 0). 

Puisque dim p ÀA=dim pA+1=n+1, le raisonnement précédent 
permet de plonger À, et donc À, dans M, ,, (P). & 

Il n’est pas difficile de constater que la démonstration de la pro- 
position 2 présente une analogie complète avec celle du théorème 
de Cayley pour les groupes finis. Dans les deux cas on utilise la repré- 
sentation régulière. Plus généralement, par représentation d'une 
algèbre À sur P on entend tout homomorphisme À — & (V) — 
— End z (V), où F = P est une extension du corps commutatif P. 
En d’autres termes, l’espace vectoriel V sur F est muni d’une struc- 
ture de A-module à gauche, au sens des définitions données au 
$ 3, et l’on a en outre 


(Az)-v = z(Av), VAE P, xEA, ve V. 


En choisissant dans V une base quelconque, nous obtiendrons, de 
même que dans le cas des groupes, une représentation matricielle 
A — M, (F), où r = dimp (V). 


2. Algèbres à division (corps).— Comme le montre le théorème 
de Wedderburn énoncé plus haut, l’étude des algèbres à division est 
une branche importante de la théorie générale des structures des 
algèbres associatives. Le lemme de Schur (proposition 3 du $ 5) 
confirme, lui aussi, cette considération. Avant d'indiquer des ré- 
sultats quelconques relatifs aux algèbres à division, analysons une 
proposition auxiliaire : 


PROPOSITION 3.— Dans une algèbre associative À (ayant un élé- 
ment unité 1) de dimension n sur un corps commutatif P, tout élément 
a € À est racine d'un polynôme (minimal) f, € P IX] de degré < n. 
L'élément a € À est inversible si, et seulement si, f, (0) = 0. Si À ne 
possède pas de diviseurs de zéro, À est une algèbre à division. Ceci étant, 
si le corps P est algébriquement clos, alors n = 1 et A = P. 


DÉMOXSTRATION.— Etant donné que À est de dimension finie, 
les éléments 1, a, a?, . .. ne peuvent pas être tous linéairement indé- 
pendants sur P. Par conséquent, il existe un polynôme unitaire 
fa (X) = X"+aXT TE +... + an = 0 de degré minimal m < 
< n, à coefficients &; € P, tel que f, (a) = 0. Si a, 7 0, la relation 
fat) —=0 mise sous la forme [—ax (a7-1 + aat-? + ... 
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ee + Am1)l a = 1, montre que a est un élément inversible. Ré- 
ciproquement, supposons que a € À n'est pas un diviseur de zéro, 
mais 4m — 0. Alors 


(ar LEda"t+E ;is asso tds 
> at ot + + ami = 0, 


<e qui est en contradiction avec le fait que f, (X) est minimal. Donc, 
Gm Æ 0. En particulier, tous les éléments de À qui ne sont pas divi- 
seurs de zéro, sont inversibles. 

Si le corps P est algébriquement clos, alors f, (X) — (X— c;) ... 
ce (X — cm), c EP, d'où (a—c)b=0, b=(a— c,) ... 
... (a — Cm) 0. L'absence de diviseurs de zéro dans À ne laisse 
qu’une seule possibilité : m —= 1 et a — c, = 0. a = c;, € P. Comme 
ceci est vrai pour tout élément a € À, on a À = P. E 

Nous voyons que les propriétés d’une algèbre à division dépen- 
dent fortement du corps de base P. C’est naturel que dans l’histoire 
des mathématiques ce sont les algèbres à division sur le corps R 
des nombres réels qui éveillaient un intérêt particulier des savants. 
L'existence du corps © —R +iR incitait à la recherche d'’au- 
tres « systèmes hypercomplexes ». Ces recherches ont été couronnées 
de succès en 1843 lorsque Hamilton a construit sa célèbre algèbre des 
quaternions réels. 


EXEMPLE (algèbre des quaternions H).— Formellement, 
H=R+HIS +R +HER, 
où #, 3, k sont des grandeurs multipliées suivant la règle 
= j2—=k2— 14, ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j——ik. 


L'élément x = ao + mi + aÿ + «sic € H s'appelle quaternion. On vérifie 
directement que (Ü est une algèbre associative ayant pour centre Z (H) = Rk. 
Il est judicieux de considérer tout d’abord un modèle de l’algèbre 5, à savoir 
l’ensemble 


a b 
b a 


o (= {| 


a, bE C} M: (C)- 


Un exercice élémentaire relatif aux opérations sur les matrices montre que 
® (ii) est un corps. Un exercice analogue a été analysé au chapitre 5, $ 1, 
lorsque nous avons introduit le corps C. On ne devra pas seulement oublier que 
la multiplication dans ® (H) est non commutative. Suivant les règles de calcul 
d'une matrice inverse on a 


1 


a—b 


b a 


ie 


9 


b 
a 


a 
— b 


ô= det = aa + bb (-Z 0 pour a = O0 ou b -Z (i). 


a 
—b 


Notons, entre autres, qu’il en résulte que le groupe multiplicatif ® (H)* = 
— ® (H) {0} contient un sous-groupe isomorphe à SU (2) (voir chap. 7, $ 1). 
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En posant 
1 0 i 0 0 1 O i 
Go — lo 1 a=|? => 1" a=|_, 0 |: e=||; o ||: 
nous remarquons que 
= — Go SÆ 0; Qide = 3 = — Your 293 = Qi —= — ga) 
3 A1 — 2 — — 193: 


Il est clair que l'application D: H— ® (H) définie par la correspondance 
1m goit qu À > a kr->94 est une représentation de dimension deux sur € 


de l’algèbre des quaternions H. Dans ces conditions, au quaternion x est associée 
la matrice 


a 
—d 
où a = Go + it, b = où + its, i = V — 1. Les unités quaternioniques à, j, k 
engendrent dans H* le groupe quaternionien @, d'ordre 8, que nous connaissons 
déjà, alors que la restriction ® | À donne sa représentation irréductible de 
dimension deux (voir chap. 7, fin du $ 3). 

Pour tout quaternion x = à@o + ét &,,7ÿ + «Ak est défini un quaternion 
conjugué 2* = Go — Gé— @,.9 — «4k (analogue d'un nombre complexe con- 
jugué). | 

L'opération de conjugaison vérifie les propriétés évidentes: 


(+ y) = 2 +yhs at x TDiER; "= — x a = 0 


(x est un quaternion « imaginaire pur »). Le produit xx* = N (x) s'appelle norme 
du quaternion x. En utilisant la correspondance ®, on constate tout de suite 
que (xy)* = y*z*, N (xy) = N (x) N (y), et que N (x) = det D (x) = a? + 
+ af + aÿ + af. | 


P,— 


b 
æ | = A%0 + L191 + Lao + LaI3 
a 


La place occupée par les quaternions est mise en évidence par le 
théorème suivant dû à Frobenius. Il n'existe sur le corps R que trois 
algèbres associatives à division de dimension finie: R, C et H. Pour 
la démonstration (que nous ne donnons pas ici) il est essentiel que 
le polynôme minimal f; (X) de tout élément 0ÆtéR de l’al- 
gèbre à division D sur R soit quadratique (voir proposition 3 et 
théorème 1 du chap. 6, $ 4). 

En partant des considérations topologiques bien profondes, on a 
démontré il n’y a pas très longtemps que toute algèbre à division (non 
nécessairement associative) de dimension finie sur R est de dimension 
1, 2, 4 ou 8. Toutes ces possibilités sont réalisables. 

Il y a plus de 70 ans, Wedderburn a obtenu un joli résultat rela- 
tif aux corps finis, qui a une grande importance pour la géométrie. 
Nous allons maintenant démontrer ce théorème qui est en rapport 
direct avec le contenu du $ 1. 


THÉORÈME 1 (de Wedderburn).— Tout ccrps fini est commutatif. 


DÉMONSTRATION.— Soient D un corps fini et Z son centre. Il est 
évident que Z est un corps commutatif, et D est un espace vectoriel 


428 SUR LA THÉORIE DES CORPS, ANNEAUX ET MODULES [CH. 9 


de dimension finie sur Z: 


D = Ze, + Ze, +... + Ze. 

Conformément aux résultats du $ 1,2 = F, pour un g = p”, si bien 
que | D | = q”. Soit ensuite x € D\Z. Les éléments qui commutent 
à x forment un ensemble C (x) = {y € D | yx = xy} stable pour les 
opérations d’addition et de multiplication. En d’autres termes, 
C (x) est une sous-algèbre à division dans D, contenant Z. Si q° est 
le nombre d'éléments appartenant à C(x), alors d — d (x) est un 
diviseur de n, d << n, car en interprétant D comme un espace vecto- 
riel à gauche 


D=Ch+...+CHf 


sur C (x), nous avons g" = |C (x) | = qd”. Remarquons mainte- 
nant que Z*est le centre du groupe multiplicatif D* et que 
(g” — 1)/(q9 — 1) = (D*: C (x) *) est le nombre d'éléments con- 
jugués de x dans D*. Par conséquent, la formule (2’) du chapi- 
tre 7, $ 2, peut se mettre sous la forme 


ben Lol mé LE 0 (:) 


où d parcourt un ensemble des un de n inférieurs à n. Les 
propriétés du polynôme cyclotomique D, (X) établies au $ 1 mon- 
trent (voir $ 1, exercice 6) que le nombre entier ®, (q) divise aussi 
bien g® — 1 que (qg% — 1)/(q% — 1), avec d|n, d <n. Dans ces 
conditions, suivant (+) on a ®, (q)|(q — 1), ce qui entraîne (voir $ 1, 
exercice 7) l’égalité nr — 1 et donc la commutativité de D = Z.Hi 


3. Algèbres de groupes et modules sur ces algèbres. — En con- 
sidérant au chapitre 8, $ 1 la représentation régulière d’un groupe 
fini G, nous avons introduit l’espace vectoriel (e, | g € G)x sur un 
corps commutatif K. Nous allons maintenant transformer cet espace 
vectoriel en une X-algèbre, en posant e,e; — e,, et en étendant cette 
loi suivant la linéarité à des « vecteurs » arbitraires due, a, € K. 
Pour simplifier l’écriture, on remplace généralement e, par g et on 
Considère l’ensemble Æ [G] de toutes les sommes formelles possibles 
Dar. Lg € K. Par définition, D'asg = DRE y = p,,V£gEG. 
Les opérations sur les sommes formelles : 


_ 2 ag + 2 Res = 2 (cg +) 8 
À (2: ag) = 2 lag, (1) 
2 a£) C2 8h) — À aBneh = 2. VuU 


OÙ Yu — à Ahe-iu 
£ 
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définissent sur À [G] une structure d’algèbre associative. On convient 
de donner à Æ [G] le nom d’algèbre de groupes du groupe fini G sur 
le corps commutatif X. Les éléments de base de l’espace X [G] sont 
les sommes formelles 1:-g, g € G, identifiées aux éléments g € G; 
dim x |[Gl = |G |. Ainsi, le groupe G est considéré comme étant 
plongé dans l’algèbre ÆX [GI]. L'élément unité e € G est en même 
temps l’élément unité de Æ [G]. Dans le cas où X est un anneau 
associatif et commutatif unitaire, on obtient l’anneau K [G] du grou- 
pe G sur À. 

En outre, une construction analogue est applicable à un groupe G 
arbitraire, non nécessairement fini, si l’on convient de ne considérer 
que des sommes >,&,g ayant un nombre fini de coefficients différents 


de zéro. Il est aussi commode d'interpréter À — “a,g comme une 
fonction sur le groupe G (à valeurs À (g) = &, dans Æ) égale pres- 
que partout à zéro (c’est-à-dire admettant un nombre fini de valeurs 
non nulles). Ceci étant, aux formules (1) correspondent l'opération 
d’addition : 

(41 + A2) (g) — À: (8) + 42 (9) 


et la convolution des fonctions: 


A3= A+, A;(u) = > A, (g) A2 (g!lu). 


La théorie des anneaux de groupes est une branche bien impor- 
tante de l'algèbre, qui étudie ses problèmes spécifiques, mais pour 
nous, À [G] n’est qu'une illustration des notions générales intro- 
duites dans les deux derniers chapitres. 


THÉORÈME 2.— Îl existe une correspondance biunivoque entre les 
K IGl-modules qui sont des espaces vectoriels de dimension finie sur un 
corps commutatif K, et les représentations linéaires du groupe G. 


DÉMONSTRATION.— Soit (D, V) une représentation du groupe G. 
Prolongeons D par linéarité aux éléments de Æ [G], en définissant 
D (> ag) De ag (8); 

et posons 
(Sasg)ov= aD(g)v, Vvev. 
L'opération + introduit sur V une structure de K [G]-module au 
sens habituel de ce terme. Remarquons que 
(D ag) ° (av) = a,® (8) (1) = À ah D (g) v — 


= À (D aD (eg) v) = A (CS ag) °v), 
c'est-à-dire que les multiplications par des scalaires dans V et dans 


K [G] sont compatibles. Le couple (®, V) peut s'appeler naturelle- 
ment représentation linéaire de l'algèbre Æ [G]. 
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Réciproquement, si V est un espace vectoriel sur À, qui est un 


module sur X [G] avec l'opération (Ÿ'a,g, v) + (Ya,g) ov, alors,en 
posant 

DT ag) v= (Tag) cv, 
nous définirons un homomorphisme D: K [G]—Endz (V).(c'est-à- 
dire une représentation de l’algèbre X [G]) dont la restriction 
D— ® |; à G donne une représentation du groupe G. El 

Eu égard au théorème 1, l’espace de représentation V du groupe 
G ou tout simplement G-module. Des modifications terminologiques 
correspondantes concernent aussi d’autres notions adoptées en 
Théorie des représentations. 

Soient G un groupe fini et À — C le corps des nombres complexes. 
D'après les résultats du chapitre 8, tout G-module irréductible sur 
C (c’est-à-dire un C [G]—module) de caractère x; est isomorphe à 
un idéal à gauche J; de l’algèbre € [G] (voir à ce propos $ 3, exem- 
ple 4). Si dimç J; — n,, alors C [G] contient une somme directe 
A; =J;i1® ...® J;h, de n; idéaux à gauche C [Gl-isomorphes 
à J; — J;,. En choisissant dans chaque classe d’idéaux à gauche 
isomorphes un représentant J;, nous pouvons écrire une décomposi- 
tion 

CIGI = 4,6 4,6 ...@ 4,, (2) 


qui correspond à la décomposition de la représentation régulière du 
groupe G. Remarquons que chacune des composantes À; est définie 
de façon unique. 

Maintenant, si J est un idéal à gauche minimal de l’algèbre 
C [G], et t EC [GI], alors Jt est aussi un idéal à gauche minimal 
(ou l’idéal nul). Par suite, l’application ®: J — Jt définie par la 
correspondance v+-vt (v € J) est soit l'application nulle, soit un 
C [G]-isomorphisme, car zv E J pour tout x EC [G] et œ (xv) — 
— (zv) t = x (vt) — xp (v). Pour cette raison, J € A;=Jtc AÀ;, 
Vt EC [GI], et donc À; est un idéal bilatère de C [G]. La décompo- 
sition (2) est directe, de sorte que 


ij=A;A;cC À; fNÀA;= 0. 
Nous allons essayer d obtenir une information plus précise sur 
la décomposition (2) en nous appuyant sur la théorie des caractères 


développée au chapitre 8. Cherchons d’abord le centre Z (CIG]) 
de l’algèbre de groupes C [G]. Per définition 


zEZ(CIGh = 2 = gz, VNg EG. 


Si z= >,yrh, alors 
REG 


D veut=g(Dyrh) = (D vnh) g = Y Vegit, 
tEG h h tEG 


$ 4] ALGEBRES SUR UN CORPS COMMUTATIF 431 


d'OÙù Yg-13 = Yigri, VLEG. En posant {—gh, on obtient V}— Yeng-:. 
Cela signifie que 


Z (C [G]) = (24; Z2s +...) Zr)C» 
où 
z= D») g;3 i—=1,9,...,r (3) 
geg® 
(Si, Les + . ., g- sont les représentants des classes des éléments con- 
jugués du groupe G). Il est clair que z,, Z:, . . ., z, sont des éléments 


linéairement indépendants et donc dimc Z (CIGI) = r. 

À tout élément a € À, faisons corPeponore un opérateur linéaire 
L@ agissant sur l’idéal à gauche minimal J; — J';, suivant la règle 
L (v) = av, v EJ;. Comme il est évident que LÉ) — ALG), 
LÉ — Lo +LÉ, Li) = LOL p: a— LŸ est un homomor- 
phisme del’ L ot algèbre des endomorphismes Endç J;= 


æ Mh, (©). Supposons que 0 Æ a E Ker w, c’est-à-dire af; = 0. 


Tous les idéaux à gauche J'; ; sont C [G]-isomorphes, et si q;: J; —- 
— J, ; est un isomorphisme, alors 


aJ'i,; = ap; (Ji) = ; (af) = p; (0) = 0. 
Par suite, a4; = aJ;; +... + ain; — 0, et dans ce cas on a 
aussi a C(Gl—0cara€ 4, A — 0 pour tout j Æ i. Pourtant 


ae — a == 0. Cette contradiction prouve que Ker @ = 0. Par consé- 
quent, @ est un monomorphisme, et comme dim A;,=—n— dim M n(C) 


p 
on à A; æ M,,(C). Compte tenu de la proposition 1 on 


peut énoncer le théorème suivant relatif à la structure de 
l'algèbre de groupes C [GI]: 


THÉORÈME 3.— L’algèbre © [G] d'un groupe fini G sur le corps € 
des nombres Dee se décompose en somme directe (2) des idéaux 
bilatères premiers isomorphes aux algèbres matricielles complètes : 


CIGl£= M,, (0)® M, ()E ...@ M, (©). 


En particulier, l'algèbre de groupes d'un groupe abélien d'ordre n 
sur C est isomorphe à la somme directe de r exemplaires du corps C. M 

CoROLLAIRE. (théorème de Burnside). —Soit ® une représentation 
matricielle irréductible de degré n sur € d'un groupe fini G. A lors, 
parmi les matrices ®,, g € G, il existe n°? matrices linéairement indé- 
pendantes, c'est-à-dire (®,1gE€Gic = M,(C). & 

La structure du centre Z (C [G]) en tant que sous-algèbre com- 
mutative de € [GT est entièrement définie par les constantes de struc- 
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ture, c'est-à-dire par les entiers n?; figurant dans les relations 


T 


Zi2; > Ni jZe (4) 


[ES 


Eu égard à l’expression (3) pour z;, on se rend compte sans peine 
que nk; est le nombre de couples (g, h), gEg?, k€ g$, tels que 


£gh — 
Chiens dans Z (C [G]) une autre base 


T 
CS à ur PT ni er , £ 
a=TGT Di M (8) a = [Gi Due 1<i<r. (2) 
k=1 geG 

Ici, de même qu'au chapitre 8, $ 9, y1, . .., y. sont les caractères 
des représentations irréductibles et n,, . .., n, leurs degrés. Le 

passage inverse se fait au moyen de la formule 

Xi(en) , 
=| 6 > ; 


ñ; 
i=1 


Pour s’en assurer, il convient d'utiliser la relation (4) du cha- 
pitre 8, $ 9. Elle montre aussi que 
r ; | 0  — 
D TT pe £ >» niki (8) = Ter 218 > Xii(e) Xi (g) = 
i=! geG geG 
= re Co (1=e. 


En appliquant la relation généralisée d'orthogonalité (voir chap. 8, 
$ 4, exercice 1), on trouve 


ae D M8) 40 et— 
8, tEG 
ninj 


= À DE TCE 10) de 
heG g€G 


Ô; _ 
“tel me Di Xi (h) h1— Bijer. 


Ainsi, les éléments de centre e; calculés à l’aide de la formule (5) 
satisfont aux relations 


e=e ee +... +er, 
é —e; ee = 0, iÆij, (6) 


et s'appellent pour cette raison (et conformément à la tradition) 
idempotents orthogonaux centraux de l'algèbre de groupes C [GI]. La 
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relation e — e, + ... + e, exprime la condition de plénitude de 
ce système. En posant B; — e;C [G], nous constatons tout de suite, 
que B; est un idéal bilatère dans € [G] ayant un élément unité e; 
et qu’il existe une décomposition en somme directe 


C IGI = B,96 B,©@ “(DD (7} 
De (5) il résulte immédiatement que 


Xj (ei) = ni; FT > Xi (8) Xi (g) = nidiy. 
g 


C’est pourquoi PB; contient un idéal à gauche minimal J € À; cor- 
respondant au caractère y;. Comme À; et B; sont des idéaux bila- 
tères, A; € B;. En comparant les décompositions (2) et (7) nous 
concluons que À; — B;. Ainsi, nous avons démontré une variante 
plus perfectionnée du théorème 3. 


THÉORÈME 4.— Les éléments e;, 1 < i < r, calculés au moyen de 
la formule (5), forment un système plein d'idempotents orthogonaux 
centraux de l'algèbre C [G] du groupe fini G. La composante simple 
e;C [G] de la décomposition directe 


C IG] = a C IGI® e,C [GIE ...@ e,C [GI], 


isomorphe à l'algèbre matricielle complète M, (C), contient tous les 
idéaux à gauche minimaux correspondant au caractère y;. M 


Toute la théorie des représentations des groupes peut être déve- 
loppée à partir du théorème de Weddenburn-Artin (voir n° 1) et de 
la théorie générale de la structure des algèbres de groupes (sa con- 
clusion finale pour les groupes finis est énoncée au théorème 3). 
Dans nos raisonnements, nous sommes allés en sens inverse en nous 
appuyant, au fond, seulement sur le lemme de Schur. 

Avant de clore ce numéro, démontrons une assertion utile ayant 
trait aux degrés de représentations. 


THÉORÈME 9.— Le degré n d’une représentation irréductible /®, V) 
sur € d’un groupe fini G divise l’ordre | G |. 


DÉMONSTRATION.— Soit ® la représentation correspondante de 
l'algèbre de groupes C [GI. D’après le lemme de Schur ($ 3, propo- 
sition 3) l'opérateur linéaire ® (z;) commutable à tous les ® (£), 
g EG, et, de ce fait, appartenant à Endæra] (V) doit être multiple 


de l'opérateur unité : ® (z;) = w;€. On a 


no; = tro;6 = tr ® (z;) — > tr D (g?) — | g£ | Ko (gi); 
d’où 
_ 187 1 Xo (&i) 
DENT" Die. 


1/2 28—0877 
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SE 
En appliquant ® aux relations (4), on obtient 
Se 
OHOFEES >) LATOE 
h=1 
Par suite, Z [w;] est un sous-module du Z-module Z [o,, ..., @;,] 


de type fini et, conformément aux résultats du $ 3, n° 3, w; est un 
entier algébrique. D'après les mêmes résultats 


LL Go, Lo)e = + D 40 (8) Lo @) = 


[G1 
= 


r 
=+ 2 | 88 1 -Xo (gi) Xo (gi) — > Oi%o (gi) 
i=1 
est un entier algébrique. Donc, 121 CZ. HE 

4. Algèbres non associatives. — Soit À une algèbre quelconque 
(c’est-à-dire non nécessairement associative) de dimension arbi- 
traire sur un corps commutatif P. A tout triplet (x, y, z) d'éléments 
de À faisons correspondre l'expression (x, y, z) — (xy) z — x (yz) 
appelée leur associateur. Suivant les relations identiques qui lient 
les associateurs ou d’autres expressions, on obtient divers types d’al- 
gèbres (on dit aussi de classes primitives ou de variétés). Comme exem- 
ple on peut indiquer: 

1) les algèbres associatives : (x, y, z) = 0; 

2) les algèbres élastiques: (x, y, x) = 0; 

3) les algèbres alternatives: (x, x, y) —= (y, x, x) = 0; 

4) les algèbres de Jordan: (x, y, x?) — 0; xy — yx = ©(. 

En empruntant cette voie axiomatique on peut, certes, progresser 
indéfiniment. Pourtant il est remarquable que de nombreuses classes 
d’algèbres non associatives sont apparues de façon naturelle dans 
des domaines fort éloignés de l’algèbre en tant que science. Les exem- 
ples les plus éclatants sont ceux d’algèbres de Jordan qui sont venues 
aux mathématiques de la mécanique quantique (du physicien Jordan), 
et d’algèbres de Lie qui n'étaient destinées primitivement qu’à la 
description (dans des conditions déterminées) de la structure locale des 
groupes topologiques (Sophus Lie est mathématicien norvégien du 
XIXe siècle). Quant aux algèbres de Lie, dont on a fait mention, en 
passant, dans les pages de ce livre, nous allons les examiner de plus 
près. 

Dans une algèbre de Lie Z sur un corps commutatif P, on convient 
de désigner le produit des éléments x, y € L par [xyl. En vertu de la 
définition même d'une algèbre de Lie, l'opération bilinéaire 
(x, y)lxyl satisfait à deux conditions: 

(i) [xx] = 0 ([xy]l = — [yx], anticommutativité) ; 

(ii) [xyl z] + [luyz] x] + [lzx]l y] — 0 (identité de Jacobi). 
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EXEMPLE 1.— Soit À une algèbre associative sur un corps commutatif P. 
Définissons sur l’espace vectoriel À une structure d’algèbre de Lie Z (A) en po- 
sant [xzy] = zy — yx. Il est clair que [rx] — 0. On a ensuite 


[lzylz] = (y — yz)z — 2 (y — yz) = 2ys — yrz — 2zy + zyx, 

[Luz] = (yz — 2y)x — x (yz — 2y) = y2x — 2yx — xyz + x1y, 

[zcly] = (27 — 22)y — y (2x — 22) = 22y — x2y — yax + yxz. 
Par une simple addition on obtient l'identité de Jacobi. 


En particulier, soit À — Endp (V) = © (V) l'algèbre de tous 
les opérateurs linéaires d’un espace vectoriel de dimension finie V 
sur P. Tout homomorphisme @: L— L(R (V)) s'appelle repré- 
sentation de l'algèbre de Lie L. L'espace de représentation V s'appelle 
aussi L-module (ou module sur l'algèbre de Lie L). Formellement, un 
L-module est défini par trois axiomes: 


(L1) x (au + Bu) = axu + Pzrv; 
(L2) (ax + By) v = azv + Fyv; 
(L3) [xy] v = x (yv) — y (xv). 


EXEMPLE 2.— On appelle dérivation d'une algèbre quelconque Æ (non néces- 
sairement associative) sur un corps commutatif P la dérivation Ÿ de l'anneau X 
(voir définition au chap. 6, $ 1, n° 3) commutable à l’opération des constantes 
de P : D'(ha) = AD (a), ÀE P,a€ K. L'exemple 1 et l’exercice 8 du chapi- 
tre 6, $ 1 montrent que la multiplication [Z,9.] = 2,7%, — Z,%, confère 
à l’ensemble Der (X) qui est un espace vectoriel sur P, une structure d’algèbre de 
Lie. En particulier si À — P [X] est l’algèbre des polynômes, alors Der (X) se 
compose de dérivations Z4,u € K, agissant suivant la loi: Z,(f) = u = 
—=uf. Par définition, [Z,Z,](f) = Zu (Zof) — Lo (Luf) = Du (vf) — 
— D; (uf')=u (vf')' — V (uf')' = y (vf + vf") D (u'f" + uf"”) — (uv'—u"v)f", 
Par conséquent, [9%,7,]= 7%, _, et on voit que l'algèbre Der(Æ) 
est isomorphe à l’algèbre de Lie de dimension infinie (ÆX, [ ]) ayant K pour 
espace de base et munie d’opération de multiplication [uv] = uv’ — u'v. En po- 
sant K(G)y= (Xi*),, on obtient la décomposition de X en somme directe 


KA = K(p @ Kio ® Kw ® Kw PB... 


qui vérifie la propriété d’une algèbre de Lie graduée: [K() K(l K(sy) 
(comparer avec l’exemple 2 du n° 1). L’algèbre de Lie (X,[ ]) opère sur l’espa- 
ce vectoriel X de deux façons: 1) (a, f)+ af° (opération naturelle) ; 2) (a, f} > 
+> af” — a'f (opération par endomorphismes associés). I1 en résulte deux (X, [ ])- 
modules non isomorphes. 


EXEMPLE 3.— Les matrices hermitiennes gauches de trace nulle X,, K,, Ka, 
construites dans l’exercice, 3 du chapitre 7, $ 1, suivant le groupe SU (2), véri- 
fient les relations 


[KKX2] = Kg, [K2K 3] on K, [K3K1] — K3, 


qui reproduisent exactement les règles du produit vectoriel des vecteurs dans 
RS ([KK11= K,K;— K,K,; sont des «commutateurs » des matrices dans M, (C); 
voir exemple 1). C’est pourquoi l’espace réel à trois dimensions (X,, K», Ks)p 


est muni d’une structure d’algèbre de Lie. 


28% 
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De la théorie générale des représentations des groupes compacts 
il résulte qu'il existe une correspondance biunivoque entre les repré- 
sentations irréductibles du groupe SU(2) et celles de son algèbre de 
Lie su(2) — (X,, K,, K;)r. Intuitivement on peut le réaliser en 
tenant compte de la continuité de la représentation du groupe et en 
considérant dans l'enveloppe linéaire des opérateurs ® (g;) (où g: 
est un élément du groupe -SU(2), qui dépend de t ER par dérivation; 
£o = e) l'opérateur linéaire lim — ® (g:) qui est déjà contenu dans 


t— 


l'algèbre su(2). Pour prouver que la liste des représentations irré- 
ductibles du groupe SU(2) que nous avons obtenues au chapitre 8, 
$ 6, est complète, il nous faut démontrer que pour tout entier naturel 
n il existe, à un isomorphisme près, un et un seul su(2)-module irré- 
ductible de dimension n sur C. A cet effet, il est commode de passer 
dès le début de l’algèbre de Lie réelle su(2) à sa « complexification » 
qui coïncide avec l’algèbre de Lie 


L = sl(2) = su(2)®@ k C 


de toutes les matrices complexes de dimensions 2 X 2 de trace nulle. 
Les éléments de base 


(CN — —iK; + Ko, €o — —2ikK3, (A — —iK; Ex Ka 
de l’algèbre ZL sont multipliés suivant la règle 
lee] = 60, leoe-1l = —2e, [eve] — 281. (8) 


En oubliant pour un instant l’origine de L, on peut considérer que 
L = (e_,, €, €) ç est une algèbre de Lie abstraite de dimension 


trois sur UC munie de la table de multiplication (8). On vérifie sans 
peine que L est une algèbre de Lie simple. Par suite, tout L-module 
irréductible de dimension >1 sera exact. 

Soit d’abord V O0 un Z-module arbitraire de dimension finie 
sur € et soient £',, Æ,, E, des opérateurs linéaires sur Ÿ associés 
respectivement aux éléments e_;, 69, e,. La théorie des représenta- 
tions des algèbres de Lie a élaboré sa propre terminologie dont nous 
allons nous en tenir. Le sous-espace propre VA = {v € V | Esv = 
= }v} de l'opérateur £, dans V, correspondant à la valeur propre 
À EC, se compose de vecteurs dont on convient de dire qu'ils sont 
de poids À. La dimension dim V} s'appelle ordre de multiplicité du 
poids À. 


LEeMME 1.—Si v € VA, alors E,v € VM?, E_;v E VA ® (E; est un 
opérateur de « majoration » et E_, un opérateur de « minoration »). 


DÉMONSTRATION.— D'après l’axiome (L3) on a 
Es (Eiv) = [EE] v + E; (Ew) = 2E1 + E; (w) — 
— (À + 2) E;v, 
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de sorte que, par définition, E,v € V}+2, De manière analogue, 
Es (E uw) = ( — 2) E_v. 

omme on l’'apprend en Algèbre linéaire, les vecteurs corres- 
pondant à des valeurs propres différentes sont linéairement indé- 


pendants. De ce fait, la somme W — D VAc V est directe. Du 


À 
lemme 1, il résulte aussi que W — Dé est un L-sous-module de V. 


À 
Puisque W 0, dans le cas d’un ZL-module irréductible V on doit 
avoir l'égalité W = V. 

Un vecteur v, € V sera appelé vecteur dominant de poids À si 
Vo = 0 et Evo = 0, Evo = Av. 


LEMME 2.— Tout L-module V de dimension finie possède un vecteur 
dominante 


DÉMONSTRATION.— Prenons un vecteur arbitraire (=£0) v de’poids u 
et construisons une suite de vecteurs v, Ev, Ev, . .. de poids 1, 
u +2, u<+4,... (voir lemme 1). Puisque dim V << w, on a 
Em+t1 y = 0 pour un certain m. En donnant à m sa valeur minimale, 
on peut poser v, = Emv, À = pu + 2m. 

Considérons à titre d'exemple un espace vectoriel V, de dimen- 
sion nr + 1 sur C ayant une base fixe v,, v,, . .., v,. Définissons 
les opérateurs Æ,, E,, E, par les formules 


E 0m = (m + 1) Um+us 
EG0m = (n — 2m) Um; (9) 
Em = (n — m +1) vus 
en posant v. = 0 = v,4,. Une vérification directe montre que les 
relations 
Es (Em) — E 3 (Em) = Em) 
E5 (E 0m) — E1 (Em) = —2E 10m 
Eo (Em) — Er (Em) = 2E10m) 
qui sont en accord avec la table de multiplication (8) et avec les 
axiomes du L-module, sont vérifiées. Puisque ÆE;v, = (n + 1) v_, — 


= 0, Evo = nv,, alors v, est un vecteur dominant de poids n, et 
l’espace V, tout entier s'écrit sous la forme d’une somme directe 


V, = Vr® V2® ...@V— (10) 


des sous-espaces de poids PV?" = (v, ) de dimension un (la multi- 


plicité de chaque poids est 1). En supposant l'existence d’un sous- 
module U = 0 de V,, prenons un vecteur propre quelconque u € U 
de l'opérateur Æ£,. Conformément à la décomposition (10), uw — 
— }v} pour un certain m. L'application successive de l’opérateur de 
« majoration » Æ, (voir formules (9)) nous donne les relations 
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Um-1 EU, ..., vo E U, alors qu’à l’aide de l'opérateur de « mino- 
ration » £ _, nous obtiendrons à partir du vecteur dominant v, tous 
les autres vecteurs. Par conséquent, U — V,, et V, est un L-module 
irréductible. 

Remarquons que V, est un module trivial (de dimension un), 
alors que V, est un module correspondant à la définition naturelle de 
l'algèbre L : dans la base {v,, v,} les opérateurs Æ_;, Es, E, ont pour 
matrices 


) 


0.0 1 0 0 1 
1 0|” 0 —1 0 O0 


Le théorème suivant résout le problème que nous avons posé: 


THÉORÈME 6.— Tout L-module V irréductible de dimension n + 1 
sur C est isomorphe à V,. 


DÉMONSTRATION.— D'après le lemme 2, le module V possède un 
vecteur dominant vw, de poids À. Posons 


v_1 =0 et Lim = ET =—En(.. (E_iv) ...) pour m>0. 


Pour tout m > 0, les formules suivantes sont vraies: 


E 0m = (m + 1) vu+s, 
Em = (À — 2m) Um (10°) 
EjUm = (À — m + 1) Um-1 


En effet, pour m = 0, les formules (10) se ramènent à la définition 
du vecteur dominant v, et du vecteur v.. Puis, raisonnons par récur- 
rence sur m : a) la formule Æ _,v, = (m + 1) v,+, définit le vecteur 
Um+13 D) la formule Eu» —= (À — 2m) v, résulte du lemme 1; 
c) s’il est déjà connu que Evm- —= (À — m + 2)vm»-, alors en 
simplifiant par m les deux membres de l'égalité 
MEivm = E1 (Evm) = 
= [EE sl vm + Eu (Em) = 
= Em + OA —m+2)EUm-e = 
= {(À — 2m + 2) + (À — m + 2) (m — 1)} uv» = 
=mAi—-m+i)uy 
on obtient la dernière formule de (10°). 

Si les vecteurs v,, 1, . . ., v. sont différents de zéro pour un r 
quelconque, alors, étant de poids différents, ils doivent être linéaire- 
ment indépendants. D'autre part, le module V étant irréductible, le 
sous-module engendré par le vecteur v, coïncide avec V, et comme 
dimV—n<+i,;onaV — (vo, 0, ..., Un) et Vosy = Unie = ... 
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... — 0. En particulier, 
O0 = Ejv,r = Ü—n)v, =0—=7X1—=n 
{on attire l'attention sur une implication bien curieuse: dim V << 
<o—iEZ, À > OÙ). 
En portant la valeur de À — n dans les formules (10°), nous retrou- 
vons au fait, compte tenu des notations adoptées, les formules (9) 
qui définissent le ZL-module V,. Par suite, V = V,. 


EXERCICES 
1. L'équation x? + 1 = 0 combien de solutions admet-elle dans l'algèbre 
des quaternions H? 


2. Algèbre des quaternions généralisés sur @. Montrer que la table de multi- 
plication 


| 1 el eo e3 
1 4 €1 lo ea 
€1 € n Es neo 
€o €o — 3 m — me] 
€3 €a — Neo me: — nm 


avec n, m€ Z, nm = 0, définit sur l’espace vectoriel H (n, m) = (1, ey, e2, 
AU) de dimension quatre sur @ une structure d’algèbre associative ayant un 


élément unité. A cet effet, utiliser la représentation 


So Z1 Va To Vm+zs V nm 
Lo Vm—z; V mn Lo T1 V'n. 
Le déterminant det A, = 2% — x?n — x?m + rëänm = N (x) s'appelle norme 
de l’élément x. Vérifier que, si la condition x € H(n, m),r:ÆO0O=N(x) #0 
est satisfaite, l’espace H (n, m) est une algèbre à division Ce généralisée 
des quaternions). En se servant des notions et des résultats de l'exercice 7 du $ 2, 
montrer que dans le cas où p = + 3 (mod. 8) est premier, l’algèbre H (2, p) 
sera une algèbre à division. 

3. Considérer F , comme un espace vectoriel V de dimension n sur F:. 


En plus de l'opération d’addition qui provient de Fon: introduire sur V une 


T=L0 + Te + Toto + Tses + x 


opération de multiplication (x, y)+>xoy= Vzxy. Ici, r+—>V x est un auto- 

morphisme sur F,n, inverse de x x, de sorte que VrFy=Vr+Vy. 

Montrer que (VW, +, ) est une algèbre commutative (non associative) sur F:, 

qui vérifie les propriétés suivantes: a) V ne contient ni diviseurs de zéro, ni 

élément unité; b) l'équation ao x = b, avec a -£ 0, est univoquement résolu- 

ble ; c) le groupe des automorphismes Aut (V) opère transitivement sur VX {0}. 
4. Dans toute algèbre est vérifiée l’identité 


Lx, y, 2) + (té, x, y)z = (fx, y, 2) — (1, xy, 2) + (f, x, yz). 


S’en assurer par une vérification directe et montrer que, si dans une algèbre À, 
ayant un élément unité 1, sur un corps commutatif P, on a pour tous les associa- 
teurs l’appartenance (x, y, z) € P ‘1, alors À est une algèbre associative. 


ANNEXE 


FORME RÉDUITE DE JORDAN DES MATRICES 


Cet «îlot » d’algèbre linéaire n’est légèrement éclairé ici que pour 
souligner sa similitude avec le $ 5 du chapitre 7, où a été donnée la 
classification des groupes abéliens finis. Nous n'avons pas cru né- 
cessaire d'’insister au chapitre 9, $ 3 sur le rôle unificateur que jouent 
dans cette question les modules sur les anneaux principaux, parce 
qu'aux différentes catégories de lecteurs il sera peut-être plus com- 
mode d’avoir des preuves directes des faits relatifs aux groupes et 
aux opérateurs linéaires. 

4. En cherchant à comprendre comment agit un opérateur li- 
néaire donné #4 : V — V, il est naturel de se proposer de trouver dans 
V une base qui s'accorde au mieux avec cet opérateur. Autrement dit, 
il faut rechercher dans la classe de matrices semblables C-14C asso- 
ciées à l’opérateur 4 une matrice se présentant sous une forme aussi 
simple que possible. Pour des raisons bien compréhensibles, ce pro- 
blème est étroitement lié au corps commutatif de base P sur lequel 
est défini l’espace vectoriel V. Dans ce qui suit, on suppose que P = € 
est le corps des nombres complexes ou un corps algébriquement clos 
quelconque. 

Soient r — dim V'et À, . .., À, les racines du polynôme carac- 
téristique 

LU 
fa (= fa ()= det(E—4)=2+at +. +an= Î[] E—A), 
= 
a= —trA= —(li+ ... +), 
An =(—1)" det A—(—1)"A,...2. 
Les nombres complexes À; sont aussi des valeurs propres de l’opéra- 
teur linéaire .Z: les sous-espaces 
Vi, = WE V | 4v = Liv} 


sont différents de zéro, et leurs vecteurs non nuls s'appellent vecteurs 
propres de l’opérateur 4. L'ensemble Spec (4) de toutes les 


D! 


valeurs propres deux à deux distinctes (des racines caractéristiques) 
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de l'opérateur 4 s'appelle spectre de 4. On définit de manière analo- 
gue le spectre Spec (À) de la matrice À. 

Indiquons les faits suivants: 

(i) Les vecteurs propres associés aux valeurs propres différentes sont 


linéairement indépendants. La somme > VA est directe (en géné- 
À E Spec (A) 
ral, SV} ne coïncide pas avec V). 

(ii) La matrice d'un opérateur linéaire 4. peut toujours être réduite 
(au sens de similitude) à une forme triangulaire. 

On peut s’en assurer de façon très simple en raisonnant par ré- 
currence. Il faut prendre un sous-espace à une dimension 4-inva- 
riant (e) (4e, — Me), passer à l’espace quotient V — V/(e,) — 

= {y = 0 + (@)ÎvE € V} de dimension #7 — 1 et à l'opérateur 
quotient A: HU = A, choisir dans Ÿ une base eo, +. En ŒUi ré- 
duit À à la forme triangulaire et revenir à l’espace V: 


À4 # 


À — O. *: ; 
Ân 
(iii) (Théorème de Cayley-Hamilton).— L'opérateur linéaire # et la 
matrice À qui lui correspond (dans toute base) sont annulés par leur 
polynôme caractéristique. 


Cette dernière assertion étant indépendante du choix de la base, 
il est commode d'utiliser la propriété (ii). Considérons la suite de 
sous-espaces %Æ#-invariants V—V,2V;=...—V,:—0, où 
Vr=(es, €», ..., En-n-1, Enr). Puisque (4 — kn-hË) En État on 
a (Æ#—}hn x 6) Vr € Vyry et donc 
ñn 


fu (A) V = dl (A4 —:6) V = 
— (A —),6) PRE (Æ — },6) Vsa(4—Mé).. (A — Dn- 16) Vie 
C(A4— 46)... (4 — An_26) VIS ... (A4 — M6) Vn- on 
Or, f4(4)V=0 fa (#)=0. EH 
(iv) Le polynôme minimal h ,(t) — h4 (t) de l'opérateur (poly- 


nôme unitaire de degré minimal m < n, annulant 4 et À) divise le 
polynôme caractéristique f 4 (t) et est divisible par tous les facteurs li- 


néaires t —- À, À € Spec (4). 


La division euclidienne f 4 (t) = q (t)-h 4 (t) + rt), degr (t) < 
<< deg h, (t), et les propriétés f , (4) =0=R 4 (4) montrent que 
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r (4) = 0, d'où r (f) = 0. Si À est valeur propre de l'opérateur #, 
alors £v == 0=h,(4)v=h,4Qr=h,(D=0=(6t—2)1]Xx 


X h 4 (6). 


EXEMPLE.— On dit qu'un opérateur linéaire #: V— V est nilpotent, 
si AM = 0; mest l'indice de nilpotence si AM 1 L O0. Soit 4M-1v =£ 0. À lors, les 
vecteurs v, A, ... AMI v sont linéairement indépendants. En effet, toute dépen- 
dance linéaire non triviale est de la forme 


AV + a AÆATIv + ..e Hamaieh 4010 — 0, 0 < k < m — : D 


L'application de l'opérateur #"-1-k aux deux membres de cette égalité nous 
conduirait à la relation #1 v = 0 qui contredit le choix de v. 

Ainsi, l’indice de nilpotence m de l’opérateur # est au plus égal à n — 
= dim V. Soient m = net "1 v =£ 0. are os pour les vecteurs de base 
les désignations suivantes: u, = 4""lu, v, = An? . Un = AV, Un = L. 
Alors, Æu = 0, Aug = vx) k >> 1, et fre ee ‘de ‘l'opérateur A dans la 
base {v,, ..., v,} sera une matrice de Jordan: 


010...00 
001...00 
000...01 
000...00 


Si par exemple, V—(1, X, X2,,.., Xe est l’espace des polynômes 
de degré < nsur , et AT < est l’opérateur de dérivation, la matrice de 
cet opérateur dans la base . = X!, sera justement la matrice Jh, 0. 

Plus généralement, nous appellerons matrice de Jordan (supérieure) 


de type m X m (ou d'ordre m), correspondant à la valeur propre À, 
une matrice de la forme 


110...00 
021...00 
a 0) 
0002 A 
000...0 


Remarquons que J'y — ÀE = Jh9 est une matrice nilpotente: 
Jr Æ0, Jo = 0 

‘En particulier, (é — À)" est le polynôme minimal de la matrice 
de Jordan J, 2, et À sa valeur propre unique: Spec (J».1) = {à}. 
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Si u (t) est un polynôme arbitraire, on a 
u(A) u'(A)/1! u"(A)/21 ... utm-1)(})/(m—1)! 
0 u (À) u'(À)/1! ... utm-2(A)/(m—2)! 


0 oO 0 — u (À) 


si bien qu’il est plus facile d’opérer avec J, 1 qu'avec des matrices 
quelconques. 


THÉORÈME FONDAMENTAL.— Toute matrice carrée À d'ordre n sur 
un corps commutatif algébriquement clos P (en particulier sur C) est 
semblable à une somme directe de matrices de Jordan. À savoir, iE 
existe une matrice régulière C telle que 


ds , À: 


CAC = Ju à, … ie hs — j” Re 


Jims, Às 
(forme réduite de Jordan J (A) de la matrice A). La forme réduite de 


« 


Jordan est unique à une permutation des matrices de Jordan J»h 
près. 


tr M 


Comme les polynômes minimaux des matrices semblables coïnci- 
dent, du théorème fondamental et des remarques faites sur la matri- 
ce de Jordan J,, à il résulte que 


had=(—n) 4... (—A)?, 


OÙ Ai, oc. à; } — Spec (4) et m;, est l’ordre maximal de Ia 
matrice de Jordan correspondant à la valeur propre À;.. 

Il est clair qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’une 
matrice À soit diagonalisable (c’est-à-dire semblable à la matrice 
diag {A, « . ., An} est l’absence dans J (4) de matrices de Jordan 
Jm;, à; d'ordre supérieur à 1. On peut donc énoncer un critère bien 


utile suivant : 


COROLLAIRE.— Une matrice carrée À sur C est diagonalisable si, et 
seulement si, son polynôme minimal h\ (t) n'a pas de racines multi- 
ples. 


Ce critère est efficace parce que pour calculer h,(t) il n’est pas 
besoin de représenter la matrice À sous la forme réduite de Jordan. 

La démonstration du théorème fondamental est partagée en trois. 
parties correspondant aux n°5 2, 3, 4. 
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2. L'ensemble des vecteurs 
VA = GLEVI(Z4 — A6)v = 0 pour un certain k} 


s'appelle sous-espace ‘de racines correspondant à la valeur propre 
À € Spec (4). 

Une vérification facile à effectuer nous assure que V (À) est en 
effet un sous-espace. Si, par exemple u € V (À), v € V (4) sont tels 
que (4 — A6) u — 0, (4 — A6) v — 0 et m —= max {s,t}, 
alors on a 


C4 — AE)" (au + Bu) = à (Æ — AE)" u + B (4 — AE)" v = 0, 


d’où au + Bu E V (À), quels que soient æ&, B EC. Puisque V (À) 
contient un vecteur propre correspondant à À, on a V (À) Æ 0. Puis, 
Vi E V (D; ici, l’égalité peut fort bien ne pas avoir lieu comme le 
montre l’exemple d’un opérateur nilpotent 4 d'indice de nilpotence 
n, que nous avons considéré plus haut. Dans ce cas, À = 0 est l’uni- 
que valeur propre, dim V° — 1, mais V (0) — Y. 

Puisque dim V (À) < nr et la restriction de #4 — 16 à V (À) est 
un opérateur nilpotent, on a 


VO) = GLEVI(Æ — 26)" v — 0}. 
THÉOREÈME 1.— Soit 4 : V — V un opérateur linéaire de polynôme 
caractéristique 


D 
T1 4 (é) — Il (£ — À;)"à (À; Æ À; pour it F j). 


Alors, V — V(A)® ...® V (4) est somme directe des sous-espaces 
de racines V (À;) dont chacun est invariant par 4 et est de dimension 
dim V(4;) —n;. L'opérateur # — \;6, nilpotent sur V (h;) agit 
de façon non dégénérée sur le sous-espace 


V,=VG)® ...8V{G1)® V ir) ... V Q). 
Enfin, À; est l'unique valeur propre de l'opérateur 4 va): 


DÉMONSTRATION.— Aucun des facteurs premiers { — À, ne peut 
être simultanément un diviseur de tous les polynômes 


fr = [FG—29)%, 1, 2, ..., p, 
ji 
et, de ce fait, P.G.C.D. (f1 (t), . . ., fn (t)) = 1. Par suite, il existe 
des polynômes g, (ft), ..., gp (t) EC [tl, pour lesquels 


2 fi ge OA. (1) 
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Les sous-espaces 
FF; = f; (4) Li (#4) V = {j; (4) &i (Æ) v [ve V}, il < i P; 


sont invariants par rapport à 4: 
AW; = fi (A4) gi (A4) AVE ji (A) 8: (A) V = W:. 


De plus 
(4 — A6) IW; = j 4 (À) gi (A) V = 0 


(puisque f 4 (Æ) = 0; voir (iii)), si bien que 
Wie V (Qi). (2) 


La relation (1) mise sous la forme 
p 
= À: fi(#) 8: (4), 


nous donne la décomposition 
p 
V= 2W: (3) 
i=1 
et à plus forte raison (par suite de l’inclusion (2)): 
D 
V= D V(). 
i=1 
Supposons que vEV(A;)NV;, où, de même que dans l'énoncé du 
théorème, V;,=— >, V (A;). Alors, ({4—A;6)"v — 0 et, puisque 
ji 
v— Diviet (4—A;68)"v;—=0, on a {[[(4—A,8)"}v—0. Or, du 
ji jFi 
fait que les polynômes (4—4;)", c(t) = [|] (é—À;)" sont premiers 
jFi 


entre eux, il résulte l’existence de a(t), b(#t), tels que 


a(t)é—A;) + b(t)ce(t) = 1. 
Il vient : 


v=a(#)(4— Ah) v+b (4) | ll (4—A;8)"}v=0, 


c'est-à-dire les espaces V (À;) et V; sont disjoints. Ceci signifie que 
nous avons une décomposition 

V=V()®...®V() (4) 
en somme directe de sous-espaces Æ-invariants. 


De l'inclusion (2) et des décompositions (3) et (4), il ressort immé- 
diatement que W; — V (4;). Ainsi, nous avons obtenu pour V (4;) 
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une expression efficace 
V Qu) = fi (A4) 8: (4) V, 


Où f; (t), g: (t) sont les polynômes intervenant dans l'identité (1). 
En particulier, 

(4 — 1 4 (A) = 0. 
L'opérateur Æ a pour polynôme minimal sur V (4;) un diviseur du 
polynôme (t — À;)"i. Il en résulte premièrement que À; est l’unique 
valeur propre de l'opérateur # lv ap Deuxièmement, dans la base 
qui est réunion des bases des espaces V (4;), l'opérateur 4 est de 


matrice 
À, 


où À; est une matrice d'ordre n;— dim V (à;), ayant l'unique va- 

A Fr _e . : nj 

leur propre À; et un polynôme caractéristique f4,({)—=(#— 4), 
P 

mn; Puisque fA(t)= [I fAG)onan=n +... +net nn 
i=1 


Il nous reste à démontrer que la restriction (4 — A;6)|v, est 


non dégénérée. Or, c'est facile à comprendre, car dans le cas con- 

traire on aurait {Ker (4 — À,6)} N V;Æ0 et Æv — Àiv = 0 pour 

un 0ZÆvE V;. Pourtant, sur V;, le polynôme caractéristique de 4 

est f; (t) = LG À;)"i et À; ne peut pas être la valeur propre. 
Fi 


3. Le théorème 1 que nous venons de démontrer ramène le pro- 
blème du choix de la matrice la plus simple pour l'opérateur li- 
néaire £ : V — V au cas où .# possède l’unique valeur propre À, et 
(A4 — RE)" = 0, m < dim V. En posant @ — 4 — À6, nous 
obtiendrons un opérateur nilpotent d'indice de nilpotence m avec 
une matrice nilpotente B. 


THÉORÈME 2.— La forme réduite de Jordan J (B) d'une matrice 
nilpotente B existe (le corps commutatif de base P est arbitraire). 


DÉMONSTRATION.— Il nous faut montrer que l’espace vectoriel V 
sur lequel agit un opérateur nilpotent # de matrice B, se décompose 
en une somme directe de sous-espaces dits cycliques P [&] v, — 
= (v;, Bv,, ..., BMi-lv,), avec F'iv, — 0. Nous voulons raison- 
ner par récurrence sur la dimension de l’espace. Supposons l’assertion 
du théorème démontrée pour tous les couples (V”, 4”), où dim V' < 
<< dim V et #’ est un opérateur nilpotent sur V”. 
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Soient #8" = 0, #"-lu LL. Introduisons le re Cy- 
clique U=(u, Fu, ..., #1 u) et l’espace quotient V = V /U sur 
lequel nous ferons agir l'opérateur quotient B: v = Br. 
Ici v = v + U est une classe ayant v pour représentant. Puisque 
Br = Bv = 0, S est un opérateur nilpotent d’indice de 
nilpotence m < m. Autrement dit, BT-AV Œ U, BV « U. 

Puisque dim V dim Ÿ, on a, par hypothèse de récurrence, 


V = U,® . ® TRES U, — P [F1 Us. 
On obtient pour V une décomposition 
V= U, ® 02 0 U,1® U, (5) 


A 


ou 
U;, —(u;, Pu;, 56 05 PF He? U;), 8" lu, EU, M LME M. 


Les sous-espaces VU; ne sont pas -invariants, car en général 
m : 
t 
1 u; 0. 
Pour la commodité des notations, à étant fixe, posons w — u;, 


l—m,;, W=U, = {w, #w, ..., Bllw), Par hypothèse 
B'w=a Bu + ap B Tu . +am18" lu, 0 


(si tous les a&; = 0, on n’a rien à faire). En appliquant à la dernière 
relation l'opérateur Æ"*-1-*, nous obtiendrons Æ"-1-*tly — 
— a, 8" lu = 0. Comme #” — 0, ceci ne peut avoir lieu que pour 
1< k< m — 1. En posant 


Dh stp = 
v—w— a, 8" u — &,4418* UT UC LL. 


nous constatons que #!7}v=@#!"lwtu'-0, mais 
Bv=Blw-aB'u— ... —am18" lu —0. 


L'espace cyclique , #v, ..., #l-lv), avec Flv — 0, engendre 
avec Ü le sous-espace VU, ® U. 

Ces raisonnements étant valables pour tout i, 1 < i < s — 1, nous 
pouvons remplacer dans la décomposition (5) chaque sous-espace 
U; par V, = v;, Bu, ..., Bi-lv,), Biv, — 0. En posant encore 
V, = u, Mm = M, V, = U, nous obtenons la décomposition 


4 — v,® . ee (So) V, 
qui vérifie toutes les propriétés requises. 


4, En abordant la démonstration de l'unicité, indiquons au 
passage une règle pratique permettant de mettre une matrice arbitraire 
A d'ordre n sous la forme réduite de Jordan. 
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A cet eïtet, il faut apprendre à déterminer le nombre NV (m, À) de 
matrices de Jordan J,,, 1 d’ordre m correspondant à la valeur propre 
À de la matrice À. À la matrice À faisons correspondre de façon habi- 
tuelle un opérateur 4 agissant sur un espace vectoriel V de dimen- 
sion n, et décomposons V en une somme directe 

: V=VvVh)e 7, (6) 
où 


VO)= & @, (4—E)on ee (40 op, Pr À VU). 
J= "4 


Calculons le rang r; — rang (4 — ÀE)! de la matrice (4 — AE) ou, 
ce qui revient au même, la dimension de l’espace (4 — À€)'V. 
Cette dimension est évidemment indépendante du choix de la base 
dans V. Chacun des espaces intervenant dans la décomposition (6) 
étant invariant par rapport à (4 — À6)', on a 


dim(#— AE) V= > dim(4—AE€) C[4]v;+ dim(4—A6#8) V’. 
Pour plus de détermination, supposons m << m < ... < ms 
Si m; <t, alors (4 — 16) C [A4] v; = 0. Pour m; >t,ona 
(A4 — €) C [4] Vj — 

—((4—A8) v, (LH—A8) Tv, ….…, (A NE)" Tv), 
si bien que dim (4 — A6) C [4] v; = m;—t. L'opérateur #4 — 16 
étant non dégénéré sur V' (théorème 1}, dim (,4— €) V' — dim V’. 
Il vient 
rs= )) (mj—t)+dim", 
t 


mi> 
d’où 
Vi Tir = > (m;—t) — > (m;i—t—1)= 
s 
= Di (m—t)— D, (m—t+ 2 1= 


= D) 14 2 1=N(t+1, DHN(+2, 1)+ 
mj=t+1 m;>t+i 

Par suite rn_1—7m—(Tm—Tm+1) ={N (m, D+EN(MmEA, A+...) 

—{N(m+1, D+N(m+2, D+...}—=N(m, À), et, en définitive, 
on obtient la formule 

Nm, À) = rm — 2m + Tms 
(7) 
m >, ri == rang (A — ÀE), ro =n. 
Remarquons que r; est un invariant de la matrice À (c’est-à-dire 
un nombre défini par la classe de similitude de la matrice 4). Ceci 
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signifie que La formule (7) établit aussi l’unicité de la forme réduite de 
Jordan J (À). 
Jusqu'ici rien n’a été dit de la matrice C qui assure la similitude 


J (A) = CAC. 


Mais maintenant, nous connaissons les matrices À et J (A), si bien 
que C = (c;;) peut être définie à partir du système homogène d’équa- 
tions linéaires 


CJ (A) — AC = 0 


d'ordre n°. Soit C,, ..., C, son système fondamental de solutions. 
En général, toutes les C; ne sont pas des matrices régulières, mais 
puisque la forme réduite de Jordan J (A) existe, alors 
det (101 + ... + t,C,) = O0 à coefficients indéterminés é£,,. . .,t,et 
on peut choisir &,,..., «, € € tels que det (œ,C1 + ...+ a,C,) 
Æ 0. Alors C = a;,C, + ... + «,C,; est la matrice cherchée. Bien 
entendu, la matrice C est loin d’être définie de manière unique, mèê- 
me lorsqu'elle est normée par det C = 1. 
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